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Vorrede zur ersten Auflage. 


Dieses Lehrbuch verdankt seine Entstehung den Uni- 
versitats-Vortriigen, welclie ich in Kbnigsberg, Halle und 
Heidelberg iiber die analytische Geometrie des Raumes ge 
balten babe, urn meine Zuhorer in die analytisch-geome- 
trischen Theorien einzufUhren, und sie zu selbststiindigeu 
Untersucb ungen in diesem Gebiete zu veranlassen. 

Es setzt die Bekanntschaft des Lesers mit der Differential- 
Recbnung voraus. Zwar findet man am Ende der cinund- 
zwanzigsten, zweiundzwanzigsten und dreiundzwauzigsten Vor- 
lesong einige Integral -Formeln von Lame und von Jacobi, 
jedoch lassen sicli diese Stellen ohne Beeintriichtigung des 
Zusammenhanges auch tibergeben. Uni aus der Geometrie der 
Kegelschnitte niebts mehr als die Elemente vorauszusetzen, ist 
in der einundzwanzigsten Vorlesiuig das analytische Problem 
der Hauptaxen der Kegelschnitte im Znsnmmenhange mit den 
confocalen Kegelschnitten und den elliptischen Coordinaten 
nacbgetrageu worden. 

Die Symmetric neben der Dualitiit der Behandlungsweise, 
welcbe sich mit ihren Consefjuenzen durcb das ganze Bucb 
hiudurchziebt, wird zur leicbteren Auffassung erbeblich bei- 
tragen, und dasselbe vorzugsweise als eiu Lehrbuch der ge- 
nannten Disciplin empfeblen. 

Heidelberg, im October 18G1. 
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Vorrede zur neueu Auflage. 


Die Anordnung ties Strifes ist in dieser Auflage fast 
ungeiiudert geblieben. Die einzige Ausnalnne bildet die Vor- 
lesung tiber die Transformation homogener Functionen zweiter 
Ordnung, welche den Vorlesungen liber Coordinatentrans- 
formation und fiber Transformation der Oberfliichen zweiter 
Ordnung friiher voranging, bier naclifolgt. Diese Aenderung 
ist gemaoht worden, um in den vorausgesch ickten Vorlesungen 
lebhafteros Interesse fiir die nachfolgendc zu erregen. 

Beitriige, welche die verflossenen acht Jahre geliefert 
haben, sind an den passenden Stelleu aufgenommen worden. 
Audi Beispiele der Anwendung sind binzugekomraen , wie am 
Ende der Vorlesung fiber die Anwendung der Determinanten. 

Neu sind zwei Vorlesungen aus der analytisclien Meclianik. 

Die cine von diesen Vorlesungen fiber die Axen ties 
Korpers konntc den Ubrigen Vorlesungen eingereiht werden, 
weil der Gegenstand sich als ein rein geometrischer auf- 
fassen Hess. 

Die andere Vorlesung fiber Planetenbewegung, welche 
das D'A lembert’sche Princip der Meclianik vornussetzt, 
bildet den Anliang. Sie ist tlarum hier aufgenommen worden, 
weil sie Gelegenheit gicbt, vorgetrageue Satze fiber Deter- 
minanten und Itotationsoberfliichen zweiter Ordnung in ge- 
falliger Weise in Anwendung zu bringen. 


MUncben, im November 1869. 


0. Hesse. 
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Kegelschnittes liegt die Sonne 

J)ie Planetenbahn ist cine Ellipse odor Hyperbel odor Parabel je 
nachdem die Constante h dor lebendigen Kraft negativ odor 

positiv ist Oder veiwhwindet 

Pie Quadrate dcr 1,'mlaufsseiten der Planeten mn die Sonne ver- 
halten sieh wie die Knben der grossen Axen der Planeten- 

hahiien 
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Die Aufgabe der aualytischen Geometrie ist eine vier- 
fache. Sie lehrt erstens gegebene Figuren durch Gleichungen 
ersetzen , zweiteus transformirt sie diese Gleichungen in For- 
mcn , die sieh fiir die geometrische Deutung eignen , drittens 
vermittelt sie den Uebergang von den trnnsformirten oder 
gegebenen Gleichungen zu den ihnen entsprechenden Figuren. 
Da die transformirten Gleichungen ijber aus den durch die 
Figur gegebenen Gleichungen folgen, so ist auch das geo- 
metrische Bild der transformirten Gleichungen, das ist eine 
zweite Figur, eine Folge der gegebenen. Diese Folgerung 
einer zweiten Figur aus einer gegebenen nennt man eineu 
geometrischen Satz. Sie lehrt also viertens mit HUlfe des 
Calculs auch geometrische Siitze entdecken. 

Als Hiilfsmittel zu den geuannten Zwecken dient das 
Coordinaten-System von Cartesius. Im engeren Sinne 
versteht man darunter drei auf einander senkrecht stehende 
leste Ebenen, Coordinaten-Ebenen. Die Schnittlinien je 
zweier von ihnen heissen Coordinaten-Axen. Der den 
drei Coordinaten-Axen gemeinsehaftliche Punkt wird der A n- 
fangs-Punkt des Systemes genannt. 

Die drei von einem gegebenen Punkte auf die tloordinaten- 
Ebenen gefallten Ix)the, Coordinaten des Punktes, sind 
durch die Lage des Punktes bestimmt. Umgekehrt wird die 
Lage des Punktes durch diese Lothe unzweideutig bestimmt 
t seiu, wenn nicht allein die Grosse, sondern auch die Richtung 
dieser, den Coordinatenaxen parallelen, Lothe gegeben ist. 

Hefkc, unul;t. (ieomclric »1. Hnunics. 2. Aufl. ’ ^1 
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Um die Richtung der genanntcn Lothe zu definiren, denke 
man sicli , dass jede der drei Coordinatenaxen aus zwei, vom 
Coordinatenanfangspunkte nach entgegengesetzten Ricktungen 
ausgeheuden, Strahlen zusammengesetzt sei. Die eine, gleich- 
viel welehe , wird als die positive, die andere als die negative 
Richtung der Coordinatenaxe angenommen. So oft nun eines 
der drei Lothe der Richtung der ihm parallelen Coordinaten- 
axe entgegengesetzt ist, erhiilt es das positive Vorzeichen , iin 
anderen Falle das negative. Nach diesen Festsetzungen hat 
jeder Punkt des Raumes seine bestimmten Coordinaten, und 
jede drei reelleu Grossen kbnnen als die Coordinaten eines 
bestimmten Punktes angesehen werden. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes im Raume be- 
zeichnet maiL mit den Buchstaben x, y, z. Die ihnen paral- 
lelen Coordinatenaxen werden respective die a: Axe, die 1/ Axe, 
die z Axe genannt. Die Coord inatenebenen endlich werden 
durch zwei der genannten Buchstaben bezeiclmet nach den 
Coordinatenaxen, welehe in ihnen liegen. 

Man kann aber die Coordinaten eines gegebenen Punktes 
noch auf eine zweite Art bestimmen, die in nianchen Fallen 
den Vorzug verdient vor der angegebeuen Bestimmungsweise. 
Fiillt man niimlich drei Perpendikel von dem gegebenen Punkte 
auf die drei Coordinatenaxen, so sind die Abschnitte auf den 
Coordinatenaxen, vom Anfangspunkte des Systems gerechnet, 
den Coordinaten des Punktes gleich, wenn man festsetzt, dass 
diese Abschnitte positiv zu nehmen sind auf der positiven 
Seite der Axen, ilagegeu negativ auf der negativen Seite. Es 
steht daher auch frei , diese Abschnitte als die Coordinaten 
des Punktes zu betrachten. 

Sind demnack a , b, r die Coordinaten eines gegebenen 
Punktes im Raume, so sind die drei Gleichungen: 

x = a , y = b , z — c 

der analytische Ausdruck des Punktes , und umgekekrt ist ein 
ganz bestimmter Punkt des Raumes das gcometrische Bild 
ffir diese drei Gleichungen in der Voraussetzung, dass n , b, c 
gegetene reelle Grossen bedeuten. Dieser Punkt liegt in 
der yz Ebene, wenn n = 0 ; or liegt, .in der 2 Axe, wenn 
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a — b — 0; er ist endlich der Anfangspunkt des Coordinaten- 
systems, wenn a — b = c — 0. 

Wenn also ein bestimmter Punkt im Rnume das geo- 
metrische Bild ist jener drei Gleichungen, so driingt sich zu- 
niichst die Frage auf, welches das geonietrische Bild sein 
werde einer dieser Gleichungen, zum Beispiel der Gleichung: 

x = a . 

Die Coordinaten x, y, z aller Punkte, die in einer der 
yz Ebene parallelen und von ihr um den Abstand a entfero- 
ten Ebene liegen, geniigen dieser Gleichung , und umgekehrt 
alle Punkte, deren Coordinaten dieser Gleichung geniigen, 
liegen in der genannten Ebene. Aus diesem Grunde wird die 
angegebene Gleichung die Gleichung jener Ebene genannt. 
Sie ist der analytisehe Ausdruck fur die Ebene, weil die 
Coordinaten aller Punkte in ihr der Gleichung geniigen , und 
die Ebene ist das geonietrische Bild der Gleichung, weil alle 
Punkte, deren Coordinaten der Gleichung geniigen, in der 
genannten Ebene liegen. In dieser Weise sind */ =?= b und 
z — r die Gleichungen z.weier Ebenen, die von den Coordi- 
natenebenen ex, und xy uni h und e abstehen und ihncn 
parallel srnd. . " 

Die 'Coordinaten aller Punkte der Schnittlinie der beiden 
Ebenen y — h und z — c geniigen zugleich den beiden Glei- 
chungen : 

V y — b , z — c 

' und umgekehrt alle Punkte , deren Coordinaten den. beiden 
Gleichungen zu gjeicher Z?it geniigen, liegen in jener Linie. 
, Diesh beiden Gleichungen. sind daher der analytisehe Ausdruck 
fiir jene Linie .und umgekehrt. Die angegebenen beiden Glei- 
chungen nennt man daher die Gleichungen der geraden Linie, 
in welcher sich die. beiden Ebenen schneiden. 

Wenn man diese Betraclitungen husdehnt, so sieht man, 
dass eine Gleichung zwischei) den Coordinaten X, y, z einer 
Punktes das Aequivalent ist fiir eine raumliche Fliiche, Ober- 
fliiche; dass zwei Gleichungen derselben Art eine Curve, die 
Schnittcurve der beiden Oberflnchen, darstellen, von denen 
jede durcL eine der genannten Gleichungen ausgedriickt ist; 
' dass endlich drei Gleichungen analytisch diejenigpn Punkte 
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darstellen, in welchen sicli die drei dureh die drei Gleicliungen 
ausgedriickten Oberflachen scbneiden. 

Die Coordinnten eines Punktes sind aueh unzweideutig 
dureh irgend drei lineare Gleicliungen zwischen diesen Coor- 
dinaten bestimmt. Die geometrisehe Bedeutung einer dieser 
liuearen Gleicliungen ist die zunachst liegende Frage, deren 
Beantwortung in der nachstfolgenden Vorlesung erfolgen soil, 
nachdem wir einige Fundamental-Siitze und -Aufgaben vor- 
ansgesehickt haben, die bier und in der analytischen Geometrie 
tiberbaupt von hiiufiger Anwendung sind. 

(1) . . . Die senkrechte Projection einer begrenzten 
geraden Linie auf eine unbegrenzt.e andere ist 
gleieb der begrenzten geraden Linie, multiplicirt 
mit dein Cosinus des Neigungswinkels der beiden 
geraden Linien. 

Wenn man von den Emlpunkten einer begrenzten gera- 
den Linie Lotlie fiillt auf eine unbegrenzle, so ist das zwiseben 
ilen Fusspunkten der Lothc liegende Stuck der unbegrenzten 
geraden Linie die senkrechte Projection der ersteren. Im Falle 
der eine Begrenzungspunkt der erstern in der unbegrenzten 
geraden Linie liegt, ist der nngegebene Satz nicbts auderes 
als der Ausdruck der Katbete eines rcchtwinkligen Dreiecks 
(lurch die Hypotenuse und den eingcscblosscnen Winkel. l£ui 
den Satz auf diesen Fall zuriickzufuhren , lege man zwoi 
Elienen (lurch die Endpunkte der begrenzten geraden Linie, 
senkrecbt gegeu die unbegrenzte gerade Linie. Das zwischen 
diesen Ebenen liegende Stiick der unbegrenzten geraden Linie 
wird die gesuchte senkrechte Projection sein. Ihr gleich sind 
alle (lurch die beiden Ebenen begrenzten Stiicke der mit der 
unbegrenzten Linie parallelen Linien. Wuhlt man aber (inter 
diesen parallelen Linien gerade die, welclie durch einen End- 
punkt der begrenzten Linie geht, und nimmt fur die senk- 
rechte Projection das von den beiden Ebenen begrenzte Stuck 
dieser Linie, so hat man den erwiilmten Fall. Denn man 
nennt Neiguugs winkel zweier gegebenen geraden Linien, die 
sich nicht sclineiden, den Winkel, der (lurch zwei gerade 
Linien gebildet wird , die den gegebenen parallel von einem 
und demselben Punkte ausgehen. Das sind bier die begrenzte 
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gerade Linie unil die init der unbegrenzten parallele Linie, 
welche durch den einen Endpunkt der ersteren gelit. 

(2) . . . Die seukreehte Projection einer begrenzten 
Ebene auf eine unbegrenzte andere ist ihrem Fla- 
cheninhalte nach gleich dem Fliicbeninhalte der 
begrenzten Ebene, multiplieirt mit dem (Josinus des 
Neigungswinkels der beiden Ebenen. 

Wenn man von siimmtlichen Begrenzungspunkten einer 
begrenzten Ebene Lothe fallt auf eine andere unbegrenzte 
Ebene, so begrenzen die Fusspunkte der Lothe eine Figur in 
der uubegreuzten Ebene, die man die senkrechte Projection 
dcr begrenzten Ebene nennt. Da man jede begrenzte Ebene 
durch gerade Linien in Dreiecke zertheilen kann , die als die 
Elemente der begrenzten Ebene zu betrachten sind , so braucht 
man den angegebenen Satz nur fur ein Dreieck nachzuweisen, 
selbst nur i'iir ein Dreieck, dessen Grundlinie der unbegrenzten 
Ebene parallel ist. Denn das Dreieck liisst sicli noch durch eine, 
durch eine Ecke desselben gelegte mit der unbegrenzten Ebene 
parallele, Linie in zwei Elenientardreieeke zcrlegen, deren ge- 
meinschaftliche Grundlinie der unbegrenzten Ebene parallel ist. 

Ein solches E.lementardreieck hat mit seiner senkrech- 
tcn Projection gleiche Grundlinie und die Projection der 
Hbhe ist die Hblie des projicirteu Dreiecks. Die projicirte - 
Hohe ist aber nach (1) gleich der Hbhe des Elementardrei- 
ecks, multiplieirt mit dem Cosinus des Neigungswinkels beider 
Hbhen, d. i. des Neigungswinkels der beiden Ebenen. Ver- 
gleieht man dalier die Flacheninhalte des Elementardreiecks 
und .seiner Projection, ausgedriickt durch Grundlinie imd Hohe, 
so hat man den angegebenen Satz fiir das Elemeiitardreieck. 
N’immt man nun statt des Elementardreiecks die Summe aller 
Elementardreiecke und statt der Projection des Elementar- 
dreiecks die Summe der Projectionen der Elementardreiecke, 
so ergiebt sick der oben angcgebene Satz. 

(3) . . . Wenn n, ji, y die Winkel sind, die eine ge- 
rade Linie mit den (Joordinatenaxen bildet, oder 
eine Ebene mit den Coordinatenebenen, so ist: 

cos J « -j- cos 7 /! -f- cos-y = 1 . 


Digitized by Google 



Erste Vorlesung. 


6 

Eine Ebene bildet mit drei auf eiuauder senkreclit stehen- 
deu Ebeneu dieselbeu Neigungswiukel, tils das Loth der Ebene 
mit den drei auf eiuauder senkreclit steheuden Schuittlinien 
je zweier von den drei Ebenen. Nach diesem Fundamental- 
satze aus der Stereonietrie braucht man den angegebenen 
Sat/, nur fiir eine gerade Linie nachzuweisen. Er gilt dann 
auch ftir eine Ebene. 

Da alle parallelen Linieu dieselbeu Winkel mit den Coor- 
diuatenaxeu bilden , so kann man anuehmen , dass die gerade 
Linie, von welclier der angegebene Satz haudelt, dureli den 
Anfangspunkt des Coordinatensystems geht. Sclineidet man 
nun auf dieser vom Anfangspunkt des Coordinateusystems in 
der Richtung, in welcher sie mit den positiven Coordinaten- 
axeu die genannten Winkel bild,et, ein Stiiek ab, welches 
gleich der Einheit ist, und legt durch den Begrenzungspunkt 
des Stftckes drei deu Coord inatenebenen parallele Ebenen, so 
schliessen diese und die drei Uoordinatenebenen ein Parallel- 
epipedum ein, dessen Diagonale der Einheit gleich ist. Jn 
eineui rechtwiukligeu Parallelepipedum ist aber das Quadrat 
der Diagonale gleich der Summe der Quadrate der drei von 
einer Ecke auslaufeuden Kanten. Die Kanten des Parallel- 
epipedums, welche von dem Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes ausgelien , sind aber die (Josinusse der Neigungs- 
winkel der Diagonale mit ihnen. Hiernach ist der zu bewei- 
sende Satz niclits anderes, als der analytische Ausdruck des 
oben angefiihrten Satzes der Stereonietrie. 

(4) ... Die Entferiiung D zweier durch ilire Coor- 
diuaten x, y , s und x t , y,, z x gegebenen Puukte wird 
durch die Uleichung bestimmt: 

1) ! — (x — x x y + (y — y x )' H- ( 2 — 2 ,) s . 

Die seukrechten Projeetioneu der beiden Puukte auf die 
Coordinatenaxen begrenzen auf deuselbeu Stiicke, die deu 
Coordinaten dieser Punkte gleich sind. Es sind demuach : 
x — x,, y — tfi, z — z, 

die seukrechten Projeetioneu der Verbindungsliiiie 1) der beiden 
durch ihre Coordinaten gegebenen Punkte. Nach Satz (1) 
kauu man diese Projeetioneu auch ausdriicken durch: 
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t D cos « , D cos ■/} , D cos y , 

wenn a, 0, y die Winkfel bedeuten, die die Linie i) mit den 
Coordinatenaxen bildet. Man hat daher: 

I) cos a — x — x, , D cos fl = ’J — y, , D.cos y = s — z t . 

Quadrirt man diese Gleichungen, so erhalt man, durch Addi- 
tion mit ltticksicht auf (3) die Gleichung (4). 

(5) ... Wenn A den Fliicheninhalt ein.er begrenz- 
ten cbenen Figur und Aj B, C die FlacfiTenin halte 
der senkrechten Projectionen derselben bedeuten 
auf die drei Coordinatenebenen, so ist: 

A- = A J -f B l + C 2 . 

Dcnn man hat nach (2): 

A cos « = A , A cos 0 = B , A cos y = C , 

weun a, 0, y die Neigungswinkel der Ebene sind, in welcher 
die begrenzte Figur liegt, zu den Coordinatenebenen. Quadrirt 
man aber diese Gleichungen und addirt sie, ,so erhalt man 
mit Riicksicht auf (3) die Gleichung (5). 

Wenn man drei auf- einander senkxecht stehende Ebenen 
durch irgend eine vierte scbneidet, so schliessen die vier-Ebe- 
nen eine dreiseitige rechtwinklige Pyramide ein. Von den 
sie begrenzenden Dreiecken neunt man das in der vierten 
Ebene liegende das Hypotenusendreieck , die drei anderen die 
Kathetendreieeke. ' Letztere siml die senkrechten Projectionen 
des Hypotenusendreiecks auf die drei' auf einander senkrecht 
stehenden Ebenen. Man hat daher den Satz: 

,,Iu einer dreiseitigen rechtwinkligen Pyramide ist das 
,, Quadrat des Hypotenusendreiecks gleich der Summe der 
„ Quadrate der Kathetendreieeke". 

(6) ... Wenn a, 0 , y die Neigungswinkel sind, die 
eine gerade Linie im Haume mit den Coordinaten- 
axen bildet, 0,, y, die entsprechenden Neigungs- 
winkel einer anderen geraden Linie, und v der Win- 
kel, den die beiden geraden Linien mit einander 
bilden, so ist: 

cos v = cos a cos ct { -(- <g>s 0 cos 0, 4- cos Y cos Y\ • 
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Da es sicli nur uin die Richtung der geraden Linicn han- 
delt, so knmi man annehmen , dass .beide gerade Liuien von 
deni Coordinatenanfangsjiunkt ausgehen. Triigt man auf jede 
derselben in der Richtung, in der sie die genannten Winkel 
mit den positiven Goordinaienaxen bilden, ein Stuck gleieh 
der Einheit auf und verbindet die Endpunktc dieser Stiieke 
durch eine gerade Linie, so hat man nun ein gleichschenk- 
liges Dreieck. Das Quadrat der ungleichen Seite D dieses 
Dreiecks , deren Endpunkte die Coordinaten liaben cos or, cos /3, 
cos y und cos or, , cos ft, , cos y, , liisst sicli in doppelter VVeise 
ausdriScken. Einmal nach Satz (4) wie folgt: 

TP = (cos a — cos «,) 7 (cos ft — cos f},) 7 (cos y — cos y,) 7 

das andere Mai durch die beiden Seiten des Dreiecks und den 
von ihnen eingeschlossenen Winkel i>: 

TP — 2 — 2 cos v. 

Setzt man diese beiden Werthe von TP einauder gleieh , so 
erhiilt man mit Riicksicht auf (3) die Gleichung (6). 

Quadrirt man die Gleichung (6) und zieht beide Seiten 
der Gleichung von der Einheit ab, so erhiilt man: 

sin 7 u =1 — ■ (cos or cos or, -)- cos ft cos ft, -j- cos y cos y,) 7 
oder mit Riicksicht auf (3): 

sin'ti = (cos 7 « -f- cos -(i -f- eos’y) (cos 7 «, -j- cos-'/t, -f- cos 7 /,) 
— (cos or cos or, -{- cos (i cos /3, -f- cos y cos y,) 7 , 

welche Gleichung sicli leiclit in die eleganteru Form bringen 
liisst : 

f7) sin 7 w — (cos (i cos y, 

-(- (cos y cos or, 

+ (cos o< cos /J, 

*) So eiufach auch die Transformation des rechton Thciles der vor- 
hergehenden Gleichung in den reehten Tlieil der Gleiehung (7) auagefiihrt 
werden kann, so wollen wir doth liemerkcn, dass sit tin gain spccicl- 
ler Fall eines allgcmcinen , in der sieheuten Vorlesung bewiestnen Dcter- 
minantcn-Satzes ist, der sicli so anssprechcn liisst: 

„ W can 

B-Z±blb) C=Z±clc\ ... c- 


■ — cos ft, cos y) 7 

— cos y, cos a) 1 

— cos«, cos/i) 7 .*) 
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Alle Theile dieser Cleiehung haben cine geometrische Be- 
deutung, mit dercn Beriicksichtigung sich die (Jleiehung auch 
aus (5) herleiten liisst. 

Man denke sich zu diesem Zwecke ein Dreieek in der 
xy Ebeno, dessen Spitze in dem Anfangspunkte des Coor- 
dinatensystemes liegt. Die Coordinaten der beiden anderen 
Eeken des Dreieeks seieu x, y und x x , y t . In dieser Voraus- 
setzung findet man den doppelten Inhalt , 2 J des Dreieeks: 

(8) . 2 A = xy, —x t y. 

Die senkrechte Projection des vorhin erwiihnterx gleich- 
schenkligen Dreieeks auf die xy Ebene ist ein Dreieek, dessen 
Spitze im Anfangspunkte des Coordinatensystemcs liegt. Die 
Coordinaten der beiden anderen Ecken sind cos a, cos/3 und 
cos a, , cos /3, . Es ist daher 2 C — cos a eos/3, — cos«, cos /3 
der doppelte Fliicheninhalt dieses Dreieeks. Die doppelten 
Fliieheninhalte 2 A, 2 II , 2 C der senkrechten I’rojeetionen 
des gleichschenkligen Dreieeks auf die drei Coordinatenebeneu 
sind daher: 

2 A — cos /3 cosy, — cos/3, cosy, 

2 li = cosy cosa, — cosy, cos a, 

2 C = cosa cos/3, — cosa, cos/3, 

wiihrend der doppelte Inhalt 2 A des gleichschenkligen Drei- 
eeks selbst ist: 

2 A = sin v . 

(il) . . . Den korperlichen Iuhalt 1 1 einer dreiseitigen 
Pyramide zu bestimmeu, wenn die Ivauteii r, r, , r 2 
gegeben sind, die in einer Ecke der Pyramide zu- 

„und c* = '‘o + <i* b \ . + •••■+• "* i 

„ so ist nieht allein : C = A . B , 

„sondcrn auch: 

pC = V A pli . ?A cli , . dA fili 

dt* c«* cl‘i db\ 

Her rechte Theil dieser let?. ten Gleiclmng geht niimlich fiber in die 
Summe von Quadraten, aus welcher eben der rechte Theil der Gloi- 
chung (7) besteht, wenu die Elemcnte a den cntsprcchenden Elementcn 
b gleich werden. 
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sammenstosseu, und die Winkel a, «, ,e 2 , die diese 
Kanten einschliessen. 


\ 


Der doppelte Inhalt der Grundfliiche der Pyramide, ge- 
bildet von den beiden Kanten r, r, , die den Winkel a 2 ein- 
scljiessen , ist: 

r r t sin a 2 . 

Die Holie der Pyramide ist: 


r 2 sin a, sin A, 

wenn A der Neigungswiukel der beiden Seitenfliichen der Pyra- 
mide ist, welche sicli in der Kante r schneiden. Man hat 
daher : > 

6 77 = r r, r 2 sin A sin «, sin k, . 

Es bleibt noeh iibrig, den Sinus des Neigungswinkels A 
der beiden Seitenflachen der Pyramide auszudriicken durch 
die Winkel re, a, ,« 2 . Zu diesem Zwecke beschreibe man um 
die in Rede steheude Ecke der Pyramide als Mittelpunkt eine 
Kugel mit dem Radius == 1. Auf der Kugeloberfliiche schnei- 
den die drei in dem Mittelpunkte der Fliiche zusammeulaufeii- 
den Seitenflachen der Pyramide ein sphiirisches Dreieck ab, 
dessen Seiten sirid re, a,, re 2 , von deneu die beiden letzteren 
re, und « 2 den Winkel A einschliessen. Alsdann hat man: 

. A. 

cos re — cos re, cos« 2 -(- sin or, sinre 2 cos A . 


Setzt man den durch diese Gleichung bestimmten Werth 
von cos A ein in : 

6 II — r r, r 2 sin a, sin « 2 Y( 1 — cos'^t ) , 
so erhiilt nmn: 


. ,, ,/ | 1 — cos ? « — cosher. — cos 3 «., ) 

(10) . . . b II = r r, r 2 1/ { 1 3 } . 

’ I -f- 2 cos re cos a, coset, 1 

Man kann diese Gleichung auch in folgende elegantere Form 
bringen : 

•, « + «! + "» “ + 


(11) ... 677 


2-rr^y j — “ + “i — (’ 
| sin • sin i' 


woraus man den bekaunten Ausdruck fiir den doppelten In- 
halt eines ebeneu Dreiecks erhiilt, gebildet von den Seiten 
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«, etj, wenn man annimmt, dass diese Seiteu unendlich 
klein und r = r ( = r. 2 — 1. Denn man hat unter dieser Vor- 
aussetzung eine dreiseitige Pyramide, deren Urundflache das 
ebeue Dreieck und deren Hohe = 1. 

Die angegebenen Ausdrilcke fiir den 6fachen lnhalt der 
dreiseitigen Pyramide beweisen zugleich folgenden Satz: 

(12) ... Zwei dreiseitige Pyramiden, welehe zwi- 
schen denselben in einer Ecke zusammenstossen- 
den Kanteu beschrieben werden, siud ihrem kor- 
perlichen Inhalte nacli einander gleich, wenn das 
Produkt der drei Kanteu in der einen Pyramide 
gleich ist dem Product der entsprechenden Kanten 
in der anderen Pyramide. 

(13) . . . Den korperlicheu Inhalt einer dreiseitigen 

Pyramide zu bestimmen, deren Spitze in dem An- 
fangspunkte des Ooordiuatensystemes liegt, wah- 
rend die ubrigeu Ecken durch ihre -Coordiuaten 
gegeben sind. j 

Wir beginnen die Auflosung dieser Aufgabe mit der Dar- 
stellung des Inhaltes z/.eines in der xy Ebene gelegeneu Drei- 
ecks durch die Coordiuaten seiner Ecken. Legt man in eine 
der Ecken des Dreiecks den Aufangspunkt eines neuen dem 
ersteren parallelen (Joordinatensystems und bezeichnet in 
diesein die Coordiuaten der beiden anderen Ecken des Drei- 
ecks mit Jjijj und % 3 r] 3 , so hat man nach (8): 

2z/= |,»fr — In n-i • 

Siud nun die gegeboneu Coordiuaten der drei Ecken des 
Dreiecks in dem urspriinglicheu Coordinalensystem respective: 

A , , A 3 li 3 y A 3 li 3 , 

so hat man: 

== A , j A , , £ :) = A 3 — A, , 

tj-, — li 3 , i/ 3 li 3 . 

Setzt man diese Werthe in den fiir den doppelteu lnhalt 1 ' 
des Dreiecks angegebenen Ausdruck, so erhiilt man: 

(14) .. • (4A- 4A) + (A Vi-A'jj,) + (A x U 2 -Ali x ). 

\ 
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Deukt nmii sich nun die von der Spitze auslaufenden 
Kanten der gegebenen dreiseitigen Pyramide durcb eine der 
xy Ebene parallele Ebene so geschnitten, dass diese Ebene 
eine neue Pyramide begrenzt von demselbeu korperlichen In- 
hulte, als die gegebene, und ninnut an, dass die Ecken der 
neuen Pyramide die Coordinaten liaben A t B t C, , A , 11, C 2 , 
A Jl- S C \ , wobei zu bemerken ist, dass: 
n r n 

l I — 'j — C S) 

so hat man : 


6 11 = (AJi 3 -A,R,) A ,11,) C' 2 + (AJ! y -AJl,) C, . 

Die drei von der Spitze ausgehenden Kanten der ge- 
gebenen Pyramide seien r, , r.,, , die ihnen entsprechenden 

Kanten der zweiten Pyramide seien p, , p.,, p :l . Alsdaun hut 
man folgende Relationen : 


II 

^ I? 

*1, 

r, 

X, 

& vT 

II 

n 

x„ 

bs 

ii 

r,, 

B, = 

Y>, 

B 3 = * 

Y s , 

II 

^1, 

c 2 = p * 
2 •*'. 

z,, 

n e.1 

° s r. 

X, 


weun X, y, Z, , X 2 Y., Z., , X, Y 3 Z 3 die Coordinaten der 
drei Eeken der gegebeneu Pyramide bedeuten. 

Setzt man diese Wertlie fiir die verscbiedeuen Grosseu 
A, 11, C in den gefuudenen Ansdruck von ( Ml und beriick- 
sielitigt, dass nach (12) r, r 2 r 3 = p, p, p 3 , weil die beideu 
Pyramiden der Voraussetzuug naeh gleicben Inhalt huben, so 
erhalt man : 


(15) ... 677 — (X, r,- X, Y 2 )Z, + (X :| Y , - X, Y 3 ) Z, 

+ (X, F 2 -X, Y,)Z 3 . 


(1G) ... Den korperlichen Inlialt 11 irgend eines 
Tetraeders durch die Coordinaten der vier Ecken 
auszudrlicken. 


Die Auflbsung dieser Aufgabe ergiebt sich aus dem Vor- 
hergehenden. Denn wiihlt man ein Coordinaten system dem 
vorigen parallel, in Riicksiclit aul‘ welches die Coordinaten 
der Spitze der dreiseitigen Pyramide sind x, y, z und die 
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Coordinaten der iibrigen 

Ecken x { «/, r, , x, y, t. t , x 3 , 

hat man 

folgeude Relationen : 


X| Xy x , 

X.j X 7 -^3 % 1 

(17) . . . 

5 r i = lh — ?/ , 

Y, = tf 2 — y , T z = ?/ ;i — ?/ , 


Z, = r, -r r, 

A 2 = z 2 z y / : , = z :i s . 


Man braucht nur diese Wertbe (17) in (15) cinzusetzcn, 
um' den gesuchten Ausdruck fur den (ifacheu Inhalt des Te- 
traeders zu erhalten , ausgedriickt dureh die Coord in aten der 
vier Eeken: 0, 1, 2, 3. 

Um eine Einsicht in diesen weiten Ausdruck foil 6/7 zu 
erhalten, der vollstiindig entwickelt 24 Gliedcr umfasst, von 
welchen die eine Halfte das positive, die andere das negative 
Vorzeicheu hat, gehen wir zuriiek auf den analog gebil- 
deten Ausdruck (14) ftir den doppelten Inhalt des Dreiecks. 
Derselbe iindert sein Vorzeicheu, wean man zwei Ecken des 
Dreiecks mit einander vertauscht. Daher giebt die Gleichung 
* (14) nicht den absoluten Werth ties doppelten Tnhaltes 2.J 
des Dreiecks, sondem sie giebt den doppelten Inlialt des 
Dreiecks mit deni positiven oder negativen Vorzeicheu je. 
nacli der Bezeichnung der Ecken. Dasselbe gilt aucji von 
(8) und (15). Dasselbe gilt auch von deni Ausdrucke des 
Cfachen Inhalts des Tetraeders durcli die Ooordinaten der 
Ecken. Dieser Ausdruck iindert niimlich nur sein Vorzeicheu, 
wenn man zwei von den drei Ecken 1 , 2, 3 mit einander ver- 
tau^cht. Da die gelbste Aufgabe (16) aber eine symmetrische 
ist in Riicksicht auf alle vier Ecken des Tetraeders, so wird 
auch das Resultat ein syramctrisehcs sOiii iftiissen-, in der Art, 
.class, was vqu zwei bestiinnilen Ecken gilt, auclr fiir irgejul 
zwei gelteir muss. Vertauscht mail also'in dem erwahnten 
Ausdrucke von 6 11 die Coordinaten . irgend zwei ef von deii 
vier Ecken des Tetraeders, so iindert derselbe nur sein Vor- 
zeichen. 

Dieser Ausdruck von Gil ist ferner linear in Riicksicht 
auf die Coordinaten des Punktes 1 , ebenso in Riicksicht auf 
'die Coordinaten des Punktes 2 oder 3. Obwohl er scheinbar 
von der dritten Ordnung ist in Riicksicht auf die Coordinaten 
des Punktes 0, so wird er in der Eutwickelung auch in Ruck-, 
sielit auf diese Coordinaten linear sein miissen. Er ist also 
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linear in Kiicksicht auf die Goordinaten einer, gleichviel wel- 
cher, Ecke des Tetraeders.*) 

Denkt -man sick die drei Eeken 1,2,3 de^ Tettgeders 
gegeben, die Ecke 0 aber variabel, so verschwindet 6 II jedes 
Mil,, wenn die variable Eoke in die durcli 1’, 2, 3 gelegte' 
Ebene fiillt. Umgekehrt wenn 6 77 verschwindet., so liegt die 
variable Ecko in der genanuten Ebene. Es ist deranach: 

. (13) . .077 = 0 

der analytische Ausdruck, die Gleicliung, der Ebene, die durcli 
(lie drei gegebeuei^ Punkte hindurcligeht, und umgek’eltft, ist 
die genannte Ebene das geometrische Bild jener Gleichung. 

Die Gleichung jeder Ebene stellt sich hiernaeh' als eine 
lineare dar in der Form: 

(19) . . . Ax + By +' Cz + n = 0? 

Es -entstebt aber die Frage, ob aueh jeder Gleichung von 
dieser Form als geometris^hes Bild derselben eine Ebene im 
Kaume ‘entspricht. Diese Frage wilrde 'man dadureh b’eant- 
wortcn, kbnneiij dass man. nachwiese, wie jeder Jineare A us- 
druck der Coordiiiaten mit 'einem zu bestimnieiiden Factor 
multiplicirt sich auf die augegebene Form 6 77. zuriickfUhren 
liisst. Allein da der Ausdruck 677 nicht einfach gienug ist, 
so werden wir den mjgedeuteten \yeg zur Beantwortung der 
angeregten Frage verlassen, indem wir sie in der folgenden 
Vorlesufiga von einem anderen Gesichtspunkte aus wieder 
aufnehmen. 

*) Die eigentliche Xatur des Ansdnickcs RJJ, welelie in der ana- 
lytisChen Oednsctrie alfhrditiga v voh- der grfisslibiv-'LJetU'ktuilg At. liisst 
sich an dieser Stello oline weitere Hiilfsinitte) nicht dark-gen; sie wird 
midden UuterniHulnten dn der abhtwv Yprlcsung horvortehten 
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Wenn man in irgend eiiiem Punkte einer gegebenen 
Ebene auf derselben-zwei gleich gcosse Lothe nach den ent- 
gegengesetztcn Seiten von der Jlbene errichtet,' io ist es cine 
ekarakteristische Eigenschaft ejues beliebigen Punktes p der 
'Ebene, dass die Entfemungen dieses Punktes von den Eud- 
pu nk ten q , q der beiden Lotlie einamler gleich' sind'- Denn 
von keinem audern Punkte ausserbalb der Ebeiie gilt dasgSlbe. 
Driickt man daher diese Eigenschafi durch eine Gleichung 
aus, so wird man die Gleichung der Ebene haben. 

Der Kiirze wegen kann man annchmen, dass der Punkt q 
der Anfangspunkt sei des Coordinatensystemes, welches zum 
Grande gelegt wird. In dieser Voraussetzung erhiilt man den 
Punkt ,q, indem man void Anfangspunkt des Coordinaten- 
systeiues auf die gegebene Ebene ein Perpendikel fallt und 
dieses Perpendikel pm sich selbst liber- die Ebene hinafls Yer- 
liingert. Der Endpunkt q dieser Verliingerung habe die Coor- 
dinates a, It, c, der beliebige Punkt p der Ebene habe die 0 o,j r- 
dinateu x, )/, z. Driickt man nun die ’Gleichung = 
durch die gegebenen Coordinaten der Punkte nacli (4) der 
ersten Vorlesung aus, so erhalt man die Gleichung der Ebene: 

(l* ; . + y r + * = + .(r-&r+ (XT'— r)*, ’ 

1 welfelie auf folgende zuriickfijhrt : 

«*-{- c* 


<?>■ 


tix + by gr 


= 0 . 


^ Man , ersiehVlueraus,- class jede Ebene- durch erne tin care 
Gleichung zwiscfieu den Coordinaten eines beliebigen Punktes 
in ilir ausgedriickt wird. \> ’ • , ’ > ’ ’ • 

Es ist aber auch umgekehrt jede lincate Gleichung : 

‘(S) t Ax+'liy -f Vz -f 1) = 0 

ih:r.analytische Ausdrnck einer Ebene imltnume. Diese Be- • 
liauptiing wird sich dadurch rechtfertigen , dass man nacli-. 
weiset, wie die Gleichung (3) auf die Form (2) gebracht werden 
kann. Denn da (2) wieder auf (1) zuriiekfiihrt, so wird man 
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die auf (1) zuruckgefiihrte Gleicliung (3) als den Ausdruck jener 
charakteristischen Eigenschaft der Ebene auffassen kounen. 

Multiplicirt man die Gleicliung (8) mit einem noch un- 
bestimmten Factor /a und setzt die Coefticienteu gleicher Ya- 
riabeln in den Gleichungcu (2) und (3) einander gleich, so 
erhalt man folgende vier Gleichungen zwischen den vier Un- 
-hekaunten ft, a, b, c : 

(i A = a , fiB <=b , yC — c , — yl) — “ ^ 

woraus man (lurch Auflosung nach den Unbekanuten erhalt: 

_ —'ll) 

** — + ’ 

_ —2 1)A 

n a*-\- ’ 

, —‘2DD 

6 ~ •»* + V ’ 

—2 DC 

c ~ A' + h'+C*’ 

Hiernach fiihrt die mit deni Factor ft multiplicirtc Gleicliung 

(3) zuriiek auf (2), in welcher a, h,c die angegebenen Werthe 
haben , und die Gleicliung (2) schliesslich auf (1). 

Die Gleichung (3) mit den willkiirlichen Constanten A , 
J{ , C, D wird die allgemeine Form der Gleichung 
einer Ebene genannt zum Unterschiede von der zuniichst 
.folgenden, die in vielen Fallen grosse Vortheile gewiilirt. 

Auf die eben angedeutete Form gelangt man, wenn man 
in (2) statt der Coordinaten des Punktes q die Winkel a, ft, y 
eini'Ohrt , welclie das vom Anfangspunkt des Coordinaten- 
systemes gefiilltc Loth mit den Coordinaten axen bildet, und 
den senkreehten Abstand 6 der Ebene von dem Coordiuaten- 
anfangspunkt. Projicirt man zu diesem Zwecke die Verbin- 
dungslinie des Coordinatenanfangspunktes und des Punktes q 
auf die Coordinatenaxen , so erhiilt man die Coordinaten des 
Punktes q, oder nach (1) der ersten Vorlesung: 

V 

a = 26 cos a , b = 2d cos/? , c — 26 cos y. 

Setzt man diese Werthe von a, h , r in (2), so erhalt man 
mit Riicksicht auf (3) der ersten Vorlesung: 

(4) t cosa -f- y cos ft -f- s cosy — 6 — 0. 
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Diese Form der Gleichung wird die Normalform der 
Gleichung der Ebene genannt. In ihr bedeuten a,(i,y 
die Winkel, welche die Normale der Ebene mit den Coord i- 
natenaxeu oder, was dasselbe ist, die Winkel, welche die 
Ebene mit den Coordinatenebenen bildet, und S den senk- 
rechten Abstain! der Ebene von dem Coordinatenanfangspunkt, 
der immer positiv angenommen wird. 


(5) . . . Die gegebene Gleichung einerEbene in der 
allgemeinen Form ist zuriick/.ufUhren auf die Nor- 
malform, oder, w'as dasselbe ist, die Winkel sind 
zu bestimraen, welche die Normale der Ebene mit 
den Coordinatenaxen bildet, und der senkrechte 
Abstand der Ebene von dem Coordinatenanfangs- 
punkt. 

Wenn (3) und (4) die Gleichungen derselben Ebene sind, 
so konnen diese Gleichungen sich nur durcli eineu Factor von 
einander unterscheiden. Multiplicirt man daher die Gleichung 
(3) mit einem Factor g, so wird sich derselbe so bestimmen 
lessen, dass die Gleichungen (3) und (4) Glied fur Glied 
iibereinstimmen. Man hat daher: 


gA = cos«, g.B — cos/3, fiC = cosy, ft 1) --= — S . 

Aus diesen vier Gleichungen kann man mit Zuziehung 
der bekaunten Gleichung cos -a -f- cos 1 /! -{- cos’y =1 die 5 
Unbekannten a, [i, y, d , a berechnen und erhiilt: 


cos/3 = 
cosy = 


±V(A'+B>+C*) 

B 

±V(A'+ J3*- 1- C») ’ 

C 

±V(A'+B>+C') ’ 
— D 

±y{A' + B'+C*) > 

1 

±V(A' + B'+C*) ' 


Da 6 in der Gleichung (4) als eine positive Grosse betrach- 
tetwird, so hat man der Quadratwurzelgrosse y (A- Ji‘ -j- C 1 ) 

Hes-k, nnalyt Geometric d. Raumei. 2. Aufl. 2 
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in alien Fornielii ilas entgegengesetzte Vorzeichen von D zu- 
zuertheileu. Zu bemerken ist liier noeli dor Factor 

1 

durcli welchen die allgemeine Form (3) der Gleichung der 
Ebene auf die Normalform (4) zurQckgefiihrt wird. 

Man kann noeli folgende Form der Gleicliung oilier Ebene 
hervorheben : 

(6) - + - 4- - — 1 = 0, 

v / m n 1 j> 

die bemerkenswerth ist wegen der einfachen Bedeutung der 
Constanten m, n,p in ilir. Man erkeimt niimlicli leicht, dass 
diese Grbsseu die von der Ebene auf den Coordinatenaxen 
abgeschnittenen Stiieke ausdriicken. 

Da nach (5) die allgemeine Form der Gleicliung einer 
Ebene, unter welcher aueh die Form (G) begriffen ist, sich 
auf die einfachste Weise auf die Normalform zurflckfiihren 
lasst, so kann man, obne der Allgemeinheit der Betraclitungen 
Eintrag zu thun , let/.tere als die gegebene betraeliten, wie 
in folgender Aufgabe: 

(7) . . . Den senkrechten Abstand d eines durcli 
seine Coordinate]] X, Y, Z gegebenen l’unktes P 
von einer durcli ihre Gleichung in der Normalform 
gegebenen Ebene zu ermitteln. 

Da man den senkrechten Abstand des Coorilinatenanfangs- 
punktes von der Ebene uacli (5) .miter alien UmsUinden als 
positiv zu betrachten hat, so wird der senkreclite Abstand 
eines Punktes von der gegebenen Ebene positiv oder negativ 
sein, je nachdem dieser Punkt mit deni Coord ilia ten a u f a n gs - 
punkt auf derselben Seite der Ebene, oder auf der entgegen- 
gesetzten liegt. Ninunt man daher, mn einen bestimniten 
Fall vor Augeu zu haben , an, dass der Punkt P mit dein 
Coordinatenanfangspunkt auf derselben Keite der durch ihre 
Gleichung: 

x cos a -)- ?/ cos (i -f- z cos y — 8 — 0 
gegebenen Ebene liege, nnd legt cine Ebene parallel der ge- 
gebenen durcli den Punkt P, so wird ihre Gleichung: 
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x cos a -f- V cos P z cos y — S' = 0, 
indent S' den senkrechten Abstain! dieser Ebene von dein 
Coordinateuanfangspunkt -bedeutet; und da der Punkt Pin 
ilir liegt, so hat man: 

f ^ X cos a -(- .1' cos p -\ - Z cos y — S' = 0. 

Der sgnkrechte Abstand A des Punktes P voider Ebene ist: 
' zl — 6 — S'. 

Betzt "mail in diese Gleiehung fiir S' den Worth aus der vor- 
herg'ehenden , so erhiilt man:- . \ * 

" ' — zJ = X cos « -f ■ Y cos Z cos 'y — S. 

Dieses Itesnltat liisst sich in Worten also wiedergeben : 

(8) . . . W enn man den linken Theil einer in der Nor- 

mal form (4) gegebeneu Gleiehung einer Ebene von 
ihre.ni rechten Theile, der = 0ist, trennt, so driickt 
jen.er den neg^turen sejiik rechten Abstand des durch 
die Coordinaten j/-\z gegebenen Punk,tes von der 
Ebene aus. • . 

Darauf gestiit/t kann man die Bediuguug leicht ang^ben,- 
unter welcher ein Punkt p von zwei gegebenen Ebenen gleich 
weit absteht. Denn bezeichnet man mit den Symbolen A und 
A, die Ausdriicke: 

(9) , . . . -4=2.' cos a y cos p z cos y — 6 , 

A, = x cos a, + y cos p, -f- z cos y \ . — A, , 

so sind — A und — A , die senkrechten Abstiinde des durch 
die Qoordinaten x , y , z gegebenen Punktes' p von den beiden 
gegebenen Ebenen .1 = 0 und yl, —0. Mitl\in ist : . \ 

( 10 ) . ..A — A, =0 

die gesuchte Bedingung. Dieses ist aber die Gleiehung einer 
Ebene. Daher beschreibt der Punkt p , dessen senkrechte Alv 
stiinde von zwei gegebenen Ebenen gleich sind, wieder eine 
Ebene. Nun weiss man aber, dass der. geometrische Ort des 
Pmiktes p die Ebene ist, welchc den Neigungswinkel halbirt, 
den die gegebenen Ebenen mit einander bilden. Mithin hit 
dieAalek'huiig (10) die Gleiehung dieser Ilalbirungsebene. 
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Ebenso erhiilt man die Bedingung fiir den Punkt p> dessen 
senkrechte Abstiiude von den beiden gegebeneu Ebenen gleicb, 
aber von entgegengcsetztem Vorzeichen sind : 

(11) A + A t - 0. 

Dieses ist die Gleichung derjenigen Ebene, welche den 
zweiten von den gegebenen Ebenen gebildeten Neigungswinkel 
halbirt. Die beiden Ebenen (10) und (11) stehen auf einander 
senkrecht. Man braueht duller nur die Gleichungen zweier 
Ebenen auf diese Form zuriickzul’iibren , urn dadurcb nachzu- 
weisen , dass die Ebenen in einein vorliegeuden Falle auf 
einander senkrecht stehen. Die geniachten Bemerkungen fassen 
wir aber als Satz also : 

(12) . . . Wenu ^4 = 0 und A, — 0 die Gleichungen 
zweier gegebenen Ebenen in der Normalform sind, 
so sind A — A t = 0 und A -f- A, — 0 dieGleichungeu 
der Ebenen, welche die Neigungswinkel der gege- 
benen Ebenen halbiren. 

Die Gleicbungen der beiden Ebenen (10) uud (II), welche 
durch die Schnittlinie der beiden gegebenen Ebenen zl = 0 
und A, = 0 hindurchgehen, sind zusammengesetzt aus diesen 
beiden Gleichungen. Diese Bemerkuug liisst sicli erweitern 
durch folgenden Satz : 

(13) . . . Wenn z wise hen den Gleichungen dreier 

Ebenen in irgend einerForin £7 0, £/, =0, £7., = 0 

die Identitat obwaltet: 

kU + k t U t +k,ll, = 0, 

so schneiden sich die drei Ebenen in eiuer und der- 
selben geraden Liuie. 

Denn auf Grund dieser Identitat verschwindet U. t fiir alle 
Werthe der Variabeln, welche den Gleichungen U — 0 und 
U t — 0 zugleich geuiigeu, das ist fiir die Coorainateu aller 
Punkte in d<-r Schnittlinie der beiden Ebenen V = 0 und 
£7, = 0; welches eben beweiset, dass siimnitliche Punkte der 
Schnittlinie in der Ebene U 2 — 0 liegen. 
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Dehnt man diesen Satz noch weiter aus, so erha.lt man 
folgenden : 

(14) . . . Wenn zwisclien den Gleichungen von vier 
Ebencn in irgend welcher Form U *= 0, U, =0, 
JJ 3 = 0, U 3 — 0 die Identitat stattfindet: 

kU + k t U t + A- 2 U, + k 3 U 3 = 0, 
so schneiden sich die vier Ebenen in einem und 
demselben Punkte. 

Fur die Coordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen 
U — 0 , U t = 0, V 7 — 0 werden diese Gleichungen zugleich 
erfiillt. Setzt man die Werthe dieser Coordinaten in die Iden- 
titiit, so siebt man, dass auch der Gleichung U 3 — 0 geniigt 
wird, das heisst, der Sehnittpunkt liegt in der Ebene U 3 = 0. 

Die beiden letzten Satze lassen sich auch umkehren, wie 
folgt: 

(15) . . . Wenn U =0, U t —0, U 7 = 0 die Gleichungen 
von drei Ebenen sind, welche sich in eiuer und 
derselben geraden Linie schneiden, so lassen sich 
immer drei Constanten k der Art bestimmen, dass 
man identisch hat: 

k U k\U) -f- k fj ^ = G. 

Es ist niimlich nach (13) kU + k, U, — 0 die Gleichung 
einer Ebene, welche durch die Schnittlinie der Ebenen TJ = 0 
und U t == 0 geht, mbgen die Constanten k , A, irgend welche 
Werthe haben. Diese Constanten lassen sich nun so bestim- 
men, dass die genannte Ebene durch einen gegebenen Punkt 
der Ebene U 7 = 0 geht. Mit dieser Bestimmung fallen aber 
die Ebenen k U -f- k t Z7, = 0 und U 2 = 0 zusammen , was 
eben die identische Gleichung in (15) analytisch ausdriickt. 

(16) . . . Wenn U = 0, U { = 0, U 3 = 0, U 3 = 0 die 
Gleichungen von vier Ebenen sind, welche sich in 
einem und demselben Punkte schneiden, so lassen 
sich immer vier Constanten k der Art bestimmen, 
dass man identisch hat: 

kU + k t U,+k. i U 7 + k 3 U 3 = 0. 
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Nuch (14) ist k U -f- k , U, -f- k., if., = 0 mit den drei willkiir- 
liclien Constanten k die Gleicliung eiuer Ebene, welelie dureh 
den Sclinittpunkt der drei Ebenen U = 0, ?/, = 0, U t — 0 
•jeht. Die willktirliclien Constanten lassen sich nun so be- 
stimmen , dass die geminate Ebene durck zwei gegebene 
Punkte der Ebene ?/., = 0 geht. Dann fallen aber die Ebenen 
k U -J- f/, -f- k, U 2 — 0 und Z7 :l = 0 in eine zusamnien, 

wofiir die ideutisehe Gleicliung in (10) der analytische Aus- 
druek ist. 

Die Satze (13) und (14) bieten die Mittel, auf eine leichte 
Art. nacbzuweisen , dass gewisse Ebenen sich in einer und 
derselben geraden Linie sclmeiden, oder dass gewisse Ebenen 
durch einen und denselben Punkt hindurchgehen , wie dieses 
in den folgenden Betraehtungen hervortreten wird. 

Es seien die Gleicliuugen von irgend drei Ebenen in der 
Nonnalform gegeben: 

yl 0 = 0, A, = 0, A, = 0. 

Diese Ebenen zertheileu den ltaum in8Fiicher, von welcheu 
wir das Each ins Auge fassen wollen, in welchem der Coor- 
dinatenanfangspunkt liegt. Die Ilalbir ungsebencn der Nei- 
gungswiukel von je zwei Ebenen in dem Fache stellen sich 
uach (12) also dar: 

A, — A., = 0, A t — A, = 0, A u — A, = 0. 

Da die Sumnie der linken Tlieile dieser Gleicliuugen iden- 
tisch gleicli 0 ist, so folgt hieraus nach (13), dass die sie 
darstellenden drei Ebenen sich in einer und derselben geraden 
Linie sclmeiden. 

Um diesern Satze eine bequemere Fassung zu geben, be- 
schreibe man eine Kugel um den Sclinittpunkt I* der gege- 
beneu drei Ebenen als Mittelpunkt mit dem Radius = 1 , und 
prqjicire die 0 Ebenen auf die Kugcloberllache. Die drei 
gegebenen Ebenen, welche ein bestimmtes Each bilden, schnei- 
den dann auf der Kugelobertliiche ein sphurischcs Dreieck ab, 
und die Projectioueu der drei anderen Ebenen auf die Kugel- 
oberfliiche, welche die Wiukel des Dreiecks halbiren, liaben 
nach dem Vorliergehenden die Eigenschaft, welche der fol- 
gende Satz angiebt: 
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Die grikssten Kreise, welche die YVinkel eines 
sph&r isclien Dreieeks halbiren, sclnieiden sicli in 
einem und demselben Punkte. 

Wenn man annimmt, dass das sphiirische Dreieck nur 
cinen uneudlich kleinen Theil dor Kugeloberfliiche uinfasse, 
so kann man dasselbe als ein ebenes betracbten und den an- 
gegebenen Satz auf ein ebenes Dreieck Bbertragen. 

Die Gleichungen der drei Ebenen, welche die iiusseren 
Is'eigungswinkel des Faehes halbiren, siud nach (12): 

A -{- Aj — 0, Aj -|- A 0 = 0, A 0 -f- A = 0. 

Stellt man die linken Theile der beidcn ersten Gleichungen 
zusannnen mit dem linken Theile der ilritten vorhin ange- 
gebenen Gleichung, so bemerkt man, dass: 

(A -}- A ) — (A + At) + (A — A) = 0, 

woraus, wie vorhin, durch Uebertragung auf die Kugelober- 
ttiiche der Satz hervorgeht: 

Die Halbirungsliuien zweier iiusseren und des 
dritten inneren YVinkels eines sphiirischen Drei- 
ecks schneiden sich in einem und demselben Puukte. 

Dieser Satz ist von dem vorhergehenden eigentlich uiclit 
verschieden. Denn betraclitet man das sphiirische Dreieck, 
welches von den Verliingerungen zweier Seiten und der drit- 
ten Seite des gegebenen Dreieeks gebildet wird, so sind die 
Halbirungsliuien der inneren Winkel dieses Dreieeks die Hal- 
birungslinien zweier iiusseren und eines inneren YVinkels des 
gegebenen Dreieeks. Man kann ihn aber auch auf die Ebene 
iibertrageu, in welehem Falle er in der That eiue neue Eigen- 
schaft des Dreieeks erkennen liisst. 

Betrachten wir eudlieh die durch die folgeuden vier Glei- 
chungen aualytisch dargestellten Ebenen: 

A + A, -{• A, = 0, 

— A + A, -j- A t = 0, 

A 0 — A] A % = 0, 

A + A — A = A 

so ist aus (14) ersichtlick, dass diese vier Ebenen siimmtlich 
durch den Fuukt 1' gehen. Die erste von dieseu Ebenen geht 
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nach (13) durch die Schnittliuie von A,, = 0 und A , -|- A } = 0, 
ebenso durch die Schnittliuie von A, = 0 und A , -f- A„ = 0 
und die Schnittliuie von A 2 = 0 und A„ -{- -1, = 0. Es ist 
also eine bemerkenswerthe Eigenschaft dieser drei Sehnitt- 
linien, dass sie auf einer und derselben Ebeue Iiegen. Ebenso 
liegen auf der zweiten Ebene die Schnittlinien der Ebeneu- 
paare A„ = 0 und A, -|- A., = 0, A, = 0 und A } — A 0 = 0, 
A., = 0 und A a — A , = 0. Die analogcn Eigensclmften der 
beiden letzten Ebenen ergeben sieh hiernach von selbst. 
Uebertragen, wie vorhin, auf die Kugeloberfliiche , drilcken 
diese Eigensehaften folgende Siitze aus: 

Die Halbirungslinien der drei aussereu Winkel 
eines spharischen Dreiecks sehneiden die gegen- 
flberliegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, 
welche in einem grossten Kreise liegen. 

Die Halbirungslinien zweier inneren Winkel 
und des dritten iiusseren Winkels eines spharischen 
Dreiecks sehneiden die gegeniiberliegeuden Seiten 
in drei Punkten, die auf einem grossten Kreise 
liegen. 

Diese Satze kanu man wieder auf das ebene Dreieck 
Ubertragen. 

Siitze auf der Kugeloberflache lassen sicli leicht verdbp- 
peln durch Anwendung eines Principes, welches wir das Prin- 
cip der Kugel neunen wollen und welches sich stiitzt auf 
die Bemerkungen : 

(17) . . . Die Pole der grossten Kreise auf der Kugel- 
oberflache, welche sich in einem und demselbeu 
Punkte sehneiden, liegen auf einem grbssten Kreise, 
und die grossten Kreise, deren Pole auf einem und 
demselben grossten Kreise liegen, sehneiden sich 
in einem Punkte. DerBogen eines grossten Kreises, 
der die Pole zweier grossten Kreise verbindet, ist 
gleich dera Neigungswinkel der beiden grossten 
Kreise. 

Denn beschreibt man zu einer auf der Kugeloberflache 
gegebenen Figur die Polarfigur, welche entsteht, indem man 
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fflr jeden grossten Kreis der gegebenen Figur den Pol und 
far jeden Punkt der gegebenen Figur den grossten Kreis 
nimmt, dessen Pol der Punk^ist, so werden Eigenschaften 
der gegebenen Figur nach den geruaehten Bemerkungen ent- 
spreehende Eigenschaften der Polariigur zur Folge haben. 
Da aber die Polariigur der Polariigur wieder die gegebene 
Figur ist, so braucht man nur die Polariigur als gegeben zu 
betrachten und die entsprechenden Eigenschaften an ihrer 
Polariigur nachzuweisen , um den Beweis der Eigenschaften 
der gegebenen Polariigur zu fahren. 

Nach diesem Uebertragungspriucip ergeben sich aus den 
angegebenen vier Satzen auf der Kugeloberiliiche folgende: 

DieHalbirungspunkte derComplemente derSci- 
ten eines sphiirischen Dreiecks liegen auf einem 
grossten Kreise. 

DieHalbirungspunkte zweierSeiten eines sphii- 
rischen Dreiecks und der Halbirungspunkt des 
Complementes der dritten Seite liegen auf einem 
grossten Kreise. 

DieVerbindungskreisederMittelpunktederSei- 
ten eines spharisehen Dreiecks mit den gegeiuiber- 
liegenden Ecken sehneiden sich in einem Punkte. 

Die Verbindungskreise der Mitten der Comple- 
meute zweier Seiten des sphiirischen Dreiecks mit 
den gegenaberliegenden Ecken und der Verbin- 
dungskreis der Mitte der dritten Seite mit der 
gegenaberliegenden Ecke sehneiden sich in einem 
Punkte. 

Von dieseu vier Siitzen der Kugeloberfliiche liisst sich nur 
der vorletzte in der oben angedeuteten Weise auf das ebene 
Dreieck ubertragen. 

Um die angestellten Betrachtuugen zu erweitern, nehme 
man an, dass die Seitenfliichen eines Tetraeders durch ihre 
Gleichungen in der Normalform gegeben seien: ^ 

A 0 — 0, A , =0, A 2 = 0, .4, — 0. 
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Unter dor Voraussetzung, d;iss der Coordinatenanfangs- 
jiunkt iunerhalb des Tetraeders liege, sind dann die Glei- 
cliungen der, die Neiguugswiukel der Seiteutliichen halbiren- 
den , Ebenen : * ' 

Af> — A, — 0, A, — A 2 *= 0, -4, — A, — 0, 

A 0 — A? = 0, A, — A 3 «= 0, 


A„ 


A 3 = 0, 


und die Gleichungen der, die ausseren Neigungswinkel hal- 
birenden, Ebeuen: 

A„-t-A i =0 ) -f- A, — 0, A 2 -f- A : , — 0, 

A 0 + A 3 = 0, A t -f- A 3 — 0, 

At + A 3 = o, 


Da aus deii drei in der ersten Horizon talreilie aufgefiihrten 
Gleielmngen die drei ubrigen des ersteu Systemes folgen, so 
hat man nacli (14) den Satz: 


Die 6 Halbiruugsebenen der Neiguugswiukel 
der Seitenflachen eines Tetraeders sclineiden sich 
in einem und denlselben Punkte. 


Es ist dieser Punkt der Mittelpuukt der dein Tetraeder 
einbe8ehriebenen Kugel. 

Es schueideu sich aber auch folgende Ebenen in einem 
und demselben Punkte: 

A 0 — A, = 0 , A„ -f- A 3 — 0 , 

A i — A 2 — 0 , A, A 3 = 0, 

A 2 — A 0 = 0 , A 2 A 3 = 0 , 

woraus der Satz entspringt: 

Die llalbi rungs ebenen der Neiguugswiukel der 
drei Sei tenflacheu eines Tetraeders, welche eine 
Ecke bilden, und die Halbiruugsebenen der drei 
gegeniiberliegcuden ausseren Neigungswinkel der 
Seitenflachen schneiden sich in einem und demsel- 
ben Punkte. 

Dieser Punkt ist der Mittelpuukt der ausseren lieriihrungs- 
kugel des Tetraeders. 
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Die 10 aufgefiihrten Ebenen bilden eine Figur ini Raume, 
an der sieh mit Iliilfe der Siitze (13) und (14) auf deni an- 
gedeuteten Wege leielit noch undere Eigensehafton entdecken 
lassen. 


Dritte Vorlesung. 

Ebonen im Raume. 


Weun man durcb die Schnittlinie zweier, durch ilire Glei- 
chungen in der Normal form gegebenen, Ebenen 0, 1: 

(1) -i„ = 0, A, = 0 

und durch einen Punkt 1\ dessen senkrechte Abstiinde von 
den beiden Ebenen sich verhalten wie die gegebenen Grosseu 
: n t , cine Ebene legt; so theilt jeder I’unkt dieser Ebene 
mit dem Punkte P die Eigeuschaft, dass die senkreeliten Ab- 
stiinde sich wie die gegebenen Grosseu verhalten. 

Die Bedingung, dass die senkreeliten Abstiinde — A 0 und 
— A , eines durch die Coordinaten x, ;/, s bestimmten Punktes 
von den gegebenen Ebenen 0, 1 sieh verhalten, wie « rt : a,: 

( 2 ) £ — -• = 0 

wird hiernach die Gleichung jener durch die Schnittlinie ge- 
legten Ebene sein. 

Veriindert man die Lage des Punktes P until Beliebeu, 
so dreht sich die Ebene um die Schnittlinie, und erhalt nach 
und nach alle Lagen, die eine durch jene Schnittlinie gelegte 
Ebene annehmen kann. Die Gleichung (2) stellt also jede 
beliebige Ebene 2 dar, die durch die Schnittlinie der Ebenen 
0 und 1 hindurchgeht. Sie erhiilt die Gestalt: 

(3) • • 0, 

wenn mail setzt A = und dieser Factor A hat in der Vor- 

°i 

aussetzung, dass (20) und (21) die Neigungswinkel bedeuten, 
welche die Ebene 2 mit 0 und l bildet, die geometrische Be- 
deutung : 
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( 4 ) 


sin (80) 
sin 211 


Fine auderc Ebene 3, die ebenfalls durcli die Schnitt- 
linie der Ebeuen 0 und 1 hindurchgeht, hat zur Gleichung: 


(5) A„ — fiA, — 0. 

Das Verhiiltniss : 

X sin (20) _ ain(30) 

' ' fi sin (21) ain(31) 

zwischen den Sinus der Neigungswinkel heisst das anhar- 
monische Verhiiltniss des Ebeuenpaares 2 und 3 zu dcm 
Ebenenpaare 0 und 1. 

Allgemeiner stellen sich die Gleichungen von vier Ebenen, 
die sich in eiuer und derselben geradeu Linie schneiden, 
also dar : 

(7) . . . V 0 = 0, F,=0, F 0 — lV t = 0, F„-mF,=0, 

wenn man annimmt, dass die beiden ersten Gleichungen in 
der allgemeinen Form gegebcn seien. Um das anharmonische 
Verhiiltniss zu finden, braucht man nur die beiden ersten Glei- 
chungen auf die Normalform zuriiekzufuliren, indem man setzt: 
V 0 = A 0 , V l ~ g l A l , wodurch die angegebenen vier Glei- 
chungen iibergehen in: 

J 0 = 0, A t = 0, A 0 — l^°A, = 0, A„ — m~A, =*= 0 

und woraus sich das geBU elite anharmonische Verhiiltniss m 
ergiebt. 

Noth allgemeiner ist die folgende Aufgabe: 


(8) ... Gegeben sind die Gleichungen von vier Ebe- 
nen, die sich in einer und derselben geraden Linie 
schneiden, in der Form: 

U 0 -W, = 0 , tv-,,17, = 0 ; Z7 0 — A, t7, = 0 , U 0 -p,U t = Q, 

das anharmonische Verhaltniss des letzten Ebenen- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 


Setzt man U n — A (7, = F„, U n — gt7, = F,, und driickt U n 

und t/, durcli V 0 und V', aus, so stellen sich die gegebenen 

vier Gleichungen in der Form (7) dar, woraus das gesuchte 

anharmonische Verhaltniss — erhalten wird: 

m 
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(9) • 

Das aiiharmonische Verhaltuiss wird zu einern harmo- 
nischen VerhiLltniss, wenu dasselbe den Werth — 1 an- 
nimrnt. Man erhiilt daher die Bedingung, welche zu erfilllen 
ist, wenn zwei Paare Ebenen, die durch dieselbe gerade Linie 
geheu, harmonische Ebenenpaare sein sollen, aus (6): 


( 10 ) 


sin (20) . Bin (30) 

sin (21) "r” sin (31) 


= 0 , 


oder, wenn die Gleichungeu der Ebenen in der Form (7) ge- 
geben sind, ni = — l ; weshalb sich die Gleichungen von zwei 
barmonischen Ebenenpaaren darstellen in der Form : 


( 11 ) 


V 0 = O, F, — 0 ; F 0 — 2 F, = 0, F n -f- Z F, = 0. 


Man erkennt hieraus, dass von zwei harmonischen Ebe- 
nenpaaren drei Ebenen, die durch dieselbe gerade Linie gehen, 
beliebig gewiihlt werden konnen, dass durch sie aber die 
vierte harmonische Ebene bestimmt ist. Nimmt man an , dass 
das erste Ebenenpaar gegeben sei, dass die dritte Ebene aber 
sich uni die Schnittlinie der beiden ersten drehe, so kann man 
sich durch Discussion der Gleichung (10) fur specielle Fiille 
leicht eine Vorstellung bilden von der Lage von zwei har- 
mouischen Ebenenpaaren zu einander. Halbirt zum Beispiel 
die dritte Ebene den Neigungswinkel des gegebenen Ebenen- 
paares, so halbirt die vierte harmonische Ebene den anderen 
Winkel, den das gegebene Ebenenpaar einschliesst. Niihert 
sich die dritte Ebene einer der gegebenen Ebenen, so dass 
sie nahezu mit ihr zusammenfiillt, so fiillt aueh die vierte 
harmonische Ebene nnhczu mit ihr zusammen. 

Sind die Gleichungen von zwei Ebenenpaaren , welche 
durch dieselbe gerade Linie gehen, in der Form (8) gegeben, 
so erhiilt man die Bedingung, dass diese beiden Ebenenpaare 
harmonisch seien, indem man den Ausdruck (9) gleich — 1 
setzt; woraus die Bedingungsgleichung fiir zwei harmonische 
Ebenenpaare (8) hervorgeht: 

(12) Xfi — ^ (A + g) (!, + #!,) + X lf i, = 0. 


Audi diese Gleichung liefert den Beweis, dass von zwei 
harmonischen Ebenenpaaren drei Ebenen die vierte unzwei- 
deutig bestimmeu. 
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Da durch fin gegebenes Ebenenpaar das ihm zugeordnetc 
harmonist-lie Ebenenpaar nielit vollstiindig bestimmt ist, so 
werden zwei gegebene Ebenenpaare dazu erforderlicli s<‘in, 
was die Auflbsung der folgeuden Aufga.be bestiitigen wird. 

(13) . . . Dasjenigo Ebenenpaar zu bestimmen, wel- 
ches harmonisch ist zu zwei Paar Ebenen, die sicli 
in derselben gcraden Linie schneiden. 

Es seien die Gleiehiuigen der bidden gcgebenen Ebenenpaare: 

U 0 — A 0 U t —Q, U a — l x U x =0, 

Uo — 0, ha fi t U, = 0 , 

uud die Gleicliung des gesuchten Ebenenpaares : 

U 0 — A U t = 0, 
u 0 — ft u, = 0 , 

Dieses letztere ist harmonisch zu jedem der gegebenen Ebenen- 
paare unter folgenden Bedingungen : 

^. U i + Kt 1 !! — 0, 

— l (* + p) (A, + A,p, =0. 

Da in diese Gleichnngen das Product Ag und die Sum me 
A-|-p der Unbekannten in linearer Weise eingeheii, so kann 
man ihre VVertlie unzweideutig berechnen, und daraus fine 
quadratisclie Gleicliung bilden, deren Wurzeln die Unbekann- 
ten selbst sind. x ^ 

Die angestellte Untersuchung lebrt, dass es iminer ein 
bestimintes Ebenenpaar giebt, welches harmonisch ist zu f zjyei 
gegebenen Ebenenpaaren , die durch didtselbe gerade Lillie 
gelien. Dieses Ebenenpaar ist reell oder imaginiir , je liach- 
dem die Wurzeln der erwiihnten quadratischen Gleicliung reell 
oder imnginilr sind. 

Drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade Linie 
gelien, bilden eine Involution, wenn ein viertes Ebenen- 
paar gefunden werden kann, welches harmonisch ist zu jedem 
der drei Ebenenpaare. 

Zwei gegebene Ebenenpaare, die durch dieselbe gerade 
Linie gehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige 
Ebenenpaar, welches liarmonisch ist zu jedem der gegebenen 
Ebenenpaare. Ein drittes zu deni letzteren harmonist-lies Ebe- 
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nenpaar wird also rait den beiden gegebenen eine Involution 
bildeu. Da aber von diesein dritton Ebenenpaare eine Ebene 
beliebig durcli jene gerade' Linie gelegt werden kann, wodurch 
erst die andere bestimmt ist, so sieht man, dass von drei 
Ebenenpaaren der Involution f 'iinf durcli eine und dieselbe ge- 
rade Linie gehende Ebenen beliebig gewahlt- werden kbnnen, 
dass die sechste aber durcli sie bestiinmt ist.- 

Zwischen drei Paaren Ebenen, welclie durch dieselbe ge- 
rade Linie gelien, wird daber eine Bedingungsgleichung stutt- 
finden milssen , wenn die Ebenenpaare eine Involution bildeu 
sollen. 

(14) . ; . Es sind die Gieichuugen von drei Paar 
Ebenen gegeben, welehe durch dieselbe gerade 
Linie gelien: 

K - V, = 0, F 0 - A,F,=0, V a - A, F, = 0, 

p»— m»p i==o, — v, = o, v # — (i, f, — 0, 

die Bedingung anzugeben, outer weleher di-ese drei 
Ebenenpaare eine l.n volution bildeu. 

Bildeu die angegebeqen drei Ebenenpaare eine Involu- 
tion, so hat man nach der Definition ein Ebenenpaar: - 

V 0 - A V, = 0, 

F 0 - fi V, = 0, 

welches zu jedein derselben liannonisch ist; was zutrifft unter • 
den Bedingungen : 

Ag — 4 (A -f- ft) (X 0 +fi„) B > 

— *(* + /*) (*i+f‘i) '+ *iMi =0, , . . 

— i (* 2 +Mj) rf = 0. 

Eliminirt man aus diesen Gieichuugen Aft und A-f-g, welehe 
linear darin vorkomnien , so erhiilt man die gfesuchte Be- 
dingungsgleichung der man folgende Form geben kann: ■ 

(!/))...( A, , ft,)(A, g 2 )(A, ,«„)+(/»„ A,)(g, A,)(g,-A # ) = 0 .*) 

*) Die angegebeue Form (15) der lledingungsglcichung der Involution 
kann man durch Redlining leicht veritieiren. Es ist diese Art dcr Veri- 
fication allerdings nur ein Nothbchelf. Wir werden deshalb nach der 
Vorbereitung weiterer analytischer Hfllfsmittel durch die siebente Vor- 
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Wenii man in dieser Gleichung setzt A 0 = fi n = A und 
zugleieh A, = = ft setzt, so geht dieselbe in die Be- 

dingungsgleichung fiir vier harinonisehe Ebenen iiber, welche 
man erliiilt, wenn man das anharmonische Verhiiltniss (9) 
gleich — 1 setzt. Aus dieser Bemerkung fliesst der Satz: 

Wenn von drei Ebenenpaaren der Involution 
das eine Ebenenpaar mit einerEbene, ein zweites 
Ebenenpaar mit einer zweiten Ebene zusammeu- 
fallen, so ist das dritte Ebenenpaar der Involution 
harmouisch zu den beiden Ebenen. 

Jede drei Paare Ebenen, welche durch dieselbe gerade 
Linie gelien, lassen sich analytisch auch so darstelleii : 

A 0 = 0 , Aq A| j4| = 0 , A g — A 2 ^1j = 0 , 

^4, = 0 , A g gi A, — 0 , A n fi , A | ■ 0 , 

indem man annimmt, A 0 = 0 und A t — 0 seien die Glei- 
chungen des ersten Ebenenjiaares in der Normalform. Die 
Bedingung, unter weleher diese drei Ebenenpaare eine Invo- 
lution bilden, erliiilt man aus (15), wenn man setzt: A„ = 0, 
fi 0 = oo, niimlich: 

A,g, — A,g., = 0. 

Erinnert man sich aber der geometrischen Bedeutung der 
Grbssen A, ft, , A.,p ;> , so kann man diese Gleichuug auch so 
darstelleii, wenn man mit 0, 1 das erste, mit 2, 3 das zweite 
und mit 4,5 das dritte Ebenenpaar bezeichnet: 

. 1 sin ( 20 ) sin (.TO) sin (40) sin (50) « 

^ ' sin (21) sin (31) sin (41) sin (51) 

Aus dieser Gleichuug, welche man als Definition dreier, 
eine Involution bildenden, Ebenenpaare nehmen kann, gelien 
noch zwei andere Gleichungen hervor, die man erhsilt , wenn 
man das Ebenenpaar 0,1 mit dein Ebenenpaare 2,3, oder 
mit den Ebenenpaaren 4, 5 vertauscht. * Da alle diese Glei- 
chungen nichts anderes sind, als verschiedenc Formen fiir 
eine und dieselbe Bedingung der Involution, so muss sich 
jede derselben direct aus einer von ibnen herleiten lassen. 

testing in der achteu Vorlesnng nicht allein jcne Form der Bedingungs- 
gleichung naturgeiniUs ableiten, sunderu auch andere Formen, auf 
welche die Analytiker mit ltecht Werth legeu. 
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I’m auf andere Formen fOr dieselbe Bediugung der In- 
volution zu kommen, gehen wir auf die ursprilugliehe Defi- 
nition der Involution von drei Ebenenpaaren zurflck. Nach 
derselben stellen die drei Gleichungenpaare : 

fl7 v V n -X 0 V x =0, F 0 — A, F, = 0, F 0 — A 2 F, =0 

F 0 +A,F, =0, F.+ A.F.-O 

irgend drei Ebenenpaare 01, 23, 45 der Involution dar und 
F, = 0, F, — 0 dasjenige Ebenenpaar, welches harmonisch 
ist zu jedem der drei Paare. 

An Stelle der zwei Symbole F„ , F, , durcb welche jene 
secbs Gleichungen ausgedrfickt sind, wfihlen wir drei Sym- 
bole U a , U x , U.y, welche wir durch die Gleichungen de- 
finiren : 


Vo-KV, 


U ° , F 0 -A ,F,= U ' 


L A a 


i A 0 


F, 


V 3 V * 

y o r i — r_ i 


Alsdann hat man die identische Gleichung: 

(18) U 0 + U, + U t = 0 

und jene secbs Gleichungen gehen, wenn man symmetrisch 
die zwei Symbole durch die drei Symbole ersetzt, fiber in : 

U B = 0 U t — 0 — 0 

( 19) • • U, _ 0 5» _ Fo = 0 = o 

f* I f** 0 Po f‘ 1 


indem ft 0 , fi L , g,, die Ausdrficke bezeiclmen: 


A, — 3, 


' A,— a 0 A 0 — A, 


Da die drei Grossen g ebenso willkfirlich sind, als die 
drei Grossen A, aus>. wdehen sie zusammengesetzt sind, so 
werden die Gleichungen (19) mit willkfirliclien Factoren g — 
unter Voraussetzung der idcntischen Gleichung (18), welche 
ausdrfickt, dass die Ebenen U 0 — 0, U, = 0, V 1 — 0 sich 
in einer und derselben geraden Linie schneiden, unter wel- 
cher Voraussetzung auch die anderen drei Ebenen durch die- 
selbe gerade Linie gehen — irgend drei Ebenenpaare der In- 
volution darstellen. 


Hene, analyt. Geometr. d. Bmumes. L\ Aafl. 
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Wenn wir endlicli fur die Gleichungen der Ebenen U n = 0, 
U i — 0, U. 2 = 0 ihre Normalformen cinfithren, indein wir 
setzen: U a = A n> p. If, — A,, p., U 2 — A.,, so geht die 

identische Gleichung (18) fiber in: 

(20) £+f + ±= 0 

Po Pi Ps 

und die Gleichungen (19) der Ebcnenpaare der Involution 
nehmen die Gestalt an: 

A 0 = 0, A, =0, A 2 = 0 

A\ A\ q A f ^ At __ q A n A, __ q 

f*iPi (**?( ’ Mt? i Mo , ’ Mo MiPi 

Erinnern wir uns nun nach (4) der geometrischen Jleden- 
tung der Grbssen: 

u,q, sin (12) g,p, gin (34) g 0 <>„ gi n (80) 

fi t g t sin(14) ' n„g : , sin ( 311 ) u,p, sin(62) 

so erhalten wir durch Multiplication dieser Gleichungen: 

,qn\ 1 gin (12) • gin (34) • jin (60) 

' ' gin(14) • gin(30) • sin(52) 

Diese Gleichung ist nur eine von (16) verschiedene Form 
der Bedingungsgleichung der Involution von drei Ebenen- 
paaren 01, 23 , 45. Man erhalt aus ihr noch drei andere 
aequivalente Formen, wenn man die Ebenen 0 und 1 oder 
die Ebenen 2 und 3 oder die Ebenen 4 und 5 mit einander 
vertauscht. 

Wir lmben demnach im Ganzen sieben verschiedene Fcr- 
nieu fur die Bedingungsgleichung der Involution von drei 
Ebenenpaaren mit Hilfe von geometrischen Betraehtungen 
abgeleitet. Es ist eine elegante Aufgabe der Algebra, ulle 
diese Formen aus einer von ilinen direkt zu entwickeln*). 

*) HCilfsiriittel zur Lfaung der genannten algcbraischen Aufgabe 
lindct man in der scclisten meiner Vorlesungen aus der analytiscben 
fiooinotrie. 18G5, und liicr in demjenigen Tlieilc der aehten Vorlesung, 
wolcher die sieben formen der Iiedingungsgleiehnng der Involution 
behandclt. 
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Die anges tell ten Betrachtungen bieten ein Mittel , die am 
Ende der vorhergehenden Vorlesung entwickelten Siitze weiter 
auszudehnen. Denn nehmen wir an, dass: 

A 0 = 0 , A t = 0, A., = 0 

die Gleichungen von irgend drei Ebenen seien in der Nor- 
malform, die sich in einem Punkte P sehneiden, oder, was 
dasselbe ist, die drei von einem Punkte P ausgehende gerade 
Linien paarweise verbinden, so sind: 



die Gleichungen von drei Ebenen, die eine vierte von P aus- 
gehende gerade Linie immer mit einer der drei ersteren ver- 
binden. Die angegebenen sechs Gleichungen stelleu mithin 
drei Ebenenpaare dar, die vier beliebige von einem Punkte 
P ausgehende gerade Linien paarweise verbinden. 

Die Uebereinstimmung dieser drei Gleichungenpaare, zwi- 
seheu welchen aber im Allgemeinen nicht die identische Glei- 
chung (20) obzuwalten braucht, mit (21), beweiset, dass drei 
Ebenenpaare der Involution ein specieller Fall sind von drei 
Ebenenpaaren, welche vier von einem und demselben Punkte 
ausgehende gerade Linien paarweise verbinden. Denn lasst 
man die vier von einem und demselben Punkte ausgehenden 
geraden Linien nahezu in eine zusammenfallen, so wird nahezu 
aucli die Gleichung (20) erfiillt, das heisst, nahezu alle Be- 
dingungen fur die Ebenen der Involution. 

Lasst man den Punkt P in das Unendliche fallen, so 
werden die vier von ihm ausgehenden geraden Linien' vier 
beliebige paralle Linien, und zwischen den Sinus der Neigungs- 
winkel der drei Ebenenpaare, welche diese Linien paarweise 
verbinden, findet die Gleichung (22) statt. Da diese Gleichung 
aber die Bedingung fiir Ebenen der Involution ist, so wird 
man Ebenen der Involution erhalten, wenn man durch eine 
gegebene gerade Linie sechs Ebenen legt, welche parallel 
sind mit drei Ebenenpaaren, welche irgend vier mit der ge- 
gebenen geraden Linie parallele Linien paarweise verbinden. 
Diese Bemerkung giebt ein Mittel an die Hand, zu fiinf bc- 
liebig durch eine und dicselbc gerade Linie gehenden Ebenen 
die sechste Ebeue der Involution zu bestimmen. 

3 * 
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Durch jede der drei Schnittlinien der Ebenen A„, A x , A., 
gehen drei Ebenen der beschriebenen Raumfigur. Die vierten 
harmonischen Ebenen haben zu Gleichungen: 

-• + At = 0 , A ' + A " = 0 , ^ 4 - = 0 . 

a, (I, 7 a, 1 Oa ’<>0 «| 

Da nun zwischen den linkeu Theilen dieser und der vor- 
hergehenden Gleicbuugen identisebe Kelationen stattfinden wie: 



»•) - ($ + 1 ) + a 



so hat man nach (13) der zweiten Vorlesung eineu Satz. 

Uni diesem Satze eine elegante Fassuug zu geben, pro- 
jicire man die beschriebeue Raumfigur von dem Punktc P als 
Mitteljninkt einer Kugel von dem Radius 1 auf die Oberfliicbe 
dieser Kugel. Nennt man dann barmoniscbe grosste 
Kreise der Kugeloberf'liiche solehe, deren Ebenen har- 
moniscbe Ebenen siud, so begrenzen die Ebenen A n , A n A t 
pin sphiirisches Dreieck, von welchem der Satz erwiesen ist: 


Wenn man von einem beliebigen Punkte der 
Kugeloberflaehe grosste Kreise zieht nach den 
Ecken eines spbiirischen Dreiecks und in jeder 
Ecke den vierten harmonischen grossten Kreis con- 
gtruirt, so schneiden sicb zwei von den letzteren 
Kreisen in einem Punkte, durch welchen auch der 
durch die dritte Ecke desJDreiecks und den belie- 
bigeu Punkt gelegte grosste Kreise geht. 


Aehnlicbe Betrachtuugen angestellt an folgenden Glei- 
cbungen : 

At | A , | A t 


+ 4 + '* = 0, 

1 n. 1 a . 




A a 


^! + ^‘ = 0, 


At , A, 

n * // . 


*“0, 


wie in der vorhergehenden Vorlesung an den entepreebenden 
Gleichungen, in denen « 0 = a, =«,_,= 1 , fflhren zu den Siitzen: 
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Weun man vou irgend eiueni Punkte derKugel- 
oberfliiche nach den[Eeken eines sphiirischen Drei- 
ecks grosste Kreise zieht, und in jeder Ecke den 
vierten harmonischen grossten Kreis construirt, so 
schneiden letztere die gegenilberliegendcn Seiten 
des Dreiecks in drei Punkten, die auf einem gross- 
ten Kreise liegen. 

Wenn man von einem beliebigen Punkte derKu- 
geloberflache nach den Ecken eines sphiirischen 
Dreiecks drei grosste Kreise zieht und in einer Ecke 
des Dreiecks den vierten harmonischen grossten 
Kreis construirt, so schneidet dieser die gegen- 
flberliegende Seite des Dreiecks in einem Punkte. 
Die von dem beliebigen Punkte nach den beiden 
anderen Ecken des Dreiecks gezogenen grossten 
Kreise schneiden die Gegenseiten des Dreiecks in 
zwei Punkten. Diese drei Schnittpunkte liegen auf 
einem grossten Kreise. 

* 

Dieser Satz ist besonders wichtig, weil er lehrt, auf lineare 
Weise, das heisst durch Zuziehung allein von grossten Kreisen 
zu drei von einem Punkte ausgehenden grossten Kreisen den 
vierten harmonischen zu linden; oder, was dasselbe ist, zu 
drei Ebenen, welche sich in einer und derselben geraden Li- 
nie schneiden, die vierte harmonische Ebene oline weitere 
Hiilfe als von Ebenen zu construiren. 

Es bleibt nocb ubrig , einen Satz zu entwickeln, der in 
linearer Weise zu fiinf Ebenen , die sich in einer und dersel- 
ben geraden Lillie schneiden, die sechste Ebene der Involu- 
tion construiren lehrt. Diesem Zweeke dient die folgende 
Betrachtung. 

Es seien die Gleichuugen von irgend vier Ebenen, welche 
durch den Mittelpuukt P einer Kugel mit dem Radius 1 gehen: 

U 0 = 0, U x == 0 , Uj — 0 , U 3 = 0. 

Bezeichnen alsdann «, . . . die Werthe, welche die 
Ausdriicke U 0) U, . . . annehmen, wenn man in letztere ftir 
die variabeln Coordinaten die Coordinaten eines gegebenen 
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Punktes p setzt, den wir der Einfachheit wegen uut der Kugcl- 
oberfliiche annehmen wollen , so sind : 


v. 


= 0, 

£i 

— = 0 , 

V, 

_ u l 

«„ 

«1 


«i 

«*1 ’ 

«« 


£. 

_ ?* 

= 0, 


— v " = 0 , 

Vo 

_ f/ « 

M, 

». 


«1 


“o 

«l 


die Gleicliungen von drei Paar Ebeuen, die sick in der ge- 
raden Linie I'p sclineiden und zugleich durch die seeks Sclinitt- 
linien der oben bezeiebneten vier Ebeuen gehen. 

Setzen wir, tun die drei ersten Gleichungen durch Multi- 
plication init Factoren jig . . auf die Normalform zurtlckzu- 
lTdiren : 

u 0 _ v, = a 0 f u, _ u, = Ay ? u, _ u, = a, 

so gelien die angegebeuen drei Gleichungcnpaare iiber in: 

A = 0, A, — 0 , A.y = 0 

A\ A t q A, __ q A n A, 0 

PiPi f'tPs ’ f'lPj Mo ’ Mo PiPi 

Da dieses aber gerade die Gleichungen (21) sind, aus 
welchen wir dort die Bedingungsgleichung (22) der Involution 
abgelcitet haben, so ist daunt ein Katz bewiesen, der, auf die 
Kugeloberflache iibertragen , sich so ausdriicken liisst: 

Wenn man einen beliobigen l’unkt der Kugel- 
oberfliiche durch seeks grosste Ivreise verbiudet 
mit den sochs Schnittpunkteu von irgend vier gross- 
ten Kreisen, so bilden die seeks Verbindungskreise 
eine Involution. 

Es sind in diesem Satze unter grossten Kreisen der In- 
volution namlick solche Kreise zu versteheu, die in Ebeuen 
liegen, welche eine Involution bilden. In dieser Yoraussetzuug 
bietet der Satz das Mittel, sowohl den sechsten grossten Kreis 
der Involution zu coustruiren, wenn filnf, von einem und 
demselben Punkte der Kugeloberfliiche ausgeliende, grosste 
Kreise gegeben sind, als auch die sechste Ebene der Invo- 
lution zu coustruiren, wenn fiinf, durch eine und dieselbe 
gerade Linie geheude, Ebeuen gegeben sind. 
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Man nennt vier gerade Linien , welche in derselben Ebene 
von cinein und demselben Punkte auagehen, liarmonische 
Linien, wenn zwischen den von ihnen eingeschlossenen Win- 
keln die Bedingungsgleichung (10) stattfindet. Es bilden f'er- 
ner drei in derselben Ebene von einem Punkte ausgehendo 
Linienpaare eine Involution von seeks geraden Linien, 
wenn zwischen den von ihnen eingeschlossenen Winkeln die 
Bedingungsgleichung (22) obwaltet. Dieses vorausgesetzt, kaun 
man die angegebenen vier Siitze der Kugeloberfliiche, indem 
man anniinmt, dass die Figuren, von wclchen sie handeln, 
nur einen unendlich kleinen Theil der Kugeloberfliiche um- 
fassen, auf die Ebene iibertragen. 

HarmouiBche Linien, von dem Mittelpunkte der Kugel 
ausgehend, auf die Kugeloberfliiche projicirt, werden harmo- 
nische Punkte der Kugeloberfliiche genannt. Zwischen 
den Bogen griisster Kreise, welche sie verbinden, findet die 
Bedingungsgleichung (10) statt, welche zugleich als Definition 
der harmonischen Punkte der Kugeloberfliiche dieut. 

Ebenso sclineiden seehs von dem Mittelpunkte der Kugel 
ausgehende gerade Linien der Involution die Kugeloberfliiche 
in sechsPunkten der Involution auf der Kugclober- 
fliiche. Zwischen den sie verbindenden Bogen griisster Kreise 
hat man die Bedingungsgleichung (22), welche ebenfalls als 
Definition der Punkte der Involution auf der Kugeloberfliiche 
zu betrackten ist. 

Gestiitzt auf diese Definitioncn kaun man mit Hiilfe des 
in der vorhergekenden Vorlesung in (17) besehriebenen Prin- 
cipes der Kugel aus den angegebenen vier Satzen folgende 
ableiten : 

Wenn man dieSeiten eines sphiirischen Dreieeks, 
oder ihre Vorliingerungen, durch einen griissten 
Kreis durchsch neidet und zu diesen Schnittpunk- 
ten auf den Seiten des Dreiecks die vierten harmo- 
nischen Punkte construirt, so liegen je zwei von 
diesen harmonischen Punk ten undderdritteSehnitt- 
punkt auf einem griissten Kreise. 

Wenn man die Seiten eines sphiirischen Drei- 
ecks, oder ihre Verliingeruugen, durch einen griiss- 
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ten Kreis schneidet and auf jeder Seite des Drei- 
ecks den vierten harmoniscben Punkt construirt, 
so sehneiden sicli die drei griissteu Kreise, welche 
die harmonise hen Punkte mi t den ge genii be r liege n- 
den Ecken des Dre'.iecks verbinden, in einein und 
demselben Punkte. 


Wenu man die Seiten eines sp'hiirischen Drei- 
ecks, oder ilire Verliingerungeu , durch eineu gross- 
ten Kreis schneidet, uud zwei von diesen Sclinitt- 
punkten durch grbsste Kreise mit den gegenliber- 
liegenden Ecken des Dreiecks verbindet, so schnei- 
den sicli diese in einem Punkte, durch welcheu auch 
derjenige grosste Kreis hindurchgeht, welchcr den, 
zu dem dritten Schnittpunkte harmoniscben, Punkt 
mit der gegeniiberliegenden Ecke des Dreiecks ver- 
bindet. 

Drei Paare grbsster Kreise, welche irgend vier 
Punkte der Kugeloberfliiche paarweise verbinden, 
sehneiden irgend eiuen anderen grossten Kreis in 
Punkten der Involution. 


Die beiden letzten Satze lehren, zu drei auf einem gross- 
ten Kreise der Kugeloberfliiche gegebenen Punkten den vier- 
ten harmoniscben, und zu fiinf Punkten der Involution den 
sechsten in linearer Weise construiren. 

Die Bedingsgleichung (10) ftir harmonische Punkte auf 
dem grossten Kreise der Kugeloberfliiche geht fiber in: 


(23) 


(20) , (HO) ( 

( 21 ) + ( 31 ) = °’ 


wenn man annimmt, dass die harmonischen Punkte unendlich 
nahe an einander liegen, und die von ihnen begrenzten Stticke 
des griissteu Kreises kbnuen als gerade Liuien betrachtet 
werden. 

Ebenso geht die Bedingungsgleicliung (22) ftir Punkte 
der Involution auf einem griissteu Kreise der Kugeloberflache 
iiber in: 


(24) 


12, • (H4 - (50 , 
(14) • (30) • (52) 
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wcnn die Punkte der Involution unendlich nahe an einander 
liegen, und die von ihnen begrenzten Stiicke des grbssten 
Kreises werden gerade Linien. 

N im rat man dalier die Gleichung (23) als Definition der 
hannonischen Punkte auf einer geraden Linie, und 
die Gleiehung (24) als Definition der Punkte der I nvo Di- 
lution auf einer geraden Linie, so lassen sicli ^lureh 
das unendlich Kleine die angegebenen vier Siitze der Kugel- 
oberflache oline Schwierigkeit auf die Ebene iibertragen. 

Schliesslieh mag noch bcraerkt werden, dass die in der 
vorliergehenden Vorlesung angedeuteten Betrachtungen des 
Tetraeders auf (i rural der in dieser Vorlesung entwickelten 
Siitze sich leicht ausdehnen lassen , was zu interessanten Satzen 
fiihrt fiber ein Tetraeder in Verbinduug rait einem beliebigen 
Punkte des Ilaumes. 


Vierte Vorlesung. 

Das Pascal’sche Sechseck und damit verwandte 
Figuren. 

Die geschickte Anwendung der in den beiden vorher- 
gehenden Vorlesungen eingefiihrten Syrabole fiihrt oft rait 
solch iiberraschender Einfachheit zu coraplicirten geometrisehen 
Satzen, dass es gerechtfertigt erscheint, diesem Gegenstande 
noch einen kurzen Abschnitt zu widmen. 

Man weiss nach (15) der zwciten Vorlesung : went) U = 0, 
U l = 0, U 2 = 0 die Gleichungen von den Ebenen siud, welche 
sich in einer und derselben geraden Linie schneiden, dass 
sich burner drei Constauten k der Art bestimmen lassen , dass 
man identisch hat: 

kU+k t U t -f A- 2 (7 j = 0. 

Setzt man zur AbkUrzung: kU = r, k t U t = r , k 2 U 2 = r" , 
so stellen die Gleichungen: 

r = 0 , r' = 0 , r" — 0 
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irgend welche drei Ebenen dar, welche sich in einer und der- 
selben geradcu Linie sclineiden, outer der Bedingung: 

(1) r + r+ r" = 0. 

Man kann daber sagen, dass die ideutische Gleichung (1) 
die Bedingung der augegebenen Figur ausdriicke, welche be- 
steht #us drei Ebenen r, die sieli in einer und derselben ge- 
raden Linie sehneiden. 

Um diese Figur weiter auszufiihren, nehuie man auf der 
gemeinsamen Schnittlinie der drei Ebenen r einen Puukt P 
als die Spitze einer dreiseitigeu Pyramide A, deren drei Seiten- 
kanten respective in den Ebenen r liegeu. Die Bedingungeri 
der so erweiterten Figur werden dann dnrcb (1) und in glei- 
cher Weise durch die identischen Gleicbungen ausgedriickt: 

(2) . . a — a" = r, a" — a = r , a — « = r" , 

indem a = 0, a = 0, a" = 0 die Seitenflachen der dreisei- 

tigen Pyramide A analytiscli darstellen. 

Bescbreibt man noch zwei andere dreiseitige Pyramiden 
Ji und C mit der gemeinsamen Spitze P, deren Seitenkauten 
gleiebfalls in den El>enen r liegen , so driicken sich die Be- 
dingungcn des hinzugekommenen Theilcs der Figur in gleicher 
Weise durch die identischen Gleichungen aus: 

(3) .. b' — b” = r, b" -b = r, b-b'~r", 

(4) . . c — e" = r, c" — c = »•', c — c =. r". 

Die Bedingungeri der beschriebeneu sehr complicirten 
Haumfigur driicken sich hiernach durch die zehn aufgcstelltcii 
Gleichungen auf ganz ciufache Weise aus. Der Vortheil die- 
der Ausdrucksweise besteht aber dann , dass man aus den iiber- 
sichtlichen identischen Gleichungen andere ebcn so eiufache 
ableiten kann, deren geometrische Deutung Eigenschaften 
der Figur leiclit erkennen liisst. Denn stellt man folgende 
Gleichungen: 

h — e = p, e — a = p', a — b = p" 

als Definition der Symbole p, p', p" auf, so sielit man, das 
aus den augegebenen zehn identischen Gleichungen folgende 
hervorgehen : 


Das Pascal'selie Seehseck und damife. verwandto Figuren. 43 


(5) . 

Q + 9 + & 

*. , - V -'J 

(6) . 

. b — c ~ p, c — a =p ', •« • 

- b = p'. 

(7) ., 

1 

ft, 

III 

1 

III 

i 

III: 

(8) . 

Iff *t « >t . t t* 

. b — c = p , c — a = p , a 

— b"=v”. . 


Dio letzten 9 Gleichungen beweisen, (lass die Ebenen b 
imd c t V und c ' , b" und c" sich in drei geradcn Linien schnei- 
den, welche auf einer Ebene p liegen u. s. w., und die Glei- 
chung (5), dass die drei Ebenen p (lurch eine und dieselbe 
gerade Linie gehen. 

Alle Ebenen, von welchen die beschriebene Raurnfigur 
bandelt, gehen durch einen und denselben Punkt P. Die I’ro- 
jectionen derselben auf eine Kugeloberfliiche, deren Mittel- 
punkt P ist, werden daher grosste Kreise, und die bewieseuen 
Eigenschaften der Raurnfigur lassen sich als Satz auf der 
Kugeloberfliiche also ausdrilcken: 

Wenn die Ecken von drei spharischen Dreiocken 
auf drei grossten Kreisen r der Kugeloberfliiche 
liegen, welcliesich in einem und demselben Punkte 
scbneiden, so schneiden sich die entsprechenden 
Seiten jc zweier dieser Dreiecke in drei Punkten, 
welche auf einem grossten Kreise p liegen, und die 
drei grossten Kreise p schneiden sich wieder in 
einem und demselben Punkte der Kugeloberfliiche. 

Das Prineip der Kugel liisst aus diesem Satze folgenden 
hervorgehen: 

Wenn die Seiten von drei sphiirisclien Dreieckeu 
durch drei Punkte r der Kugeloberfliiche gehen, 
welche auf einem grossten Kreise liegen, so schnei- 
den sich die drei grossten Kreise, welche die ent- 
sprechenden Ecken von je zwei Dreiecken verbin* 
den, in einem und d emselben Punkte p, und die drei 
Punkte p liegen auf einem grossten Kreise. 

Dass diese Siitze der Kugeloberfliiche ebenfalls fur dio 
Ebenen gelten, wenn man flir die grossten Kreise gerade Li- 
nien in der Ebene nimmt, bedarf nach dem Vorhergehenden 
kaum der Erwiihnung. 
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Um cine zweite Anwendung zu maclien von den Sym- 
holcn der Ebenen, betrachtcn wir irgend eine sechsseitige 
Pyramide, deren gegeniiberliegende Seitenfliiehen sich paar- 
weise in drei geraden Linien schneiden, welehe in einer und 
derselben Ebene liegen. Eine solche sechsseitige Pyramide 
uennen wir eine Pascal’sche Pyramide nach dem Ent- 
decker der Eigenschaften derselben, und die Ebene, in wel- 
clier sich die gcgcniiberliegenden Seitenfliiehen derselben paar- 
weise schneiden, ncnnen wir die, der Pyramide zugehorige, 
Pascal’sche Ebene. 

Die Bedingungen der Pascalschen Pyramide driicken sich 
mm einfach durch folgende drei identische Gleiclnmgcn aus: 

a — a = r " , 

(9) b — b’ = r " , 

c — c = r " , 

indem a — 0 und a =0, b — 0 und b' — 0, c = 0 und c = 0 
die Gleichungen der gegenilberliegenden Seitenfliiehen der 
I’yramide vorstellen, und r" = 0 die Gleichung der ilir zuge- 
horigen Pascalschen Ebene. 

Alle diese Ebenen , sowie diejenigen , welehe in der Polge 
betrachtet werden, gehen durch die Spitze V der Pyramide. 

Definirt man nun die Ausdriicke a", b", c" durch die iden- 
tisclien Gleichungen : 

(10) a" b -j- c = 0 , a -\-b’ -\-c" = 0 , a' -j- b" -|- c = 0, 

so hat man mit Zuziehung der identischen Gleichungen (9) 
auch folgende: 

(11) (i -j- b -p c — 0 , a b -p c =: 0 , (i b -}- c 0 , 

Diese sechs indentischen Gleichungen beweisen , dass 
a"— 0, b" — 0 , c" — 0 die Gleichungen von drei Ebenen 
sind, welehe die gegenfiberliegenden Seitenkanten der seehs- 
seitigen Pyramide paarweise verbinden. Wir bezeichnen sie 
mit dem Namen der Diagonalebenen der sechsseitigen 
Pyramide. 

Definirt man femer zwei andere Ausdriicke r und r durch 
die identischen Gleichungen: 

a — a" = r , a" — a = r , 
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so hat man mit Beriicksichtigung vou (10) und (11): 


a — a' = r , a" — a ~r , 

(12) V — b" = r , b"-b===r, 

<:' — c" ee r , c" — c = r , 

und aus (9) und (12) folgt: 

(13) . r + r+r" = 0. 


Noch andere identische Gleichungen von derselben Form 
erhiilt man , wenn man drei Ausdriicke p , q , p" durch die 
identischen Gleichungen definirt: 

b — c = g , c — a = q , a — l = q" , 

aus welchen man mit Zuziehung der vorhergehenden Glei- 
chungen leicht folgende ableiten kann : 



b — c = q , c — a = Q, 

Or 

III 

1 

e 

(14) . 

'o, 

JH 

1 

O/ 

ill 

1 

a — V = q" , 


b" — c" = q , c" — a" ~ q , 

w i// n 

a —b = p , 

(15). 

Q + 9 + Q" = 

0. 


Die fiinf Systeme Gleichungen (12) und (14) sind conform 
mit dem Systeme (9), den Bedingungen der Pascal’schen Py- 
ramide. Sie sind also die Ausdriicke fiir andere Pascalsche 
Pyramiden, die in der betraehteteu ihreu Ursprung haben, 
und die Gleichungen (13) und (15) liefern den Beweis, dass 
die diesen Pyramiden zugehorigen Pascal'schen Ebcnen sich 
zu dreien combinirt in einer und derselben geraden Linie 
schneideu. 

Forscht man aber diesem Ursprunge naher nach, so er- 
sieht man aus (12), dass die geraden Seitenflachen und die 
drei Diagonalebenen der gegebeuen Pascal’schen Pyramide 
eine zweite, und dass die ungeraden Seitenflachen und die 
drei Diagonalebenen der gegebeuen Pascal'schen Pyramide 
eine dritte Paseal’sche Pyramide bilden, beide mit deuselben 
Seitenkanten als die gegebene Pyramide. Die diesen drei 
Pyramiden entsprechenden Pascal'schen Ebenen r schneiden 
sich nach (13) in einer und derselben, durch die gemeinsame 
Spitze der Pyramiden gehenden geraden Linie. 
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Die sechs Seiteiiflitphen und die drei Diagonalebenen der 
gegebenen Pascal’schen Pyramide bilden aber, zu sechs com- 
binirt, nach (14) noch drei andere Pascal'sche Pyramiden mit 
denselben Seitenkanten als die gegebene. Die ihnen ent- 
sprechenden Pascal’schen Ebenen o schneiden sich nach (15) 
in einer durch die geraeinsame Spitze der Pyramiden gehen- 
den geraden Linie. 

Nennt man, um die bewiesenen Siitze durch Projection 
von der gemeinsamen Spitze P der Pyramiden als Mittelpunkt 
auf die Kugeloberfliiche zu iibertragcn, ein spharisches Seclis- 
eck auf der Kugeloberfliiche ein Pascul’sches Sechseck 
auf der Kugeloberfliiche, wenn die gegeniiberliegenden 
Seiten desselben sich paarweise in drei Punkten schneiden, 
die auf einem grossten Kreise, dem Pascal'schen Kreise 
des Sechsecks, liegen, so kann man denselben folgenden 
Ausdruck geben: 

Wenn auf der Kugeloberfliiche irgend ein Pas- 
cal'sches Sechseck gegeben ist, so bestimmen die 
sechs Seiten und die drei Diagonalen desselben, als 
Seiten zu sechs combinirt, zwei Gruppen von drei 
Pascal'schen Sechsecken, deren Ecken mit den 
Ecken des gegebenen Sechsecks zusammenfallen. 
Die Sechsecke der ersten Gruppe sind das gegebene, 
ein zweites Sechseck, gebildet a rfs den geraden Sei- 
ten des gegebenen und den drei Diagonalen, und 
ein drittes Sechseck, gebildet aus den ungeraden 
Seiten und den Diagonalen. Die Pascal'schen Kreise 
r der ersten Gruppe schneiden sich in einem und 
demselben Punkte; ebenso schneiden sich die Pas- 
cai’schen Kreise p der zweiten Gruppe wieder in 
einem Punkte. 

Aus der Uebereinstimmung der in dieser Untersuchung 
aufgestellten Gleichungen mit den Gleichungen, welche die 
vorhergehende darbot, ist man zu schliessen berochtigt, dass 
beide Untersuchungen in ihrem Verlauf dieselben Itaumfiguren 
ergeben. Den einzigen Unterschied l'iihren die Gleichungen 
(10) und (11) herbei, welche in der ersten Untersuchnng 
fehlen. Da diese Gleichungen aber cine Beschriiiikung aus- 
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* 

driicken , so sieht man, dass die Figur der letzten Unter- 
suchung eiuen specielleren Charakter hat. 

Dm schliesslich noch eine Eigenthiimlichkeit der beschrie- 
benen specielleren Raumfigur vor/.ufiihren , definiren wir drei 
Ausdriicke 11. nnd drei Ausdriicke P durch folgende iden- 
tische Gleichungen: 

r"—r'=K, p"— p'==P, 

(16) r — r"= K , p — q"=P', 

r -r=IC, p' — p = P" , 

woraus mit Hiilfe der vorhergehenden identischen Gleichnngen 
folgende hervorgehen : 

P+P==3«, P'+P=3a', P" + P=3a", 

(17) R + F = 3b, K + P f = W, JT + F = U" , j 
11 + F'=Zc, K + P'=Sc, R'±F'=3c", 

V T ergegenwiirtigt man sich die Gleichungen (13), (15) 
uud (16), so sieht man, dass 11 = 0, Ii = 0, li" = 0 die 
den drei Ebenen r, *•', r" in ihren mogliclien Combi nationeu 
entsprechendfen vierten harmonischen Ebenen , und dass P = 0, 
P — 0, P" = 0 die den drei Ebenen p, p', p" entsprechen- 
den vierten harmonischen Ebenen darstellen, wahrend die 
Gleichungen (17) den Beweis liefern, dass die drei vierten 
harmonischen Ebenen der ersten Gruppe die drei vierten har- 
monischen Ebenen der zweiten Gruppe in neun geraden Li- 
nien schneiden, welche auf den Seitenfliichen und den Diago- 
nalebenen der betrachteten Pascal’schen Pyramide liegen. 

Man hat daher im Anschluss an den oben angegebenen 
Satz folgenden: 

Die drei vierten harmonischen griissten Kreise 
zu den drei Pascal’schen Kreisen r schneiden die 
drei vierten harmonischen griissten Kreise zu den 
drei Paseal’schen Kreisen p in neun Punkten, welche 
auf den Seiten und den Diagonalen des gegebenen 
Pascal'schen Sechsecks liegen. 

Das Princip der Kugel angewendet auf dipse Satze ftihrt 
auf neue Siltze. Alle diese Siitt* kann man aueh auf die Ebene 
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iibertragen, indem man gerade Linien in der Ebene fiir die 
grbssten Kreise der Kugeloberfiiiche nimmt. 

An die vorhergebende Betrachtung der Pascal’schen sechs 
seitigen Pyramide, deren Bedingungen die Gleichungeu (9) 
ausdriicken , schliessen wir'noch folgende zusatzliche Be- 
merkungen an: 

Wie eine zwischen den variabeln Coordinaten Jineare 
Gleicbung cine Ebene defiuirt, so definirt irgend eine gege- 
bene Gleicliung zwischen densclben Coordinaten eine Ober- 
ttiiche. 1st die gegebene Gleicbung von der zweiten Ordnung, 
das heisst, besteht sie aus Gliedern , die nur die Quadrate der 
Coordinaten und die Producte derselben in der zweiten Di- 
mension neben Gliedern 'der ersten und nullten Ordnung ent- 
halten, so nennt man die OberHache zweiter Ordnung. Hier- 
nach ist zum Beispiel: 

(18) . . r" r" — *•"(« -j- b -f- c) -f- be -f- ea -f- ab = 0 

die Gleichung einer bestimmten Oberfiacbe zweiter Ordnung. 
Diese Gleicbung gebt, wenn man a gloich 0 setzt, mit Rilck- 
sicht auf (9) (iber in: 

(r" — b) (r" — c) = b' c — 0. 

Die Gleicbung (18) wird also erfi'dlt, wenn man n = 0 und 
zugleich 1/ = 0 setzt, das beisst, fiir die Coordinaten aller 
Punkte, welche in der Scbnittlinie der beiden Ebenen a — 0 
und b’ = 0 liegen , die sich in einer Seitenkante der gegebe- 
nen Pascal'scben sechsseitigen Pyramide schneiden. Diese 
Seitenkante liegt daher in der durch die Gleicbung (18) ge- 
gebenen Oberfiacbe zweiter Ordnung. 

Da sich dieselben Bemerkungen bei jeder Seitenkante 
jener Pascal’scben Pyramide wiederholen , so liegen samnit- 
liche sechs Seitenkanten der gegebenen Pascal'scben Pyramide 
in der durch die Gleicbung (18) gegebenen OberHache zweiter 
Ordnung. 

Eine clmrakteristiscbe Eigenschaft dieser Oberfliiche lasst 
sich leicht aus ihrer Gleicbung (18) erkennen, wenn man die 
Spitze P der Pyramide in den Coordinatenanfangspunkt legt. 
Denu in dieser Voraussetzung werden die Ausdriicke a, b, c, r’, 
woraus die Gleichung (18) zusammengesetzt ist, lineare homo- 
gene Ausdriicke von der Form: 
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tix — f- v y -j— iv z y 

welche sammtlich den Factor k erhalten, im Uebrigen abor 
ungeandert bleiben, wenn mail fiir x, y, s respective set/.t 
lex, ky, kz. Durcli diese Aenderung erhiilt der linke 'i’lieil 
der Gleichung (18) den Factor k 2 , bleibt aber im. Uebrigen 
ungeandert. 

Wenn daher x, y, z die Coordinaten irgend eines I’unk- 
tes der Oberfliiche (18) sind, so sind auch k x , ky, kz die 
( foordinaten eines Punktes derselben Oberfliiche. Geometrisch 
bedeutet dieses, dass jede gerade Lime, welche irgend einen 
Punkt der Oberfliiche mit dein Coordinateuanfangspunkt P 
verbindet, in ihrer ganzen Ausdehnnng in der Oberfliiche 
liegt. Die Oberfliiche (18) besteht daher aus lauter geraden 
Linicn, die in dera Punkte P /.usammenstossen. Eine solche 
Oberfliiche neunt man einen Kegel, und da derselbe durcli 
eine Gleichung zweiter Ordnung (18) definirt wird, einen 
Kegel zweiter Ordnung. Man hat daher den Satz ,,dass die 
seclis Seitenkanten einer Pascal’schen Pyramide in eiuem Kegel 
zweiter Ordnung liegen." 

Um die wahre Bedeutung dieses Satzes zu erkennen, be- 
darf es zweier Voraussetzungen , die freilich erst in den spii- 
teren Untersuchungen bewiesen werden; erstens, dass ein 
Kegel zweiter Ordnung durch fiinf Kauten desselben unzwei- 
deutig bestimmt ist, zweitens, dass eine durch zwei Kauten 
des Kegels zweiter Ordnung gelegte Ebene den Kegel nur in 
diesen zwei Kauten schneidet. [Wir weisen auf die vierzehnte 
Vorlesung hin, in welcher die Voraussetzungen bewiesen wer- 
den.] Denn macht man diese Voraussetzungen, so sieht man, 
dass der angegebene Satz alle Kauten des Kegels zweiter Ord- 
nung linear construiren lehrt, wenn fiinf Kauten des Kegels 
gegeben sind; woraus wiederum folgt ,,dass alle einem Kegel 
zweiter Ordnung einheschriebenen seebsseitigen Pyramiden 
Pascal'sche Pyramiden sind.“ 

Definirt man einen sphiirischcn Kegelschnitt als 
die Schnittcurve eines Kegels zweiter Ordnung und einer 
Kugei , deren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels liegt, so 
Obertriigt sicli der bewiesene Satz auf die Kiigeloberfliiche wie 
folgt: 

IIssHB, analyt. Geoiuetr. d. Uautnea. Autl. 4 
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Die Ecken eines Pascal'schen Seelisecks auf der 
Kugeloberfliiche liegen auf einem spliarischen Ke- 
gel s c li n i 1 1. 

Der aus den augegebenen Voraussetzungen hervorgcgan- 
geue Satz, auf die Kugelobcrflaclie ubertragen, liisst sieh also 
wiedergebeu : 

Jedes, einem spliarischen Kegclsehnitt einbe- 
schriebene, sphiirische Sechseck ist ein PascaP- 
sches Sechseck. 

Das Princip der Kugel, angewendet auf diese beiden Siitze, 
veranlasst die Frage, welches die Curve sei , die von den gross- 
ten Kreisen der Kugeloberflilche berQhrt wird, deren Pole 
einen spliarischen Kegelsehnitt beschreiben. Es liisst sich 
nachweiscn , wozu die spiiteren Untersuchungen [in der vier- 
zelinten Vorlesung fiber Kegel zweiter Ordnung] die Mittel 
bieteu, dass diese grossten Kreise einen sphiirischen Kegel- 
schnitt berflhreu. Setzt man dieses als bewiesen voraus, so 
ergeben sich durch das Princip der Kugel aus den zuletzt an- 
gegebenen Siitzen neue, die sich, gleich wie jene, auch auf 
die Ebene Ubertragen lassen. 

Die Geometric auf der Kugeloberfliiche, auB welcher in den vor- 
stehenden Vorlesungen nur einzelne Siitze entwickelt worden sind, ist 
allgemeiner, aia die Geometric in der Ebene. Denn wenn man Punkte und 
gerade binien in der Ebene als Punkte und grflsste Kreiae auf der Kugel- 
oberlliiche auffaest, bo hat nicbt jcder Satz in der Ebene, ohne Be- 
Bebriinkung auf dan unendlioh Kleiue, aeincn entsprechenden Satz auf 
der Kugeloberfliiche. Dagegen hat jedcr Satz auf der Kugeloberfliiche 
seine Gultigkeit in der Ebene, wenn die Figur, von welcher dcr Satz 
handelt, sich auf einen unendlieh kleinen Theil der Kugeloberfliiche be- 
M'briinkcu liisst. 

Die Zahl der Siitze auf der Kugeloberfliiche ist viel grosser, als die 
Zahl der Siitze in der Ebene. Ueberdies hat die Geometric auf der 
Kugeloberfliiche den Vortheil zweier Uebertraguugsprincipe zur Ver- 
doppolung der Siitze, des genannten Priiicipes dcr Kugel und des Prin- 
cipes der Reciprocitiit , wiihrend die Geomctrie in der Ebene nur von 
letzterem Gehrauch machen kann. Es lassen sich daher die Siitze auf 
der Kugeloberfliiche in einen viel innigeren Zusammcnhang hringen, als 
die entsprechenden Siitze in der Ebene. 

In der Ebene lassen sich zum Beispie! eine Ellipse und ilire Brenn- 
punkte nicbt als entsprecliende Figur einer Hyperbel und ihrer Asymp- 
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totcn auffassen. Dariun kennt man in der Ebene auch koine Verbin- 
dung zwisclien den Siitzen von don Brennpunkten einer Ellipse und den 
Siitzen von den Asymptoten einer Hyperbel. Anf der Kugeloberfliiche 
ist das Princip der Kugel das Hand zwisclien dieaen Siitzen. Denn den 
Hrennpunkten eiues sphiirischen Kegelschnittes entsprechen nach dem 
erwiihnten Principe die Asymptoten eines anderen sphiirischen Kegel- 
schnittes, wie umgekelirt. 

Die Geometric auf der Kugeloberfliiche kennt keinen Unterschied 
zwischen sphiirisehcr Ellipse, Hyperbel nnd Parabel. Ein spbarischer 
Kegelschnitt hat sowolil Bronnpnnkte wie Asymptoten. Es lassen sich 
darum die Eigcnscliaftcn der drei Gattungen Kegolscbnitto in der Ebene, 
die dort getrennt behandelt werden, auf der Kugeloberfliiche an einera 
und demselben sphiirischen Kegelschnitt studiren. 

Zur Einlcitung in das Studium der sphiirischen Kegelschnitte sei 
folgende Aufgabc empfohlen: 

„Den geometrischen Ort eines Punktes c auf der Kugeloberfliiche 
„zu beetinimen, zwischen dessen sphiirischen Abstunden ca und cb von 
„zwei gegebenen Punkten a und b auf der Kugeloberfliiche die Relation 
„bestelit: 

ca -f- eft = 2 A. 

Es wird sichzeigen, dass der Radius der Kugel, welchcr durch den 
variabeln Punkt c geht, einen Kegel zweiter Ordnung beschreibt. Nach 
der Definition ist dann der gesuchte geometrisebe Ort des Punktes c ein 
sphiirisehcr Kegelschnitt. 

Diese aus den Brennpunkten a und b der Ellipse in der Ebene auf 
der Kngeloberfliiche nachgebildete Curve ist zugleich der Hyperbel nach- 
gebildet. Denn ist a' der Punkt auf der Kugeloberfliiche, in welcbein 
der, durch a gehende, Durchmcsser die Kugeloberfliiche zum zweiten 
Male trifft, so ist: 

ca co' = 2.R , 

und wenn man die erstc Relation von dieser abzieht: 
ca' — cb = 2 H — 2zl , 

welches beweiset, dass, wenn man fur die Brennpunkte a und b die 
Brennpunkte a' und b nimmt, fur diese letztgren die Differenz der Brenn- 
strahlen eine constante Grosso ist, wie fur die erstereu die Summe. 

Construirt man zu der in Rede stehenden Figur die Polarfigur, 
niimlich denjenigen sphiirischen Kegelschnitt, welchcr nach der letzten 
Bemerkung in der Vorlesung von dem griissten Kreise berfihrt wird, 
* dessen Pol der variable Punkt c ist und die griissten Kreise, deren Pole 
a und b siud, so sind diese beiden griissten Kreise die Asymptoten des 
construirten Kegelschnittes. Denn man hat mit der Liisung der vorge- 
legt.cn Aufgabe und durch das Princip der Kugel zugleich den Beweis 
des Satzes: 

„Wenn eine Seite eines sphiirischen Dreieeks sich so bewegt, dass 
,,der Inhalt des Dreieeks nnveriindert bleibt, so beriihrt die bewegliche 

4 * 
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„Seite in alien ihren Lagen eineu uml denselben sphariscben Kegelschuitt, 
„dcssen Asymptoten die beiden auderen Seitcu des Dreiecks Bind. 

Wcnn wir noeh welter vorgreifeu wollen in die apittere Vorlesung 
iilier die Kreisscbnitte dor Olierflilelie zweiter Orduung, bo konneu wir 
hier xchon die Frage erheben „nach deni Zusamm enliauge der Asymp- 
toten eines sphilrischeu Kegelschiiittes und den Kreisscbnitten des Kegels 
zweiter Orduung, welcher auf der Kugelolierfliitlie den spbilriscben 
Kegelschuitt begrenzt.* 1 Man wird linden, dass die Asymptotenebcneu 
den Kegel in Kreisen scbneideu. 


Fftnfte Vorlesung. 

Der Punkt im Raumo und Punkte im Raumo. 


Wie die Lage eines Punktes iiu Raunie durch drei Gro- 
ssen, durch seine Coordinaten, unzweideutig bestimmt ist, so 
kaim man auch die Lage eiuer beliebigen Ebene im Raumo 
durch drei Grossen ausdriicken. Ist uilmlicli die Gleicliung 
irgond eiuer Ebene: 

(1) ux + *’*/ + wz + 1 = 0 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder Ebene 
zuriickfiihren lilsst, so sieht man, dass die Lage dieser Ebene 
allein abhiingt von den Werthen der Oonstanten u, v . ir, 
welche linear in die Gleichung eingehen. Weil diese Con- 
stanten die Lage der Ebene im Raurne unzweideutig bestim- 
meii , so werden wir sie die Coordinaten der Ebenen nenuen, 
oder Ebenencoordinaten, zum Unterschiede von den einen 
Punkt im ltaume bestimmenden Puuktcoordinaten. 

Sind dcmnaeh die ('oordinaten it , v, w einer Ebene ge- 
geben, so kann man aus ilinen die Gleichung (1) zusammen- 
setzen, die Gleichung der Ebene, durch welche die Ebene * 
selbst im Raume bestimmt ist. Die Coordinaten der Ebene, 
geometrisch gedeutet, sind also die negntiven reciproken Ab- 
schnitte, welche die Ebene auf den Coordinatenaxen macht. 

Fragt man nacli den Eigcnschaften aller Punkte, deren 
Coordinaten irgend eiuer gegebenen linearen Gleichung der 


Digitized by Google 


. Per Puukt irn llaume und l’mikte im Raume. 


r.:i 


Coordinate]! geniigeu, so weiss man, dass alle diese Punkte 
auf einer und derselben Ebene liegen. Die analoge Fragc im 
Falle von Ebenencoordinateu stellt sich so: welche Eigeu- 
schaften haben alle Ebenen, deren Coordinaten irgend einer 
gegobenen linearen Gleichung genfigen : 

(2) An + li v + Ctc + D = 0. 

Es wird sich zcigen, dass alle diese Ebenen durcli einen 
und denselben , durcli die Gleichung (2) bestimmten , I’unkt 
hindurehgelien. Wenn nun im ersten Falle die gegebene, in 
Puuktcoordinateu lineare , Gleichung die Gleichung dcr Ebene 
genannt wurde, so verlangt die Analogic in dem anderen 
Falle, dass msin die gegebene, in Ebenencoordinateu lineare, 
Gleichung (2) die Gleichung des Punktes nenne, durcli 
welchen alle jeue Ebenen gelien. Von dieser Benennungs- 
weisc soli in dem Folgenden ein vielfaltiger Gebraueh ge- 
macht werden. 

Es bleibt aber noch nachzuweiseu ilbrig, dass alle Ebe- 
nen (1), deren Coordinaten der Gleichung (2) geniigeu, wirk- 
lich durch einen und denselben Punkt hindurehgelien. Uni 
diesen Nachweis zu fiihren , kann man bemerken , dass in der 
Gleichung (2) die Coordinaten n , v beliebige Wertlie anneh- 
men, diiss iiber der Werth von w durch sie bestimmt ist. 
Set/.t man daher diesen Werth von w in die Gleichung (1), 
so erlialt man die Gleichung aller Ebenen (1), deren Coor- 
dinaten der Gleichung (2) geniigeu, in der Form: 

(3) . . (Cx — Az)u -f ( Ctj - Bz)v -j- (C — I)z) — 0 

init den beiden ganz willkiirlichen Constauten u, v. Diese 
Gleichung ist aber zusamruengesetzt aus den Gleichungen der 
drei Ebenen: 

(4) Cx-Az = 0, Cy — Hz = 0, C—Dz = 0. 

Die Ebene (3) gelit also durch den Schnittpunkt P der drei 
Ebenen (4), dessen Coordinaten sind: 

/r , ABC 

(o) ...... z—jj, y—j)> d • 

Dieser Punkt P ist es also, welchen die Gleichung (2) 
analytisch darstellt. Es ergiebt sich liieraus zugleich cine 
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Ilegel fiir die Bestiminuilg der Coord inaten eines, durcli seine 
Gleichung gegebenen, Punktes, wie fiir die Gildung der Punkt- 
gleichung, wenn die Coordinaten des Punktes gegeben siud. 
Denu bringt man die gegebene Punktgleichung (2) durcli Multi- - 
plication mit einem constantcn Factor auf die Form, in wel- 
cher das constante Glied gleicli der Einheit ist, so sind die 
Cocfficienten von u, v, to die Coordinaten des Punktes. Multi- 
plicirt man dagegen die gegebenen Coordinaten nines Punktes 
respective mit den Ebenencoordinaten und setzt die Summe 
dieser Producto zur Einlieit addirt gleich 0, so hat man die 
Gleichung des Punktes. 

L)a die Gleichung (1), welche durch die Gleichung (2) 
auf die Form (3) gebracht wurde, in dieser Form mit den 
beiden willktirlichen Constantcn u, v nacli (14) der ziveiteu 
Vorlesung alle mbglichen Ebenen darstellt, welche durch den 
Punkt P gehen, so sieht man, dass die variabeln Ebeneneo- 
ordinaten n, v, to, welche nur der Gleichung (2), der Glei- 
chung des Punktes P, geniigen, alien mbglichen Ebenen zu- 
gehbren, welche durch diesen Punkt. gehen. 

Hie Form (2) der Gleichung des Punktes wild fortan die 
allgemoine Form derGleichung des Punktes genanut 
werden zum Unterschiede von der Form: 

(6) « it -f- b v -(- c to -f- 1 — 0 , 

die wir die Normalform der Gleichung des Punktes 
nenuen. 

(7) . . . Wenn die Coordinaten U, V, Weiner Ebene 
und die Gleichung eines Punktes im Raume in der 
Normalform gegeben sind, den senkrechten Ab- 
stand des Punktes von der Ebene zu bestimmen. 

Diese Aufgabe liisst sicli leiclit zuruckfiihren auf die Auf- 
gabe (7) in der zweiten Vorlesung. Denn es ist die Gleichung 
der Ebene in der Normalform : 

Ux + Vy +Wz+ 1 = Q 
— V(U‘+V‘+W’) 

und wenn (6) die gegebene Gleichung des Punktes ist, so hat 
man die Coordinaten desselben 

a', b , c. 
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Daraus ergiebt sick nun uach der in (8) der zweiteu Vor- 
lesung angegebeneu Kegel der senkreclite Abstand des runk- 
tes von der Ebene: 

j _ Ua + Vb + W c -f t 

~ V {IP + v* + W) * 

Vergleicht man diesen Au.sdruck uiit ((>), so kann man 
fulgeude Kegel aufstellen: 

(8) . . . Wenn man den linken Theil einer in d'er 
Normalform gegebeuen Gleichung eines Puukles 
dividirt durch f / (u } -J- v' 1 -j- tv' 1 ) , so driickt der Quotient 
den seukreehten Abstand des Punktcs von einer, 
dureli ihro Coordinaten u, v, w gegebeuen, Ebene 
a us. 

Setzt man: 

(0S i SflH + b + C»+l, 

yl| ez a,u -j- b,v -f- c,w -j- 1 , 
so wird nach (8): 

(10) A — A, = 0 

die Bedingung ausdrticken, dass eine, dureli ihre Coordinaten 
«, v, vo bestimmte, Ebene von den, durch ibre Gleichungeu 
.1 — 0 und A, = 0 gegebeuen, Punkten gleich weit abstehe. 

Da (10) aber die Gleichung eines Punktcs ist, so werden alle 
Ebenen , deren senkreclite Abstiinde von den beiden Punkten 
gleich sind, durch jenen Punkt hindurehgehen. Es ist dieses 
bekanntlich derjenige Punkt, der auf der Verbindungslinie 
der beiden gegebeuen Punkte in dem Unendlichen liegt. 

Sind die senkreckten Abstiinde der Ebene von den beiden 
gegebeuen Punkten gleich, aber von entgegengesetzten Vor- 
zeichen, so hat man dafiir die Bedingung: 

( 11 ) • A + A t = 0 , 

welches die Gleichung desjenigen Punktes ist, der die Ver- 
bindungslinie der beiden gegebeuen Punkte A = 0 und A x ■= 0 
halbirt. Denn alle Ebenen, wolche durch diesen Punkt gehen, 
haben von den beiden gegebenen Punkten gleiche, aber dem 
Vorzeichen nach entgegengesetzte , Abstiinde. Man hat daher 
den Salz; 
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(12) . . . Wenn -4 = 0 uud A t =0 die Gleicliungen 
zweier gegebeneu Punkte in der Normalform sind, 
so sind A — A, = 0 uud A -f- A, = 0 die Gleichuugen 
zweier anderen Punkte auf der Verbindungslinie 
der ersteren, von welchen der eine in dem Unend- 
lichen liegt, der andere die Verbindungslinie lial- 
b i r t. 

Die Beraerkung, dass die Gleicliungen (10) und(ll) der 
Punkte, welche auf der Verbindungslinie der gegebenen Punkte 
A = 0 und A x — 0 liegen , aus den Gleicliungen der gegebe- 
nen Punkte zusanmiengesetzt sind, liisst sicb erweitern wie 
folgt : 

(13) . . . Wenn zwisclien den Gleicliungen drcier 
Punkte U — 0, U t = 0, U 2 =0 die Identitsit statt hat: 

k U + ft, U t + k,U t = 0 , 

so liegen die drei Punkte auf einer und dersclbeu 
geraden Linie. 

Die Coordinaten aller Ebenen, welche durch die beiden Punkte 
U = 0 und 17, = 0 hindurchgehen, geniigen diesen beiden 
Gleichuugen zugleich; sie geniigen also auch, mit Riicksicht 
auf die Identitat, der Gleichung U 2 = 0. Da aber alle Ebe- 
nen, deren Coordinaten der Gleichung U 2 = 0 geniigen, durch 
eiuen und denselben Punkt U t — 0 gelien, und die vorhin 
erwiihnten Ebenen, welche durch die Verbindungslinie der 
beiden Punkte gelien, mit zu diesen Ebenen geluften, so muss 
der Punkt U 2 — 0 auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 
liegen. 

(14) . . . Wenn zwisclien den Gleichuugen von vier 
Punkten U = 0, t/, = 0, t/ 2 = 0, U 3 = 0 die Identi- 
tat statt hat: 

k U + W + k. 2 U 2 + 1: 3 P 3 = 0, 

so liegen die vier Punkte auf einer und derselben 
Ebene. 

Man hat uur eine Ebene, deren Coordinaten den drei Punkt- 
gleichungen U = 0, U { = 0, U 2 — 0 zu gleicher Zeit ge- 
niigen, niiinlich die Ebene, wclclie durch die drei Punkte 
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hindurchgeht. Die Coordinaten dieser Ebene geuiigen, mit 
Rttcksicht auf die Identitiit, der Gleichung Z7 3 — 0. Da nun 
alle Ebenen , welche der Gleichung U 3 = 0 geniigen , durch 
einen und denselben Punkt U 3 — 0 gelien, so muss nuch die 
angegebene Ebene durch diesen Punkt gehen. 

Die beideu letzteu Siitze (13) und (14), welche analog 
gebildet sind, wie die Siitze (13) und (14) der zweitcn Vor- 
lesung, kann man umkehreu, wie jene: 

(15) . . . Wenn U — 0, U , = 0, U 2 = 0 die Gleichuu- 
gen von drei Punkten sind, welche auf einer und 
dcrselben geraden Linie liegen, so lasscn sich immcr 
drei Constanten k der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

k U+kM +i t U t = 0 

(16) . . . Wenn U = 0, U, — 0, U 3 = 0, U 3 = 0 die Glei- 
chungen von vier Punkten sind, welche auf einer 
und derselben Ebene liegen, so lassen sich immor 
vier Constanten k der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

kU + k^+k^ + k.U,^ 0. 

Die Heweisc dieser umgekehrten Siitze (15) und (16) er- 
geben sich aus den Beweisen der analogen Siitze (15) und 
(16) in der. zweiten Vorlesung; man braucht nur die Bedeu- 
tung der Punkte und Ebenen zu vertausclien. 

Betrachtet man irgeud ein ebenes Dreieck, dessen Ecken 
durch die Punktglcichimgen in der Nonnalform gegeben seien : 

yl 0 = 0, == 0, Aj — 0, 

so hat man nach dem Vorhergehenden fur die Halbirungs- 
punkte der Seiten die Gleichungen: 

At -(- A 2 = 0 , A 2 -f- A 0 = 0 , A 0 -f- A t = 0. 
und die Gleichung: 

A + A + = 0 

stellt einen Punkt im Itaume dar, der nach (14) in der Ebene 
des Dreiecks und nach (13) auf jeder der drei geraden Linien 
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liegt, welche die Mitlelpunkte der Sekeu des Dreiecks ver- 
binden mit den gegenflbcrliegeuden Eekcn. Es ist dieses ein 
Satz, dem mun folgenden Ausdruck gebcn kaun: 

Wenu man die Mittclpunkte der Seiten eines 
ebenen Dreiecks verbindet durch drei gerade Li- 
uien mit den ihnen gegeniiberliegendcn Ecken, so 
schneiden sicli die drei Verbindongslinien in einem 
und dcmselbeu Punkte, dem Sell werpunkte des 
Dreiecks. 

Driicken die Punktgleicbungen in der Normalform: 

A 0 = 0 , A | = 0 , A. 2 = 0 , A j = 0 

die Eckeu eines Tetraeders aus, so lmt man fur die Halbiruugs- 
pnnkte der Kanten die folgenden Gleiebungen : 

-4 (p + A, = 0 , A 2 -j- A 3 = 0 , 

+ A-2 = 0 , A 2 "f" A | == 0 , 

+ ^3 = 0 » + - 4 2 — 0 . 

Zwei von diesen, in dcrselbeu Horizonlallinie stehenden, Glei- 
chungen zu eiuander adilirt geben dreimal die Gleichung: 

-'hi + -4, + A., -{- A.j — 0 , 

wodureh naeh (13) der Beweis des Satzes gefiihrt ist: 

Wenn man die Mittclpunkte der gegeniiberl ie- 
geuden Kanten eines Tetraeders durch drei gerade 
Linien verbindet, so schneiden sich die drei Ver- 
bin duugslinicn in einem und demselben Punkte. 

Man kaun aber.auch die zuletzt angefiihrte Gleichung 
vier Mai zertheilen in die Summe von drei Gliedern -f- einem 
Gliede, woraus nach (13) der Satz entspringt: 

Wenn man den Schwerpunkt einer jeden Seiten- 
fliiche eines Tetraeders durch eine gerade Linie 
verbindet mit der gegentiberliegenden Ecke des Te- 
traeders, so schneiden sich die vier Verbindungs- 
linien in einem und demselben Punkte. 
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Die Analogic, welche die vorstehenden Untersuchungeu 
luit der zweiten Vorlesuug bieten, erstreckt sicli auch auf die 
folgenden Ontersuchungen und die dritte Vorlesuug. 

Sucht man die Bcdingung, welche die Coordinaten u, v, w 
eiuer Ebene zu erfiilleu habcn, wenn die scukrechten Ab- 
stiinde der Ebene von zwei (lurch ilire Gleichungen in der 
Normalform gegebeneu Punkten : 

(17) A„ = 0 , A, = 0 

sich verhalten sollen wie zwei gegebene Griissen so 

findet man: 

(18) - — ^ = 0. 

Es ist dieses die Gleichuug eincs Punktes. Durch ihn 
gehen also alle Ebenen, deren senkrcchte Abstando die ge- 
nannte Eigenschaft haben. Die geometrische Anschauung 
lehrt, dass dieser Punkt auf der durch die beiden . Punkte 
gehenden geraden Linie liegt. Daher stellt die Gleichuug (18) 
eineu Punkt dieser geraden Linie dar. Die geometrische An- 
schauung lehrt ferner, dass die Abstiinde dieses Punktes selbst 
von den beiden gegebenen Punkten sich ebenfalls verhalten 
wie die gegebenen beiden Grossen o„ : u, . Daraus kann man 
wiederum schliessen, dass die Gleichuug (18) jeden beliebigen 
Punkt auf der Verbindungslinie dcr beiden gegebenen Punkte 
ausdriickt. Deun, welches auch der auf der Verbindungslinie 
angenommenc Punkt sei, es wird (18) die Gleichuug dieses 
Punktes sein, wenn a 0 und n, die Abstandb desselben von dftn 
gegebenen beiden Punkten ausdriicken. 

Bringt man, indem man A = — setzt, (18) auf die Form : 
(19) A 0 — AJ,==0 

und bezeichnet die gegebenen beiden Punkte mit 0 und 1, 
und einen dritten beliebigen Punkt auf der Verbindungslinie 
der gegebeneu Punkte mit 2, so wird dieses die Gleichuug des 
Punktes 2 sein, in der Voraussetzung, dass A den Werth hat: 


( 20 ) 


A = 


(20) 
( 21 ) ' 


Dieser Punkt liegt zwischeu den gegebenen beiden Punkten, 
oder ausserhalb durselben, je nachdem A negativ oder positiv ist. 
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Ein anderer Punkt3, der cben falls auf der geraden Linie 
liegt, hat zur Gleichung: 

(21) A 0 - (iA,=0. 

Das Verhaltniss: 


( 22 ) 


X _ ( 20 ) . ( 80 ) 
f* (21) • (31) 


u cunt man das anliarmoniscke Verhaltniss dcs l’unkte- 
paares 2 und 3 zu deni Punktepaare 0 und 1. 

Das anharmonische Vcrhiiltniss wird wieder / , wenn die 

m ' 

Gleichungen der heiden Punktepaare in der Form gegeben 
sind : 

(23) . . V„ = 0, K, =0, V 0 -lV t =f), V „ — mV x = 0, 

wovon man sicli leicht iiberzeugt, wenn man die allgemeiiien 
Formen V a , F, dor Gleichungen des ersteu Punktepaares durch 
ihrc Nomialformen ansdriickt. 


(24) . . . Gegeben sind die Gleichungen von vier 
Punkten, die auf einer und derselben geraden Liui e 
liegen: 

U 0 -W t = 0, U 0 — p f/| = 0 ; ?7 0 — A,Z7, = 0, 0, 

das anharmonische V erhiiltuiss des letzteu Punkte- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 


Dureh Zuriickfiihrung der gegebeneu Formen auf die Formen 
(23) erhalt man aus den letzteren das gesuchte anharmonische 

Verhaltniss - gleich: 


(25) 


x— -j, _ f — J*t. 
f»— l l ’ I 1 — I 1 ! 


Das anharmonische Verhiiltniss wird zu einem harmoni- 
se hen Verhaltniss, wenn .ersteres den Werth — 1 an- 
ninimt, und die heiden Punktepaare werden unter dieser Be- 
dingung harmonische Punktepaare. Man erliiilt daher 
aus (22) die Iledingung fiir harmonische Punktepaare auf einer 
geraden Linie : 


(26) 


(£ 0 ) , 

(21) "F 


(80) 

( 31 ) 


= 0. 
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Es ist dieses diesolbe Gleichung, welche wir am Schlusse 
der dritten Vorlesung unter (23) als Definition von liarmoni- 
schen Punkten auf einer gcraden Liuie aufgestellt liaben zum 
Zwecke der Uebertragung von Satzen der Kugeloberfliiclie auf 
die Ebene. Hire Discussion fill - specie! le Falle giebt- eine Vor- 
, stellung von der Lage von zwei liarnionischen Puuktepaaren 
zu einander. So kann man zum Beispiel bemerken , wenn 
von einem Punktepaare, welches harinonisch ist zu einem 
gegebenen Punktepaar, der . eine Punkt zwischen die gegebe- 
nen fiillt, duss der andere ausserhalb liegt; wenn der eine 
Punkt die von dem gegebenen Punktepaar begrenzte gerade 
Linie halbirt, dass der nndere in das Unendliche fiillt, und 
umgekelirt; endlicb, wenn der eine Punkt einem der gegebe- 
nen unendlich nahe riickt, d.ass der andere ilim ebenfalls un- 
endlich nahe riickt, so dass im Grenzfalle drei Punkte zu- 
sammenfallen. 

Da i'iir harmoniscbe Punkte * — — 1 ist. so stellen sicli • 

m ’ 

die Gleicbungen zweier harmoniscben Punktepaare also dar: 

(27) .. V u =0 , F,=0, V a — l\\ = Q, V 0 + l V, = 0. 

Sind allgemeiner die Gleicbungen von zwei Puuktepaaren 
auf derselben gcraden Linie gegeben in der Form (24), so 
erhiilt man die Bedingung , dass sie harmonisch zu einander 
seien, wenn man (2b) gleicli — 1 setzt, woraus die Bedin- 
gungsgleichung bervorgebt : 

(28) ... A,u — i + fO (^i + f*i) + = 0. 

Wenn daher von zwei harmoniscben Puuktepaaren drei 
Punkte gegeben sind, so ist der vierte harmoniscbe Punkt 
unzweideutig bestimmt. Aber es ist nicbt das Punktepaar 
bestimmt, welches harinonisch ist zu einem gegebenen Punkte- 
paar. Deshalb kann man sicli die Aufgabe stellen: 

(29) . . . Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, wel- 
ches harinonisch ist zu jedem von zwei gegebenen 
Puuktepaaren, die auf derselben geraden Liuie 
liegen. 

Sind : U 0 — k„ U, = 0 , U„ — l t U, = 0 , 

U tt ft, i Ui — 0 ) Ij 0 f*i i \ — o , 
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die Gleichungen der gegebenen Punktepaare , uml 
u 0 — XU, = 0, 
u„ — p U t — 0 

die Gleichungen des gesuchten Punktepaares, so hat man die 
Bedingungsgleichungen : 

Xp — 4 (}. -f- (i) (X„ -|- fi u ) -f- X„fi u = 0 , , 

Xp — 4" f*) (X, + Pi) + X,p, — 0- 

Hiernach sind die Unbekannten X uud ft als die Wurzeln 
einer leiclit zu bildenden quadratischen Gleielmng bestimmt. 
Man wird daher nur ein einziges Punktepaar linden, welches 
zu den gegebenen beideu harmouisch ist. 

Drei Punktepaare auf derselben geraden Linie bilden eine 
Involution, wenn ein viertes Punktepaar gefunden werden 
kann, welches harmonisch ist zu jedem der drei Punktepaare. 

Zwei gegebene Punktepaare auf derselben geraden Linie 
bestimmen naeh dem Vorhergehenden dasjenige Punktepaar, 
welches harmonisch ist zu jedem der gegebenen Punktepaare. 
Ein drittes zu dem bestimmten Punktepaare harmonisches 
Punktepaar wird also mit den gegebenen beiden eine Invo- 
lution bilden. Da aber von diesem dritten Punktepaare ein 
Punkt auf der geraden Linie beliebig gewiihlt werden kann, 
so sieht man, dass von drei Punktepaaren der Involution fun f 
Punkte auf der geraden Linie beliebig angenonuneu werden 
kiinnen , dass der sechste Punkt der Involution aber durch sie 
bestimmt ist. Es findet daher zwischen drei Punktepaaren 
auf derselben geraden Linie nur eine Bedingungsgleiehung 
statt, wenn sie eine Involution bilden. 

(30) . . . Es sind die Gleichungen von drei Punkte- 
paaren auf derselben geraden Linie gegeben: 

V n -X n Y,~Q, V 0 — A, F, = 0 , V g — A, F, = 0 , 

1^, — V, = 0 , V 0 (i, I , = 0 , V 0 ft., I' i = 0 ; 

die Bediugung anzugeben, unterweleher diesedrei 
Punktepaare eine Involution bilden. 

Stellt man die drei Bedingungsgleichungen in der Form 
(28) auf, die erfullt werden niQssen, wenn sich ein Punktepaar: 
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F fl -AF,=0, 

V 0 — f*F, = 0 

bestimmen lassen soil, welches harmonisch ist zu jedem tier 
' gegebenen Punktepaare, und eliminirt aus diesen drei Be- 
dingungsgleichungen A -j- u und Ap , so erlnilt man die ge- 
suchte Bedingungsgleichung: 

(31) (A„ — ft,) (A,— f*,)(A,— ft„)+(p«— A,)(fi,— A t ) (ft. 2 — A 0 ) = 0. 

Diese Bedingungsgleichung wird, wenu man setzt A„ = u 0 = A 
und zugleich A, = [i. 2 = p, die Bedingungsgleichung fiir vier 
liarmonische Punkte, die man erhiilt, wenn man den Aus- 
ilruek (25) gleieli — 1 setzt. Deshalb hat man den Satz: 

Wenn von drei Punktepaaren der Involution das 
cine Punktepaar mit einem Punkte, ein zweites 
Punktepaar mit einem zweiten Punkte znsammen- 
fallen, so ist das dritte Punktepaar der Involution 
harmonise!) zu den beiden Punkteu. 

Diese Gleichung (31) gelit ferner- uber in: 

A,p, — A,p 2 = 0, 

wenn die Gleicliungen der drei Punktepaare in der Form ge- 
geben siud: 

A a — 0 , A n Aj^l | — 0 , Ag — A.,vt, == 0 , 

A t = 0 , A 0 PtAf = 0 , Ag fi ? A | = 0 , 

woraus mit Riieksielit auf (20) die Relation hervorgeht: 

ri9\ (*>) ( 30 ) __ (£ 0 ) ( 50 ) _ n 

V ' > (21) (31) (41) (61) 

wenn A 0 und A , die Normalformcn bedeuten filr das erste 
Punktepaar 0 und 1 , und man das zweite Punktepaar mit 2 
und 3, und das dritte Punktepaar mit 4 und 5 bezcichnet. 

Die abgeleitete Gleichung (32) kanu als Definition dieueu 
fiir drei Punktepaare der Involution , gleich wie die beiden 
anderen Gleicliungen, w el che aus ihr durch Vertausehung von 
je zwei Punkten der drei Punktepaare hervorgehen. 

Es lassen sicli aber aucli die Gleicliungen von drei Puukte- 
paaren der Involution immer auf die Form zurilckfiihren : 


Digitized by Google 



64 

(33) 


Fiinftc Vorlesnng. 

K - KV, = o , r 0 - a, f, = 


A,F, = 0, 


^0 + ^=0, F 0 + A,F, =0, F 0 -f- A.j F, — 0 , 

indcin man das Punktepaar /.nm Grunde logt, F„ = 0 und 
F, «= 0, welches harmunisch ist zu jedem Ponktepaare der 
Involution. 

Setzt man , uni diese Gleichungen symmetriscb durch drei 
Symbole auszudriicken : 


V 


2 V 1 “ 

° K| l, — A s ’ 


F„ 


A F = 1 ■ — 

11 a, - a. 


F — A V 

’ o A j ' i 


F» 


* A, 

so liat man die identiseke Gleichung: 

^ ^ i + ^2 = 0 , 


und die Gleichungen der drei Puuktepaare der Involution (33) 
stellen sieli also dar: 


u. 


(35) 


0, 


u, = o , 

1\ _ U„ = 

P* Pu 

indem die Grossen fi 0 , p, , p, : 


r ' — r * = 0, 

p i f <* • 


0, 


Oi-o, 

U. _ l[i _ 

Po Pi 


0, 




A, + i, = ftu ’ A, + A„ “ ri 
ebenso willkiirlich bleiben als die Grossen A„, A, , A. r 

Man braucht daher nur die Gleichungen von drei Punkte- 
paaren auf die Form (35) zuruckzufiihreu und die identische 
Gleichung (34) nachzuweisen , urn den Beweis zu fiihren, dass 
die drei Punktepaare eine Involution bilden. 

Neben den Relationen (32) zwischen den Entfernungen 
der Ponkte der Involution von einander hat man noch anderc, 
die sieli aus den Gleichungen (34) und (35) leicht nbleiten 
lasscn, wenn man die Symbole U a , II x , U 2 durch ilire Nor- 
malformeu : 

Po^-'o — ^0 > Pi == -^i i == -^2 

ersetzt, wodurcli (34) und (35) ubergehen in: 


A u 


l Q A 
h> + A, 


== U, . 


(36) 


A " + A ' Hr - = 0 , 

Po Pi ■* P. 
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A„ = 0, A, = 0 , A, = 0, 

^ ' A\ Af _ 0 Af Ait __ q Aq A t __ q 

PiMi ?«.“« ’ Pt“/ Po“o ’ Po#H> Pi,U| 

Denn es ist naeh (20) fur die vorliegenden drei Punkte- 
paare 01, 23, 45: 

P,»i _ 02) P*Mj __ (8f) PoPo __ (30) 

Pt(*« (4-4) 7 Po(*o (30)’ p,fi, (52) 

woraus man durch Multiplication siimmtlieher Gleicliungen 
crlmlt : 

, = (12) • (34) • (50) 

(14) • (3d) • (52) 

Es ist dieses dieselbe Gleiehung, auf welche am Elide der 
dritten Vorlesung (24) die Betrachtung des unendlich Kleinen 
zuriiekfuhrte. Aus ihr erhiilt man endlich durch Vertausehung 
von 0 m it 1, oder 2 mit 3, oder 4 mit 5 noch drei andere 
Itelationen uelien der Gleiehung (38), die alle dieselbe Be- 
dingung, aber in anderer Form, ausdriieken und sich daher von 
einnnder ableiten lassen mfissen. 

Es wird dieses genilgen, um die doppelte Deutung von 
linearen symbolischen Ausdriieken und Gleicliungen von drei 
Variabeln anschaulich zu machen. Die weitere Durchfiihrung 
derselben in dem letzten Theile der dritten Vorlesung unter- 
liegt keinen Schwierigkeiten. Wir iibefgehen sie aber, weil 
sic nur zu solchen geometrischeu Siitzen fiihrt, die bereits 
(lurch das Princip der Kugel allgemeiner auf der Kugelober- 
fliiche nachgewiesen wurden und ihre Geltung in der Ebene 
durch die erwiihnte Betrachtung des unendlich Kleinen er- 
langen. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit einer Betrachtung des 
Tetraeders. Es seien: 

A 0 — 0 , A t = 0 , A 2 = 0 , A 3 — 0 

die Gleicliungen der Ecken desselben. Irgeml drei beliebige 
l’unkte auf den von der Ecke A u — 0 ausgehenden Kanten 
stellen sich uilter der Form dar: 



Die Diiferenz.cn dieser Gleicliungen ergeben: 

Hksse, atialyt. Oeometric d. Kaumcs. 2. Aufl. 5 


Digitized by Google 



Funfto VorleBUng. 


GG 




als Gleicliungen von drei Punkten auf den drei anderen Kan- 
ten des Tetraeders, die zugleich auf der durch die drei ersten 
Punkte gelegteu Ebene liegen. Man kann also sagen, dass 
man durch die sechs Kanten des Tetraeders eine beliebige 
Ebene gelegt babe. Die Schnittpunkte derselben mit den sechs 
Kanten drOcken jene sechs Gleichungen aus. Die Gleichun- 
geu der vierten harmonischen Punkte auf den Kanten des 
Tetraeders sind dann respective: 


A„ 

«0 


+ 



A '=0, — 0 4- 
a, ’ « 0 1 

^*=0, A ' 4- 

«J ’ «1 




A, A. 
a | ' a, 


0. 


Durch Addition je zweier von diesen Gleichungen, die 
unter cinander stehen, erhiilt man die Gleichung: 


Aj i A| i A t , A a y 

«o ' «i ' «« ' a a 


Darauf beruht aber nach (13) der Beweis des Satz.es : 


Wenn man die Kanten oder die Verliin gerungen 
der Kanten eines Tetraeders dure h eine Ebene schnei- 
det, und auf jeder Kante zu deni Schnittpunkte den 
vierten harmonischen Punkt construirt, soschnei- 
den sich die drei geraden Linien, welclie die vier- 
ten harmonischen Punkte auf den gegeniiberlicgen- 
den Kanten paarweise verb in den, in einem und dem- 
selben Punkte. 

Rflckt'die, die Kanten des Tetraeders schneidende, Ebene 
in das Unendliche, so werden die vierten harmonischen Punkte 
die Mittelpunkte der Kanten. 
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Sechstc Vorlesung. 

.Homogene Coordinaten. Gerade Linien im 
Raume. 


Urn die Vortheile der Symmetric in der analytischen Geo- 
metric zu liaben, drilckt man den Ort eines Punktes im Raume 
durch vier Coordinaten x, y, z, p aus. Man versteht dar- 

unter vier Grossen, deren Verhiiltnisse x > ^ > ~ die gr- 
' PPP 

briiuchlichen rechtwinkligen Coordinaten des Punktes darstel- 

len. Wir werden fortan jene vier Grossen die Coordinaten, 

oder die homogenen Coordinaten des Punktes nennen, die 

angegebenen Verhiiltnisse dagegen die rechtwinkligen 

Coordinaten des Punktes. 

Dieses vorausgesetzt, werden die Coordinaten eines Punk- 
tes die Lage desselben im Raume zwar unzweideutig bestim- 
men, aber nicht umgekehrt sind die Coordinaten eines Punk- 
tes vollstiindig bestimmt, wenn die Lage des Punktes im 
Raume gegeben ist. 

Ein Pgnkt im Raume hat hiernacli unendlich viele Werthe 
seiner Coordinaten, deren Verhiiltnisse zu einander aber be- 
stimmt sind. Umgekehrt werden mehrere Systeme von Coor- 
dinaten einen und denselben Punkt bestimmen, wenn ihre 
Verhiiltnisse dieselben sind. 

Die Gleichung einer Ebene durch rechtwinklige Coordi- 
naten ausgedrUckt: 

Ax -f- By + Cz -f; D = 0 

wird durch Einfiihrung der homogenen Coordinaten, indem man 

p’ p rea P ec ^* ve fdr x, y, z setzt, und mit p multiplicirt, 
zu einer homogenen Gleichung derselben Eben^: 

Ax -f- By -|- Cz -f- Dp = 0. 

Ist daher U — 0 die Gleichung einer Ebene in recht- 
winkligen Coordinaten und man setzt pU = W, so wird W =0 
die homogene Gleichung derselben Ebene, wenn man fur die 
Product* xp, yp, zp, p die neuen Coordinaten x,y,z,p setzt. 

6 * 
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Umgekehrt, ist W ■= 0 die homogene Gleichung einer 
Ebene, so braucht man in ihr nur p = 1 zu setzen, uni die 
Gleichung derselben Ebene in rechtwinkligen Coordinaten zu 
erhalten. 

Man ersieht hieraus, dass sich mit den homogenen For- 
men der Gleichungen von Ebenen ebenso operiren liisst, nls 
mit den allgemeinen Formen. 

Sind zum Beispiel die Gleichungen von zwei Ebeuen- 
paaren, die sich in derselben geradeu Linic schneiden, in der 
allgemeinen Form gegebeu: 

U t = 0, 17, =0, U 0 -XU t = 0, U 0 -pU,= 0, 

so stellen sich die Gleichungen dieser Ebenen, indem man 
setzt p U„ — W n , p U i = W, in der homogenen Form ebenso 
dar: 

W 0 = 0, IF, = 0, W B — A IF, = 0 , W„— p W, = O, 

Diese homogenen Gleichungen gehen wieder in die vorher- 
gehenden Uber, wenn man p = 1 setzt. L)as anharmonische 

Verhaltniss * des zweiten Ebcnenpaares zu deni ersten liisst 

sich im ersten wie in dem zweiten Falle aus den Gleiehuu- 
gen ablesen. 

Gleichzeitig driickt man die Lage einer Ebene im Iiauiuc 

durch vier Ebeneneoordinaten, homogene Ebenencoordi- 

naten, «, r, tv , r aus. Man versteht darunter die Coeftici- 

enten der Variabelu in der homogenen Gleichung der Ebene. 

Die gebrauchlichen rechtwinkligen Ebeneneoordinaten sind 

demnach die durch die Lage der Ebene im ilaume gegebenen 

Verhaltnisse " > ' > " • 
r r r 

Die Gleichung eines Punktes: 

A n -f- Ji r -f- C w -j- 1) = 0 

wird durch EiufUhrung der homogenen Ebeneneoordinaten, 
indem man " > ’ > " fflr u, v, tc setzt und mit r multinli- 
cirt, zu einer homogenen Gleichung desselben Pnnktes: 

A it -j- Hv -f- Civ -j- J)r = O. 

Ist daher U =«= 0 die Gleichung eines Punktes in recht- 
winkligen Ebeneneoordinaten, und man setzt rV = H , so 
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wird H = 0 die homogene Gleichung desselben Punktes, wenn 
inan fiir r u , rv, rw, r respective setzt u, v, w, r. 

1st umgekelirt R — 0 die homogene Gleichung eincs Punk- 
tes, so geht dieselbe, wenn man in ihr r — 1 setzt, in did 
durcli rechtwinklige Ebcnencoordinaten ausgedriickte Glei- 
chung desselben Punktes fiber. 

Fiir diese homogenen Formen der Punktgleichungen gel- 
fcn daher dieselben Eutwickelungen, die wir fiir die allge- 
meinen Formen der Punktgleichungen gegeben haben. 

Sind zum Bcispiel die homogenen Gleichungen von zwei 
Punktepaaren auf derselbcn geraden Linie gegeben in der 
Form : . 

= 0 , R t = 0, R 0 ^Mt t = 0 , R 0 — pR l = 0 , 
so hat man das anharmonische Verhiiltuiss des zweiten Punkte- 
paares zu dem ersten gleich * • 

Der Vortheil der homogenen Coordinaten tritt erst in den 
folgenden Betraehtungen zu Tage. 

Wenn man mit lit den Ausdruk bezeichuet: 

Ih = x k u -f- j f t v -f e k W + ihr , 

so sirnl: 

r b ~=o, k, = o . 

- die homogenen Gleichungen zweier Punkte 0 und 1 , die durcli 
ilire Coordinaten x 0 , y 0 , z 0 , p n und x, , y, , z l , p, gegeben 
sind. Es ist ferner: 

= 0 

die Gleichung irgend eines Punktes 1 J auf der Verbindungs- 
linie der beiden gegebcnen Punkte. Bezeichuet man mit x, 
i/, z, p die Coordinaten dieses Punktes und bestimmt diesel- 
ben aus der zuletzt angegebenen Gleichung, so erhalt man: 

X = ^Q^(| "f- ) 

y = + a i2/i > 

v ) 1 , j. i , 

* A 0"0 A l*l > 

P = Vo + A lf>l - 

Ilieraus ergeben sicli nun die Coordinaten x, y, e, p aller 
Tunkte auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 0 und 1, 
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weim man A„ und A, beliebig variiren liisst. Man kaun aber 
auch A„ = 1 setzen und allein A, variiren lassen. Die Coor- 
dinaten des zu P harmonischeu Punktes erhiilt man aus (1), 
wenn man A, in — A, umwaudelt. 


Aus den gegebenen Gleichungen von drei Punkten 0, 1, 2: 
R 0 = 0 , If, = 0 , Pj = 0 

setzt sich die Gleichung eines beliebigen Punktes der Ebene 
zusammen, die durch die gegebenen drei Punkte hindurch- 
geht: 

4" + A 2 Pj = 0. 

Die Uoordinaten x, y, js, p dieses Punktes stellen sich dar wie 
folgt: 

x = A„ 2 0 4~ A, a:, -f- X 2 x 2r 

^2) v = x *y» + + * 2 y 2 > 

z == XqZq 4 “ A|2j 4 " A 2^2? 

V = *nPn 4" *iJPt 4* l-dhi 

Dies'e Ausdriicke geben die Coordinaten aller Punkte der ge- 
nannten Ebene, wenn man A 0 , A,, A 2 beliebig variiren liisst 
oder auch nur zwei von dieseu Grossen. 

Ebenso setzt sich aus den gegebenen vier Punktglei- 
chungen : 

7f„ = 0, If, => 0, lt 2 = 0, If 3 = 0 


die Gleichung eines beliebigen Punktes im liaume zusammen : 

+ ^i-K| 4~ Ajlfj -)- A 3 P 3 = 0, 

woraus man die Coordinaten x, y, z,p dieses Punktes erhiilt: 

X — ^O^io 4" A,#, 4" ^2*2 4“ ) 

( 3 ) y = *o»/n 4- ^\V\ 4- + ^ 3 . 

z = A 0 2 0 4“ A, z t 4" ^ 2^2 4* ^ 3^3 > 
v — 4" 4” t-dh 4~ > 

Die aualogen Betrachtungen , angestellt bei homogenen 
Gleichungen der Ebenen, fiihren auf ganz analog gebildete 
Relationen. 

Bezeichnet man niimlich mit Wt den Ausdruck: 

IP* = wt-r 4* l 't'J 4- «** 4- np , 
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so hat man die Gleicliungen zweier durch ilire homogeneu 
(Joordinaten it # ,-i> 0 , tf„, r 0 und i>, , if, , r, gegebenen Ebe- 
nen 0 und 1 : 


ir 0 = o, w t = o. 


Irgend eiue Ebene, die durch die Schnittlinie der gege- 
benen Ebenen hindurchgeht, hat zur Gleiehung: 

W + 0. 

Wenn nun w, v, to, r die Coordinaten dieser Ebene' be- 
zeiebnen , so hat man : 


« = V<o + Vi , 

V = Vo + Vl , 

w = A 0 tf 0 -f A, if, , 

r = Vo + Vll 

und man erhiilt die Coordinaten aller durch die genannte 
Schnittlinie gehenden Ebenen , wenn man A 0 und A, variiren 
lasst oder auch nur eine von diesen willkilrlichen Grossen. 
Fixirt man aber eine von diesen Ebenen, so erhiilt man die 
Coordinaten der ihr zugehorigen vierten harmonischen Ebene 
aus (4), wenn man fur A, setzt — A,. 

In iilmlicher Weise driickt man die Coordinaten w, v, if, r 
einer beliebigen Ebene, welche durch den Sehnittpunkt dreier 
durch ilire Coordinaten gegebenen Ebenen hindurchgeht, durch 
folgende Gleichungen aus: 

u = A n it„ -f- A, it, AjM 2 , 

^ v •= X 0 v 0 + X,v, + 

w = A 0 tf„ -f- A, tf, -|- Ajifj , 

r = Vo + Vl + *2 r 2> 


Endlich lassen sich die Coordinaten it, v, w, r irgend 
einer Ebene im Raume durch die Coordinaten von vier Ebenen 
also ausdriicken: 


« = Vo + Vl + V«2 + *3«3> 
0 = Vo + Vl + Vl + V 3 > 

W = A u if 0 -f A, If, + Ajtf 2 -f A 3 if 3 , 

r = Vo + Vl + Vl + Vs» 
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Stellt man die homogcneu Gleichungcu von vier Ebenen 
0, 1,2, 3, welclie sick in einer und derselben geraden Liuie 
schneideu : 

w n = 0, W—0, W 0 — IW X = 0 , W 0 - g IF, = 0 

zusammen init den homogenen Coordinaten von irgend vier 
Punkten 0, 1 , 2, 3, welthe in derselben geraden Linie liegen: 

Xq t Xf , x lt / x i , x n mx , , 

?/o, Vi, Vo ~ h Ji , Vo — m V\, 

*o , z, , z 0 — , *o — »»-'i , 

Vo , Pt > Vo — l lh > Vo — »»l'i 1 

und drfickt die vier Bedingungen aus, die erfiillt werdeu lniis- 
sen, wenu diesc vier Punkte respective in den vier Ebenen 
liegen, so erhiilt man: 

flV = 0, TF, 1 — 0, IW 0 '+ A1P 1 »=0, mH^' + fiTT, 0 — 0, 

wcnn IP,, 0 und W t ° die Ausdrticke bczeichnen, in welclie W„ 
und W t ilbergehen durch Vertauschung der variabeln Coor- 
dinaten mit den Coordinaten des Punktes 0, und wenu IK,, 1 , 
W t 1 die Ausdriicke bczeichnen, in welche IP„ und W, Uber- 
gelien durch Vertauschung der variabeln Coordinaten mit den 
Coordinaten des Punktes 1. Aus den beiden letzteu Bedin- 
gungen erhiilt man aber: 

I _ l 
m fi ’ 

dass lieisst, die Punkte liaben dasselbe anharmonische Ver- 
hiiUniss, als die Ebenen, auf welclieu sie liegen. Sie sind 
deshalb harmonische Punkte, wenn die Ebenen harmonische 
Ebenen sind, und umgekehrt. Daraus entspringen dieSatze: 

Vier harmonische Ebenen yerden durch eine 
gerade Linie in vier liarmonischen Punkten ge- 
schnitten. 

Vier in derselben geraden Linie sich sclinei- 
dende Ebenen sind harmonische Ebenen, wenn jede 
derselben durch einen von vier liarmonischen Punk- 
ten geht. 
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An diese Siitze sell Lessen sicli uninittelbar folgende an: 

Drei Ebenenpaare der Involution werden durch 
eine gerade Linie geschnitten in Punktepaaren der 
In volution. 

Drei Paar Ebenen, welche sicli in einer und 
derselben geradenLinie schneiden, bildeu eine In- 
volution, venn jede Ebene durch einen von seeks 
Punk ten der Involution hindurchgeht. 

Denn, sind drei Ebenenpaare der Involution gegeben, und 
man eonstruirt dasjenige Ebenen paar, welches harmouisch ist 
zu jedem der drei gegebeueu Ebenenpaare, so schneidet das 
harmonisebe Ebenenpnar eine gegebene gerade Linie in einem 
Punktepaare, welches harmoniscli ist zu den Schnittpunkteu 
eilies jeden der drei Ebenenpaare auf der gegebenen geraden 
Linie. Letztere bilden also nach der Definition eine Involu- 
tion. Ilieraus ergiebt sicli zugleich der Beweis des letzten 
Satzes, wenn man Ebenen und Punkte in geeigneter Weise 
mit einandcr vertauscht. 


Durch zwei in Punktcoordiuaten liuearc Gleichungen stcllt 
man eine gerade Linie im Itaume dar, niinilich die Sclinitt- 
linie der beiden Ebenen , welche die lincaren Gleichungen ein- 
zeln ausdrilcken. Denn die Coordinaten aller Punkte, welche 
- auf dieser Schnittlinie liegen , genilgen zu gleicher Zeit beiden 
* Gleichungen, und umgekelirt, die Coordinaten, welche beiden 
Gleichungen zugleich geniigen, gehoren Punkten zu,' welche 
auf der geraden Linie liegen. 

In ahuliclier Weise kann man eine gerade Linie im llauiue 
durch zwei in Ebenencoordinaten lineare Gleichungen dar- 
stellen. Denn die Coordinaten aller Ebenen, welche durch 
die Verbiudungslinie der beiden Punkte hindurchgelien , ge- 
nQgeu zugleich beiden Gleichungen , und umgekelirt alle Ebe- 
nencoordinaten , welche den beiden Gleichungen zugleich ge* 
liiigen, gehoren Ebenen zu, die sich in der genaunten Ver- 
bindungslinie schneiden. 
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Durch EinfOhrung von zwei nouen Variabeln driickt man 
die gerade Linie im Raume analytisch durch vier Gleicliun- 
gen aus, niimlich durch die Gleicliungen (1) oder durch die 
Gleichungen (4). Aus ihnen erhiilt man die erwahnten zwei 
Ausdriicke der geraden Linie, indem man durch Elimination 
von A 0 und A, zwei Gleichungen bildet, im ersten Falle zwei 
lineare Gleichungen in Punktcoordinaten , im zweiten Falle 
zwei lineare Gleichungen in Ebenencoordinaten. 

Es bringt bisweilen Vortheil, eine gerade Linie analy- 
tisch durch drei Gleichungen auszudriicken , indem man nur 
eine neue Variable einfiihrt, wie folgt: 

Wenn a, b, c die reclitwinkligen Coordinaten' eines gege- 
benen Punktes o auf einer geraden Linie ausdriicken, und 
a, p, y die Winkel, welche die gerade Linie mit den Coor- 
dinntennxen bildet, so ist durch diese Bestimmungsstficke die 
Lage der geraden Linie im Raume unzweideutig gegeben, 
und die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z eines beliebigen 
Punktes p auf der geraden Linie werden nicht rnehr willkiir- 
lich sein, sondern gewissen Bedingungen geniigen miissen. 
Um diese Bedingungen zu erhalten , projicire man die be- 
grenzte gerade Linie op, deren Lunge mit r bezeichnCt werde, 
auf die Coordinaten axen. Das eine Mai erhiilt man diese 
Projectionen gleich x — a, y — b, s — c, das andere Mai 
gleich r cos « , r cos p , r cos y. Man hat daher fiir die ge- 
. rade Linie die Gleichungen: 

x — a == r cos a , 

(7) y — &==»■ cos p , 

z — c = r cos y , 

ausgedrilckt durch die rechtwinkligen Coordinaten eines ge- 
gebenen Punktes auf ilir und durch die Winkel, die die ge- 
rade Linie mit den Coordinatenaxen bildet. Man erhiilt hier- 
aus die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z aller Punkte der 
geraden Linie, indem man r beliebig variiren liisst, oder die 
Gleichungen zweier Ebenen , welche sich in der geraden Linie 
schneiden, wenn man die variable Grbsse r eliminirt, welche 
die Entfernung des variabeln Punktes p von dem gegebenen 
Punkte o der geraden Linie ausdrilckt. 
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Wir schliessen diese Vorlesung mit zwei Aufgabeu, dercn 
Auflosungen Gelegenlieit geben werden, Fonneln, welche in 
der ersten Vorlesung entwickelt wurden, in Anwendung zu 
bringen. 

(8) . . . Den senkrechten Abstand A eines gegebe- 
nen Punktes von einer gegebenen geraden Linie im 
Kaume zu bestimmen. 

Die Coordinaten des gegebenen Punktes seien b lf c, , 
und die Gleichungen der gegebenen geraden Linie: 
x — a — r . a , 
y — l = r . /?, 
z — c — r . y , 

wo a, y der Kdrze wegen die Cosinus der Winkel aus- 
drilcken, welclie die gegebene gerade Linie mit den Coordi- 
natenaxen bildet. 

Fallt man Von dem gegebenen Pmikte (a , , b { , e,) auf 
die gegebene gerade Linie das Loth A , und verbindet den 
gegebenen Punkt mit dem in der geraden Linie gegebenen 
Punkte (a, b, c ) durch eine Gerade A, so bilden das Loth A, 
die construirte Gerade A mid das Stiick 13 der gegebenen 
geraden Linie, welches zwischen beiden liegt, ein rechtwink- 
liges Dreieck, in welchem man hat: 

A = A . sin ( AB ). 

Es ist nun: 

sin (AB) = y { {Py t — y, «)* + («/», — 

wenn /?,, y l die Cosinus der Winkel bezeichnen, .welclie 
die Gerade A mit den Cordinatenaxen bildet. Diese Cosinus 
drflcken sich aber so aus: 



Setzt man diese Werthe in die letzte Gleichung mid den sich 
daraus ergebenden Werth von sin {A 13) in die erste Glei- 
chung, so erhiilt man den gesuchten senkrechten Abstand: 

I [fi(c - c.) - y(b - 
a = y { + [y(« — «i) — «(c — c,)] *• | 
l -f- [«(& — &l) — 0(« — «l)] 2 J 
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Um noch.die Coordinaten i; , rj, £ des Fusspunktes des 
Lothes /I auf der gegebenen geraden Linie zu bestimmen, 
driieken wir B aus, wie folgt: 

B = A. cos (AB) = A (««, + 0/3, -f yy,) , 
uiid (lurch Einsetzen der oben angegebeneu Werthe von a, , 

B = a (a — «,) -f /? (6 ~ b,) -f y (c — c,). 

1st hierdurck aber die Lilnge von B bestinunt, so erbiilt man 
durck Projection derselben auf die Coordinutenaxen : 

I — a = B . a, 
t] — b — B . (i , 

S — c <= B . y. 

(11) . . . Pie kiirzeste Entfernung zweier geraden 
Linien im liaurue von einander zu bestimmen. 

Es seieu die Gleiclnuigen der gegebenen beiden geraden 
Linien L, L t : 

x — a — r . « , x, — «, =» r, . «, , 
y — b = r . p , y, — b, = r, . fi, , 
z — c=r.y, z,—e,=r t .y,. 

Pas Quadrat der Entfernung Ii eines beliebigen Punktes (x, y, e) 
der einen geraden Linie von einem beliebigen Punkte (x, , 
»/, , r,) der anderen geraden Linie stellt sick als Function der 
Coordinaten der beiden Punkte so dar: 


IP = (x — x t y + (if — y,f + (z — z t ) 2 . 

Diese Coordinaten sind so zu bestimmen, dass IP unter 
den angegebeneu , zwiscken ilmen stattfmdendcu , Bedingungs- 
gleichungen ein Minimum werde. Penkt man sich aber die 
YVerthe der Coordinaten aus den gegebenen Gleichungen der 
geraden Linien in den Ausdruck IP oingesetzt, so wird IP 
eine Function allein der von einander unnbkaugigen Variabeln 
r und r v Pie Differentialrechnung lekrt die Werthe der Varia- 
beln bestimmen, welcfac eine solehe Fucntion zu einem Mini- 
mum macken. Pieses geschieht aus den beiden Gleichungen: 


“£- 0 , "f = 0. 

dr J d r, 
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Sctzt man die sich aus diesen beiden Gleichungen ergeben- 
den Werthe der Variabeln r und r, in die Gleichungen der 
beiden geraden Linien ein, so erhalt man die (Joordinateu 
( x , y , e) und (.r, , y, , z { ) der Begrenzungspunkte der kiirzesten 
geraden Linie It auf den beiden gegebenen geraden Linien. 

Die zuletzt genannten beiden Gleichungen stellen sich, 
wenn man fur It' 1 seinen angegebenen VVerth setzt, also dar: 
(x‘— z,)a -f (y - y,)/? + (z — s t )y = 0. 

( * ~ *i)«i + 0/ — + (* — tt'lrt = o. 

Da aber die Differenzen x — x x , y — y, , z — *•, der Coor- 
dinaten der Begrenzungspunkte der kiirzesten geraden Linie It 
sich verhalten wie die Cosinus a 3) y 3 der VVinkel, welche 
die kiirzeste Linie Ji mit den Coordinatenaxen bildet, so kann 
man diese Gleichungen auch so sclireiben : 

«s« + P*P + r 3 y =°» 

“i«i + /Mi + y3yi = °» 

in welcher Form die linken Theile der Gleichungen die Cosi- 
nus der Neigungswinkel ausdrfltken , welche die kiirzeste Linie 
It mit den gegebenen beiden Linien L und L t bildet. Da 
diese Cosinus aber gleich 0 sind, so folgt hieraus, dass die 
kiirzeste Linie H senkreclit steht auf jeder der beiden gege- 
benen Linien f, und L,. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Verhaltnisse 
von ft, y 3 : 

*«3— M ~PiY, 

*Pj = i — yi« , 

i-Yi = ' c ft — «i/5 , 

woraus man wieder, indem man quadrirt und addirt, erhalt: 
A* — sin* (Li,) = (ftq — fty) 1 + (?«, — y,«) 5 + («ft — 

Setzt man diesen Wertli von A in die letzten drei Gleichun- 
gen, so erhiilt man die Cosinus der Winkel, welche die kiir- 
zeste Linie mit den Coordinatenaxen bildet: 


I 


__ P>'i - PtY 
sin (LL i) ’ 


y«i — r<" 

»ii nv.y.,)’ 


r* = 


sin [LL,) 
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Urn die Lange der kiirzcsten Liiiie zu erhalten, projicire 
man die Verbindungslinie D der auf den Liuien L und L, 
gegebenen beiden Eunkte (a, b, c) und (a,, 6,, c,), welehe 
mit den Coordinntenaxen Winkel bildet, deren Cosinus wir 
bezeiehnen mit a. 2 , (i 2 , y 2) auf die kfirzeste Linie It. Sie wird 
Ji selber sein, weil die gegebenen beiden geraden Linieu L, 
L { auf der kiirzesten Linie It zwischen beiden senkrecht stehen. 
Man hat dalier: 

Ji = . cos (DR) — D (a 3 a 3 + + y,y 3 ). 

L)a aber: 

Da 3 — a — , Z)/S. 2 = b — 6, , l)y 3 = c — c, , 

so erhiilt man aus der letzten Gleichung durch Einsetzen die- 
ser Werthe und dor vorhin angegelienen fiir a 3> /J 3 , y A und 
sin (LL { ): 

( 50 ) R PoO+(fr -fti)(r«i— yi«)+(c— cd(“Pi -g,P) 

V { if>Yi — Piy)' + (y« i - yt«)* + (“Pi — “iP)* } 

Es bleibt noch ilbrig, die Werthe von r und r, zu be- 
stimmen, welehe IP zu einem Minimum maehen, um mit Htllfe 
der gegebenen Gleichungeu der geraden Linien L und L t die 
Coordinaten x, y, e und x if )/, , z, der Begrenzuugspunkte 
der kiirzesten Linie R auszudriicken. llierzu dienen die zu 
Anfang der Untersuchung aufgestellten beiden Gleichungeu, 
die sich, wenn man fiir x, y, z und x, , y l , z { die Werthe 
aus den Gleichungeu der gegebenen beiden geraden Linien 
substituirt, reduciren auf: 

(a — a,)a +(6 — &,)0 + (c—c l )y -f r — r, cos(LL,)=0, 
(«— a,)a,+ (b — +(c— c x )y x + r cos (LL,) — r, =0. 

Diese Gleichungen gehen, wenn man fiir die Differenzen 
a — a,, b — b,, c — c, die vorhin angegebenen Werthe Da 3 , 
l)(i 2 , l)y 2 setzt, iiber in: 

D cos (L D) -f- r — r, cos (L L { ) «= 0 , 

D cos ( L X D ) -(- »• cos ( L L ,) — r, = 0 , 

und durch Auflosung dieser Gleichungen nach r und r, er- 
hiilt man: 
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r = ( cos (^f 0 ) ' cos ( L L i) ~ cos ( L - 0 )! » 

f-i = — [ cos ( L D ) ■ cos ( £i i) — cos (A- 0 )] > 

Dadurch sind aber die Grossen r und r, unzweideutig bestimmt. 
Um sie durch die gegebenen Grossen auszudriicken , hat man 
folgende Substitutionen zu machen: 

1) cos ( L 1 )) = (a — a,) « -f- (b — &,) 0 + (r — c,) y , 

D cos (L,i)) = (a — a,) a, -f (fc — 6,) 0, + (c -- c,) y, , 
cos (LL,) = na, + 00, + yy, , 
sin *(LL,) = (0y, — 0iy)* + (y«, — y,«) 5 + («0i — «i0) 1 - 


Siebente Vorlesung. 

Determinanten. 

Ein wesentliches ITiilfsmittel zur Umformung von Glei- 
chungen , welchc als eine der Aufgaben der analytischen Geo- 
metric bezeichnet wurde, ist die Detcrininantentheorie. Um 
dieses Hfilfsmittels in dem Folgenden nicht zu entbehren, sol- 
len in dieser Vorlesung der Begriff der Determinante und aus 
ihm einige Siitze der Determinantentheorie entwickelt werden. 

Es ist eine Eigenschaft des Products siimmtlicher Difle- 
renzen von (n -)- 1) Elementen a 0 , a, ... a„: 

P = (a, — a 0 ) (a, — a„) ... (a, — a„) , 

(« 2 — «i) • • • («» — «i) , 


(a» (In— l), 

welches aus ■— Factoren besteht, dass dieses Product nnr 
sein Vorzeichen iindert, wenn man die Elcmente a 0 und a, 
mit einander vertauscht. Aber diese Eigenschaft gilt allge- 
mein filr irgend zwei von den angegebenen Elementen a, und 
a*. Man (iberzeugt sich von der VVahrheit dieser Behauptung 
leicht, wenn man die Factoren also ordnet: 

+ P= (a* — (ii) Tl {»,■ — a.) II (ax- — <i x ) n (a,* — a x ) , 
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woselbst angenommen ist, dass x und i' die Zahlen 0, 1 . . . n 
mit Ausuahme der Zahlen x und A , und dass 77 (a,- — a,) 
das Product aus den Kactoren a,- — a, etc. . . . bedeuten. Denn 
durcli die angegebene Vertauschung iindert nur der erste Fac- 
tor sein Vorzeichen. Der zweite und dritte Factor gehen in 
einauder iiber, wahrend der letzte Factor ganz ungeiindert 
blcibt. l)a ferner imuier einer der ” " 1 Factoren von 7' 

verscliwindet, wenn man fur ein Element ein anderes sctzt, 
so kann man folgende beide bemerkenswertke Eigenschaften 
des Productes P liervorkeben. 

Das Product P iindert nur sein Vorzeichen, wenn 
man zwei Elemente in demselbenmit einauder ver- 
tausck t. 


Das Product 1‘ verscliwindet, wenn man fiir 
eines der (w'-f- 1) Elemente ein anderes setzt. 


Die Entwickelung des Products J‘ giebt Glieder von der 
Form : 


c n v a, 1 . . . a/ a* . . . «/ 


Da alier das Product selbst aus " ' " ^ 1 Factoren bestckt, so 
bat man : 


«.• + «!+••• “<• = 


« (» + 1 ) 


Das angegebene Glied der Entwickelung verlangt, dass 
in derselben auek folgendes Glied enthalten sei: 


c • • • «/«, 


a 


n 


mit dem entgegeugesetzten Vorzeichen , als das angegebene 
Glied. Denn da (lurch Vertauschung der Elemente a, und nr* 
das Product V ttbergeht in — V, so miissen in der Entwicke- 
lung von P die Glieder paarweise mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen vorkommen, so dass sie, abgesehen von dem Vor- 
zeichen, (lurch die angegebene Vertauschung der Elemente in 
einauder fibergehen. Ilieraus folgt, dass die Exponenteu or, 
und «i verschiedene gauze Zahlen sind. Denn wiiren sie gleiche 
Zahlen, so warden sick die beiden angegcbeneu Glieder der 
Entwickelung forthebcn. FIs sind also die Exponenteu « 0 ,a, ...it. 
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verschiedene ganze Zahlen. Da aber die Summe derselben 
gleich " 1 ist, so konnen sie nur die Zalilen sein: 

0 , 1 , 2 ...» 

in irgend einer Ileihenfolge. 

Diese Bemerkungen geben ein Mittel an die Hand, aus 
einem Gliede der Entwickelung von P alle iibrigen zu bilden. 
Ein erstes positives Glied der Entwickelung ist: 

«»° 

welches man erha.lt , weun man die positiven Theile der Dif- 
ferenzen in dem Product P mit einander raultiplicirt. Aus 
diesem positiven Gliede geht durch Vertauschung zweier Ele- 
mente, oder, was dasselbe ist, zweier Indices ein Glied der * 
Entwickelung hervor, welchem das negative Vorzeichen zu- 
zuertheilen ist; aus diesem letztereu wieder ein positives, wenn 
man zwei andere Elemente oder Indices mit einander ver- 
tauscht u. s. w. 

Aus diesem Grunde erhalt man aus dem angegebenen 
ersten positiven Gliede der Entwickelung von P alle Glieder 
der Entwickelung durch Permutation aller (w -f- 1) Elemente 
oder Indices, indem man die Exponenten ungeandert lasst. 
Die Vorzeichen dieser so gebildeten 1 . 2 . . . (n -f- 1) Glieder 
richten sicli nach dem ersten Gliede in der Art, dass ein 
bestimmtes Glied das positive oder negative Vorzeichen erhalt, 
je nachdem es aus dem ersten durch eine gerade oder durch 
eine ungerade Zahl von Permutationen zweier Indices hervor- 
gegangen ist. 

Ist zum Beispiel n = 2 , so erhalt man auf die angege- 
bene Art die Entwickelung des Products P=(n t — a # ) (a 2 — a 0 ) 
(a 2 — a |) aus dem ersten Gliede a 0 ° a, 1 a 2 : 

P = o 0 ° a j' a 2 s — a 0 ° a 2 ' fl, ! a, 0 o 2 ' a<? — a," a„' a 2 2 

+ </,° a 0 ‘ a, 2 — a 2 ° a,' a 0 ' J . 

Man kanu aber auch aus dem angegebenen ersten posi- 
tiven Gliede der Entwickelung des Products P alle iibrigen 
Glieder durch Permutation der Exponenten herleiten, indem 
man die Indices ungeandert lasst. Das Vorzeichen eines so 
gebildeten Gliedes ist wieder das positive oder negative, je 

Hfssk, analyt. Oeomctrio d. Kamnei. 2. Anfl. 6 
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nachdcm das Glied aus dem ersten positiveu durch eine ge- 
rade oder ungerade Zahl von Permutationen zweier Exponen- 
ten eutstauden ist. 

Denn ist ein Glied der Entwickelung von P: 


+ 


a, a. 

% ", 


'<? 


so weiss man, dass dieses ein zweites von entgegengesetztem 
Vorzeiclien bedingt: 


— t - a, a. a: 

4 - a 0 a t ... o/d/ . 


welche Glieder, abgeselien von den Vorzeiclien, in einander 
ubergehcn, wenn man a x mit ni vertausebt. Diese Glieder 
gehen aber, abgesehen von den Vorzeichen, auch in einnn- 
der iiber, wenn man die Exponenteu a, nnd a, mit einander 
vertausebt. Das erste angegebene Glied liedingt also das zweite 
von entgegengesetztem Vorzeichen, welches aus ihm durch 
Vertauschurng irgeud zweier Exponenteu a x und (<i erhalten 
wird. Demnach gilt dasselbe von den Exponenten, was im 
Vorhergehenden von den Indices uacbgewiesen worden ist. 

Wenn man in der angegebenen Entwickelung des Pro- 
ductes P die Exponenten 0, 1, . . n . der (n -f- 1) Elemenle 
obere Indices bedeuten lasst, so hat man in der Voraussetzung, 
dass a, 1 Symbole seien fiir irgeud welche Griissen, die sicli mit 
x und A iindern, einen Ausdruck A von (m + l) 2 Elementen 
a* den man Determinante nennt. 

Wie nun die Glieder der Entwickelung des Products P 
aus dem ersten angegebenen positiveu entstehen durch Per- 
mutation der unteren Indices oder durch Permutation der Expo- 
nenten , so ergeben sich auch aus dem ersten positiven Gliede 
der Detepninante alle fibrigen Glieder derselben , entweder 
durch Permutation der unteren oder der oberen Indices. Man 
braucht also nur das erste positive Glied der Determinante zu 
kennen, urn alle iibrigeu Glieder derselben mit dem positiven 
oder negativen Vorzeichen aus demselbeu abzuleiteu. Daher 

bezeichnet man die Determinante A , indem man nur das erste 

« 

positive Glied anmerkt, mit dem Zeichen: 

(. 1 ) A — £ ±a 0 °a, 


Digitized by Google 



Determinanten. 


83 


Doeh reicht diese Bezeichnung nicht aua in den Fallen, 
wo specielle Operationen mit den Elementen selbst auszu- 
fuhren sind. In diesen Fallen bedient man sich, iudem man 
alle Elemente der Determinante angiebt, der Bezeichnung: 


rt 0 
w 0 > 

• • 


a n > 

«i ', • ■ 

• • • ! 


"o"> «i"> • • • 


Zieht man aber in Erwiigung, dass alle Glieder der De- 
terminante aus dem ersten positivdn Gliede entstehen durch 
Permutation der oberen oder der unteren Indices, dass das 
erste Glied selbst ungeandert bleibt, wenn man in jedem Ele- 
mente den oberen Index mit dem unteren vertausclit, so sieht 

f 7 

man em, dass man auch in der Determinante den oberen 
Index eines jeden Elementes mit dem unteren vertauschen 
kann, oline die Determinante selbst zu undent. Man hat daher: 




ft ^ 
f *0 > 


• • ao" 

(3) . . . 

. . . A = 

<, 

«i', • 

. . «,» 





. «*" 


Die Determinante A zeigt Eigenschafteu, die den her- 
vorgehobenen Eigenschafteu des Productes P ganz iihnlich 
sind, und welehe sich also ausdruckcn lassen: 

(4) . . . DieDeterminanteiindertnurihrVorzeichen, 
wenn man zwei untere oder zwei obere Indices der 
Elemente mit einander vertauseht. 

(5) . . . Die Determinante versehwindet, wenn man 
fiir einen unteren Index der Elemente einen ande- 
ren unteren Index, oderwenir man fiir einen oberen 
Index der Elemente einen anderen oberen Index 
setzt. 

• 

Diese Eigenschafteu der Determinante A ergeben sich 
aus der Betrachtung der Summe der beiden zuletzt angege- 
benen Glieder der Entwickelung von P, die in die entspre- 
chenden Determinantenglicder iibergehen, wenn man die 

G* 
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Exponenten in denselbcn als obere Indices betrachtet. Denn 
auch die Sunnue der beiden Determinantenglieder iimlert nur 
ihr Vorzeichen, wenn man a x mit o* vertauscht , oder mit 
«*; sie verschwindet, wenn man fiir ai setzt a x , oder ffir ai 
setzt a x . Da nun die gauze Determinante aus solchen Glieder- 
paaren besteht, die dieselbe Eigenscbaft haben, so theilt die 
Determinante diese Eigenschaft mit ihnen. 

Uni noch andere Formen der Determinante A hervorzu- 
heben, deren Bildungsgesetz auseinandergesetzt worden ist, 
betrachte man ein beliebiges Glied derselben: 

+ . . . a x * . . . ri'* . 

Dasselbe hat den Factor «"*. Da nun a x irgend eine 
der Zahlen 0, 1 ... n bedeutet, so sieht man, dass jedes 
Glied der Determinante einen Factor hat «* mit irgend einem 
der oberen Indices 0, 1 . . . n. Bezeichnet man daher mit 
A\ a* die Summe der Glieder, welche den Factor haben, 
so stellt sich die Determinante A dar als die Summe von 
Producten, wie folgt: 

(6) . . . A = A x n -f- A x > </*' + . . . A,' a,' , 

wobei zu bemerken ist, dass die Ausdriicke A A A . . . A x n 
die Elemente a x °, «*' ■ ■ . n x n nicht enthalten. Denn enthielte 
einer dieser Ausdriicke noch eines der angegebenen Elemente, 
so wiirde ein Glied der Entwickelung von A zwei Factoren 
haben mit demselben unteren Index x. 

Aber jedes Glied der Determinante A hat auch den Fac- 
tor a* mit irgend einem unteren Index 0, 1 ... n. Es stellt 
sich daher die Determinante, wenn man wie vorhin mit A* a* 

die Summe der Glieder bezeichnet, welche den Factor «■* 
haben, auch so dar: 

(7) . . . . A = A„* a„* + -V «i* + • • • A n* »«*, 

indem A A t * . . . A n * Ausdriicke bedeuten, die die Elemente 
««*, di* . . . «„* nicht enthalten. . Daraus folgt, dass der Aus- 
druck A ' weder die Elemente **,<*«••• a x > noch die Ele- 
meute a*, a * . . . a* euthalt. Setzt man daher in (6) statt 
des unteren Index x der Elemente durcliweg einen anderen 
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unteren Index A, oder in (7) statt des oberen Index x der 
Elements durehweg einen anderen oberen Index A , so erha.lt 
xnan mit Riicksicht auf (5): 

( 8 ) ..... o = ai «; + aj a; 

( 9 ) 0 = A* + A? a' + . . . Ay;. 

Die (n -f- l) 2 eingefiihrten Ausdriicke A* lassen sieh auch 
als die partiellen Dilferentialquotienten der Determinante A, 
nach den Elementen derselben genonimeu, darstellen. Denn 
differentiirt man die Gleieliung (6) oder (7) partiell nach a l x , 
so erhiilt man : 

(10) = a ; . 

• 

Sie lassen sich aber auch als Determinanten darstellen. 
Denn setztf man zum Beispiel x — a n ' — . . . = a„" = 0, 

so erhalt man aus (6) mit Riicksicht auf (2): 


I 

"i“> 

. • ■ «„ n 


(ii) 

0, 

• • • a» l 

A 0 ,, ll . 

— Ai a i, , 


0, «,», 

■ . ■ 


Ebenso erhiilt man 
. . . = a„ u = 0, mit 

aus (7), wenn man setzt x — 
Riicksicht auf (2): 


«o% 0, 

. . . 0 


(12) 


• • • On' 

— A 0 n 11 
"0 w o • 



. . . a„ n 



Geht man auf die Bildungsweise der Determinante A aus 
ihrem ersten positiven Gliede zuriick und permutirt alle obe- 
ren Indices 1 , 2 ... n oder alle unteren Indices 1 , 2 ... n 
(mit der Anmerkung des richtigen Vorzeicheus eines jeden 
Gliedes) , so sieht man , dass man nicht alle Glieder der Deter- 
minante erhalt, sondern nur die Glieder, welche den Factor 
rt 0 ° haben. Da die Summe dieser Glieder aber ist: A^ 1 ' 
so hat man mit Unterdriickung des Factors a,, 0 : 

(13) A h ° =2 + a.' 1 . . . 
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woraus mau durch Vergleichung mit (11) und (12) erhiilt: 

«o°> 0, ... 0 

_ «o'» a i'f • • ■ «»’ 

I 

««% «i*> ...a n n 

= a 0 ° ± V «a J • • • «*"• 

In gleicher Weise erhiilt man aus dem ersten positiven 
Gliede der Determinante A dureh Permutation der oberen oder 
der unteren Indices 0, 1 . . . (» — 1) die Summe der mit a H n 
multiplicirten Glieder «r„" E + o 0 ° a, 1 . . . der Deterrai- 
uante. Da diese Summe aber gleich ist A n n «,*, so hat man 
mit Unterdriickung des Factors : 

(15) A n H = E+ fl o° «i* • • • w,^ 1 . 

Es ergiebt sich hieraus eine Kegel zur Hi Idling der Par- 
tialdeterminante ^.4,,° in (13) und der Partialdeterminante A „ n 
in (15) aus der Determinante A. Unterdrilekt man niimlicli 
sammtliche Elemente in der Determinante A , welche mit « 0 " 
in derselben Horizontalreihe und in derselben Verticalreihe 
steheu, so bilden die iibrig bleibenden Elemente die Deter- 
minante A,?. Das Gleiche liisst sich von der Determinante 
A sagen, wenn man fur das Element « 0 ° das Element a," 
nimmt. 

Da man durch mehrmalige Vertauschung zweier Horizon - 
talreihen oder zweier Vertiealreihen der Elemente in der 
Determinante A, wodurch sich nur das Vorzeichen der 
Determinante iindert, das Element a* immer in die Stelle 
des ersten Elementes o 0 ° bringen kann , so sieht man , dass 
auch alle Grbssen A*, welche wir in (10) als partielle Dif- 
ferentialquotienteu <ler Determinante A erkaunt haben, sich 
wie in (13) und (15) als Determinanten von Elementen 
darstellen lasscn. 

Die Bildungsweise der Partialdeterminante A * aus der 
Determinante A stellen wir auf ohne Beweis, den man aus 
dem Vorhergehenden leicht entuehmeu kann. 

„Aus der Determinante A erhiilt man die Partialdeter- 
„minante A* dem absolnten Werthc nacli, wenn man in A 



( | o 
u o y 

> • 

. a, 0 

(14) . . . 

o, 

«tS ■ 

. a,' 


© 

a.", . 

■ o»" 
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,,siimmtliche Elemente unterdriickt, welcke mit a 1 in dersel- 
„ben Horizoutalreihe und in derselben Yerticalroihe stehen. 
„Das Yorzeichen wird das positive oder negative je nachdem 
„(x -j- A) eiiie gera'de oder ungerade Zahl ist. u 


Setzt man in der Gleichung (7), in welcher se = n sei, 
a n n -)- p fiir n n ”, so geht dieselbe fiber in: 


! a 0 
M o 

a 0 

f a i j • 

.. V 


1 




\ (l 1 
i “o 

I 

»«lV 

. . dn l 


—A 0 ’ , a tt n +A l *a, 

n +...A n " 

a„ n +A n n p 

IV 


■ ■ O'* 

"+!») 









= A + An - 

p, 



oder 

in: 



* 






| «0®» 

a, 0 , . 

. . fl„ # 




(16) 

. . . 

j «o’> 

. 

. . 

= 27±« 0 ®a, 

1 . . • 



' ‘ ‘ 
i «o n > 

n,", . 

. . . . 

• ■ (V+JO . 

+ P 

X+ a,, 0 a. 

, * ... a 

1 n — 1 


Die Gleichungeu (6) bis (9) dieuen zur Auflosung zweier 
Systeme linearer Gleichungeu mit den (n -j- 1) Unbekannten 
X„, x, . . . x, und den (n -f- 1) Unbekannten Y 0 , Y { . . . Y n , 
die sich unter der Voraussetzung, dass A die Zahlen bedeu- 
tet 0, 1 . . . n, in abgekiirzter Form also darstellen: 

(17) ... . A r / — <?„* -f- a,* x, -j- . . . a n l x % . 

(18) .... tji — ai* r„+ F, + . . . rti" Y n . 

Multiplicirt man niimlich (17) mit A 1 , setzt fiir A alle 
Zahlen 0, 1.. . . n und addirt; oder multiplicirt (18) mit A** 
setzt fiir A alle Zahlen 0, 1 . . . w und addirt , so erhalt man 
mit ltiicksicht auf (6) bis (9): 

(19) . . . Ax, = A," X„ + A,' X, + . . . A," X„. 

(20) . . . AY X = A, ,* ,j„ + A* ;/, + . . . A,* 

Diese beideu Gleichungeu repriisentiren wieder zwei Sy- 
steme von Gleichungeu , da x die Zahlen bedeutet 0, 1 ... n, 
und geben die Werthe der Unbekannten x K als lineare Aus- 
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driicke der X„ uud die Werthe der Unbekannten Y, als lineare 
Ausdrilcke der y x . 

Die beiden gegebeuen Systeme linearer Gleichungen (17), 
(18) haben dieselben (n -f- 1) J Coefficienten a* der Unbe- 
kannten, nur ihre Anordnung ist versehieden. Jede xte Hori- 
zontalreihe der Coefficienten in dem einen Systeme ist gerade 
die xte Verticalreihe des auderen Systemes. Dasselbe trifft 
auch bei den aufgelbsten Gleichungen (19), (20) zu, wic die 
Ansicht dieser Gleichungen lelirt. Deshalb brauclit man nur 
das eine von den beiden Systemen (17), (18) wirklich aufzu- 
losen. Die Auflosung des anderen ergiebt sich nach ■ dieser 
Bemerkung von selbst. 

Die Gleichungen (19), (20) nehmen die einfachere Ge- 
stalt an: 


(21) . . . ± x — e,® X 0 + e* 1 X, + . . . c*x* X, , 

(22) ... Y x = c 0 * tf„ -f c,* y, -f- . . . c„* y n , 


wenn man der Kiirze wegen setzt = c’ 


K 

A 


Man kann du- 


ller die hervorgehobene Bemerkung als Satz also ausspreclien : 


(23) . . . Wenn (21) die Auflosungen sind des Sy- 
stemes linearer Gleichungen (17), so sind (22) die 
Auflosungen des Systemes linearer Gleichungen (18). 

Niinmt man an, um einen speciellen Fall zu betrachten, 
dass fUr alle Werthe von x und A sei a* — a* , so wird die 
xte Horizon talreihe der Coefficienten in (17) gleich der xten 
Verticalreihe in denselben Gleichungen, und diese Gleichun- 
gen gehen , abgesehen von der Bezeichnung der Unbekann- 
ten, in (18) fiber, wenn man setzt Xi = yi. Da aber unter 
dieser Annahme die Werthe der Unbekannten, die durch (21) 
und (22) ausgedriiekt sind, einander gleich sein miissen, wel- 
ches auch die Werthe von X; = t/; seien , so ergiebt sich aus 
dem Verglcich von' (21) und (22), dass auch c* = c* . 

Zu demselben Itesultat gelangt man auch durch den Ver- 
gleich der Gleichungen (6), (8) mit den Gleichungen (7), (9). 
Die Gleichungen (6), (8) stellen niimlich, wenn A = 0, 1 . . . n, 
ein ganzes System von (n -f- 1) Gleichungen dar. Ein zweites 
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System stellen unter derselben Voraussetzung die Gleichungen 
(7), (9) dar. Betrachtet man in dem ersten System A*", A*' 
. . . A x " als die Unbekannten, in dem zweiten System A u *, 
A,* . . . A n * als die Unbekannten, so hat man zwei Systeme 
linearer Gleichungen, die sich, wenn fiir alle Werthe von x 
und X, a^ = a^ ist, nur durch die Bezeichnung der Unbe- 
kannten von einander unterscheiden. Man hat daher A x " 
— A* , A,' = Af . . . Ax" — A„* y woraus, wie vorhin, folgt 



Lineare Gleichuugen von der beschriebenen Art treten 
auf, wen n man filr die partiellen Differentialquotienten einer 
homogenen Function der zweiten Ordnung neue Variable ein- 
fiihrt. Denn bezeichnet man die Summe H a * x x Xi, cine 
Function der zweiten Ordnung in Rilcksicht auf die Variabelu 
x 0 , x t . . . x n , mit dem Zeichen: 

(24) ..... f (.Tq , Xu • . . Xx) = A. a ' x K xi , 

so kann man durch Einftthrung der neuen Variabelu X* und 
unter der Voraussetzung, dass aj = a x * , die Gleichungen (17) 
also darstellen: 

(25) = 4 /•>.). 

Ihre Auflosungen (21) nehmen, wenn man die Function F 
definirt als die Summe: 

(26) . ... . F(X 0 , X,, . . . Xn) = X, X x> 

da e * = e* ist, eine eben so einfache Gestalt an, namlich: 

(27) x. = l F'(X,). 

Diese Bemerkungen lassen sich kurz in folgendem Satze 
zusammenfassen : 

(28) .... Wenn man lineare Gleichungen von der 
Form (25) auflost, so stellen sich die aufgeloslen 
Gleichungen unter der Form (27) dar. 

Die Function F nennt man die reciproke Function 
der Function f und umgekehrt f die reciproke Function von F. 
Wie die eine Function von der anderen abgeleitet werden 
kann, ist aus dem Vorhergehenden klar. 
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Aus der Darstellung der Determinante A in (6) uud (7) 
lassen sich noch andere Satze entwickeln. Man kann niim- 
lich in dieser Darstellung bemerken, dass A in p.4 ilbergeht, 
weirn man ftir a x °, «*" respective setzt po x °, pa*' . . 

pa x ", oder wenn man file a 0 ‘, a,’ ... «„* respective setzt 
p«„*, po,* . . . pri,*- Daher liat man den Satz: 

(29) . . . Wenn man sammtliche Elemente einer Ho- 
rizontalreilie oder sammtliche Elemente einer Ver- 
ticalreihe der Determinante mit demselben Factor 
mult? plicirt, so geht die Determinante fiber in das 
Product der Determinante und dieses Factors. 

Setzt man in ((5) a x ° -(- p ro°, « x ' + pop • • - «*" *f- p«i n 
respective ftir o x °, o x ’ . . . a K n , so wird diese Gleichung nicht 
geiindert, weil der Factor von p im rechten Theile der Glei- 
chung auf Grund von (8) verschwindet. Ebenso andert sich 
auch die Gleichung (7) nicht, wenn man a„* -f- prt 0 a , o, x -j- 
pa/ . . . a," qoA respective setzt fUr a„* , «,* . . . <t H * , weil 
auf Grund von (9) der Factor von p im rechten Theile der 
Gleichung verschwindet. Diese Bemerkungen driicken wir als 
Satz so aus: 

(30) . . . Die Determinants bleibt ungeandert, wenn 
man in ihr einc Horizontalreihe oder Verti cal reihe 
der Elemente verraehrt um die mit demselben Fac- 
tor multiplieir ten cor respondirendenElemente einer 
anderen Horizontalreihe oder Verticalreihe. 

Man kann hiernach die Elemente einer Horizontal- 
, reihe oder Verticalreihe aueli vermehren um die correspon- 
direnden Elemente raehrerer anderer Horizontalreihen oder 
Verticalreihen, jede der letzteren lieihen mit einem ande- 
ren Factor multiplicirt, ohne die Determinante dadurch zu 
iindern. 

Nachdem wir in dem Vorhergehenden Eigenschaften einer 
Determinante entwickelt haben, so fUhren wir jetzt mit ineh- 
reren Determinanten den Fundamentalsatz aus der Theorie 
der Determinanten vor, das Multiplications-Theorem: 
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(31) . . . VVenn V — — + c„ B c, 1 . . e„" uud 
A = £ + « 0 " 71 = £ + 6 0 ° //,' . . . 0„ a , so ist: 

C — A . B 

unter der Bedingung: 

c** = o 0 * V + a * V + •••«»' 

Die Bedingung dieses Satzes lasst sicli kiirzer so aus- 
driickeii : 

r l = £ a* b 1 . 

x m m m 


Demnach ist das erste positive Glied der aus den Elementen 
c zusammengesetzten Determinante: , 


c„ c, 


‘ , . . c * = £ a 0 b u . £ a 1 b l . . . £ a' 

L « Mg in,, tOft m t rn, //», m n - n 


wo «( 0 , »i, . . . »»„ die Zahlen 0, 1 ... h bedeuten. Diese Glei- 
chung kann man auch so darstellen: 


M» 0 Xl I /l )t 

c 0 1 ••• » 


„ . £»° 6 1 ... b * 'l . 

mo m, m„ m, rn n y 


Aus diesem ersten Gl’ede der Determinante entspringen 
nun alle iibrigen Glieder derselben durch Permutation der 
unteren Indices der Elemente c. Bei diesem Verfahren wer- 
den aber unter dem Summenzeichen nur die oberen Indices 
der Elemente a permutirt, wiihrend die Indices der Elemente 
b ganz ungeandert bleiben. Man hat daher: 


^±C c i‘- s 


K £A~ a 0 a 1 

— i>k, m, ut n J Too m, m n I 


Die Determinante n° « l ... a" verschwindet nach 

-A- in,, m, m H 

(5), so oft zwei von den Indices m 0) tu, . . . »i„ einander gleich 
sind , und mit ihr die entsprechenden Glieder der Summe des 
rechten Theiles der letzten Gleichuug. Da also in dieser 
Summe die Glieder fehlen, in welchen zwei oder mehrere In- 
dices tn„, w», . . . einander gleich sind, so bedeuten 
. . . m„ nur die Zahlen 0, 1 . . . n in irgend einer Reihen- 
folge. 

Die Determinante £ -(- a° o 1 ... a" ist aber unter die- 

■ ™o w i m n 

ser Voraussetzung nach (4) gleich + £ + a„° a,' . . . je 
nachdem die Permutation m 0 m, . . . m, aus der Permutation 
0 1 . . . n durch eine gerade oder ungerade Zahl von Permu- 
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tationen zweier Indices hervorgegangen ist. Setzt man dem- 
nacli fiir die - genannte Determinante ihren zuletzt angegebe- 
nen Werth in die letzte Gleichung mid wirft das 4 Vorzeichen 
dieses Werthes auf das Product b 0 b 1 . . . b * , so erhiilt tnan : 

mo m, m n 1 


V —1— /• 0 p 1 /■ H — V — L_ /; Un I // W V 

— it: c o c \ • * « — ~ zii a o a i •• Cl n • ^ 


4 -b u b 1 ..6" 

I — Wlo w, Wl_ 


Da nun «i 0 , »«, . . »i„, wie man gesehen hat, die Zahlen 
0, 1 . . n in irgend welcher Reihenfolge bedeuten, und das 
Product b" b^ . . b” in der Gleichung das positive oder nega- 
tive Vorzeichen hat, je nachdem die Permutation m g tn l ..m M 
aus der Permutation 0 1 . . n durch eine gerade oder ungerade 
Zahl von Permutationen zweier Indices hervorgegangen ist, 
so ist 2L 4 -b 0 b l ..b" = 2.' 4 b" b' . . b", und man hat: 

Z + c 0 ° c, 1 . . c = 4 4 a " a? . . «; . 4 4 b 0 ° 6, 1 . . fe; . 


Um eine specielle Auwendung des eben bewiesenen Multi- 
plications-Theoremes gegenwartig zu haben , werden wir dem- 
niichst ein algebraisches Problem ^usfiihren , dessen Losung 
abhangt von einer kubischen Gleichung in gleiclier Form als 
das spatere Problem der Hauptaxen einer Oberfliiche zweiter 
Ordnung, und welches auch der Analysis in einzeluen Fallen 
treffliche Dienste leistet. 

Es ist namlich nach (31): 




1 >, q, r i a, b, 

c | 

X 

, y, * ! 

(32). 

• • 

P, <i, »•' =* «'> v 

> c ' ! 

. ! x 

y, z 


J 

p",q",r" \ \a",b" 

» c " i 

\ % 

>y > z i 

unter 

Voraussetzung der Substitutionen : 



P = 

-ax -\-by 4 cz 

p = 

= ax 

4 by 4 cz 

(33) 

<1 = 

= ax 4 Vy 4 cz 

q = 

= a jf 

4 Vy 4 cz' 


r = 

= a"x 4 Vy 4 c "e 

r = 

= a'x 

4 Vy 4 c"z 



p" — ax? 4 

i>y" 

4 cz 

" 

(34) 

. . . 

. . . . q «= a'x" 4 

Vy" 

4 cz 

it 



r" = ax' 4 

vy 

4 c"i 

•t 


Da die 27 Grossen, woraus diese Gleichungen zusammen- 
gesetzt sind, irgend welche sein konnen, wenn sie nur den 
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' Gleichungen geniigen, so wollen wir annehmen, dass x", y" , z" 
gegebene lineare Functionen der Variabeln x, y , z seien: 

x ' = OquX -)- a ol y -f- n ot z 

(35) y" = a )0 x + a u y + a l2 z 

z" = a 20 .r -f a 2l y + a. n z 

Unter dieser Annahme werden nach (34) p", q', r" eben- 
falls lineare Functionen der Variabeln y, z und nach (33) 
lineare Functionen der Variabeln p, q, r von der Form: 

p" = !>",}> -f b oi q + h ot r 

(36) q" = fe ln i> + M + b n r 

r " = b !n)> + *> 21 ^ + h n r 

und man sieht, wie in (32) eine homogeue Function der zwei- 
teu Ordnung von den Variabeln x. y, z, in Determinanten- 
form gegeben und mit einem Factor multiplicirt, durch die 
Substitutionen (33) und (34) Ubergeht in eine homogene 
Function der zweiten Ordnung von den Variabeln p, q, r von 
gleicher Determinanten-Form. 

Die Coefficienten in (36) hiingen allein ab von den 
gegebenen Coefficienten a x i in (35) und den neun Substitutions- 
coefficienten abed.., fiber welche die Verffigung frei 
steht. Man kann daher die Frage stellen, und dieses ist das 
angekfindigte Problem , ob die neun Substitutionscoefficienten 
sich so bestimmen lassen, dass die Gleichungen (36) die Gestalt 
erhalten : 

(37) p' = Xp , q" — X'q , r" — X"r. 

Die Entscheidung der beregten Frage beruht darauf, ob 
sich die Gleichungen (34) durch die Substitutionen (37), (33) 
und (35) als identische Gleichungen darstellen lassen, wie 
folgt: 

X (ax + by -f cz) = a (a^ -f- a 0l y + a 91 z) 

+ b («, o* + a u y -f a l2 z) + . . . 
X' (ax + h'y -f- cz) = d (a M x -f- a„,y -f a ll2 z) 

+ b' (fl l0 r -f- «i i y + «i3^) + • • • 

X'\d'x -f h' y -f c"z) = a"(a m ,x -f a nl y + a„ 2 z) 

+ b'(a l9 x -f a u y -f- a tt z) + • • • 
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Die erste von diosen Gleichungen wird eine identische 
unter den Bedingungeu : 

(«0.» - A ) « + "lO * + = 0 , 

(38) «oi « + («n — *) 1> + « 2 i c = 0 , 

n 02 a + a l2 b H~ (rt 22 A)C«= 0. 

Die Bedingungen fiir die beiden folgenden identischen 
Gleichungen erliii.lt man aus (38), wenn man den zu besfcim- 
menden Grbssen X, a, b, c den Index ' oder den Index ■' 
anhiingt. 

Eliminirt man nun a, b, r aus (38), so erhiilt man die 
in X kubische Gleichung: 

a n« rt jo 

(39) ... n „-X, n 2l =0, 

tt 12 > f, 'l2 ^ 

deren Wurzeln ebon die zu bestimmenden Grbssen X , X', X" 
sind. 

Die Verhaltnisse der Substitutionscoefficienten a:b:r sind 
aus den Gleichungen (38) zu berechnen. Die Vorhiiltnisse 
der ubrigen Substitutionscoefficienten ergeben sich aus den 
aualogen Gleichungen. Im Uebrigeu bleiben die Substitutions- 
eoefficienten unbestimmt. Nur ihre Verhiiltnisse sind in tier 
angegebenen Weise bestimmt. 

Die angeregte Frage ist hiermit bejahend entschieden und 
wir driicken das Resultat nnserer Untersuchung als Sat.z aus 
wie folgt: 

(40) *) . . . Wenn x",y", z" gegebene lineare Functio- 
nen derVariabeln x, y, z sind von der Form (35), so 
lassen sich drei Grbssen X, X', X" als Wurzeln einer 
kubischen Gleichung (39) und demuiichst die 9 Sub- 
stitutionscoefficienten a, b, c, a' . . durch (38) in den 

*) Von dem Satze (40 > wollen wir eine Anwendung mnclien auf die 
Transformation und Integration der Jacoliisehen Differentialgleielinng. 
Orelle’s Journal fiir Mathematik. Bd. 24. p. 1. 

Es hat dicsc Ditferentialgleichung die Form: 

— .1 thj -f- It dij -j- (' f / if — ij = 0, 
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Substitutionen (33) der Art bestimmen, dass man 
auf Grand dieser Substitutionen bat: 


P, > 1 , r 


a b c 

p, a, »•' 


a V c 

1 *Pi *■'<!> *" r 


" I t* »* 

a o c 


wenn man darin A, IS, C gegebene lineare Functionen der Variabeln 
bedenten lasst: 

A — OdoI -(- (J 0 | ij -f- a , t , 

■B = n 10 | + «||)J + a,t , 

C — rt,o| «j| q + «8 • 

In Determinautenform stellt sich die .lacobische Pifferentialgleichung 
so dar: 

I v 1 

(l£ dr] 0 = 0, 

i a n c | • 

in welcher Form wir auch die Gleichung in dem Folgenden als die 
gegebene betrachten wollen. 

Setzen wir nun, indem wir drei Variable an R telle der zwei Varia- 

X ff 

bebi cinfflhrcn durch £ = , ij = • und bezeichnen die Ditferentiale 

I z 

mit dr = r, dy = y\ dz = r', bo erhalt die DifTercntialgleichung mit 
Itiicksicht auf die Bezeiclmung (35) die GeBtalt: 

x, y, z I 

zx—xz, zy—yz, 0 = 0, 

! x", y", z" 

Multiplicirt man die ersto Horizontalreihe der Elements mit z und 
addirt sie zur zweiten Horizontalreihe, bo geht die Gleiclnmg nach (SO) 
und mit IThterdriickung des Factors z tiber in : 

1 x, y, z j 
I x, y, z | = 0. 

I x", y", z" |_ 

Nach dem Satzo (40) kann man diese DifVerentialgleiehiing, indem 
man fur die Variabeln a-, y, z die VarialJeln p, q , r einfulirt und setzt 
dp = p , d q = q\ dr = r, durch die Substitutionen (S3) (iberfilhren in 
die Differentialgleichung: 

i P, ?» r i 

j P, q , r I » 0 , 

I Ip, y'q, l"r | 
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Das oben bewiesene Multiplications-Theorem dient unter 
Anderem znr Transformation gewisser Functionen-Formen , die 
wir jetzt vorfiihren werden. 

Es seien: 

rt ft , «" 


irgend welche gegebene (n -f- 1) Functionen von einer gleichen 
Zahl der Variabeln x n , Wir sobstituiren fur diese 

(» -f- 1) Variable eben soviel neue Variable t/ 0 , y x in- 

dent wir die ersteren gleichsetzen irgend welchen gegebenen 
Functionen der neuen Variabeln, was wir ausdriicken wollen 
mit den symbolischeu Gleichungen: 


= f n (y) , x, = /■,(?/) • • x n = f n {y). 


In dieser Voraussetzung hat jede der oben angegebenen 
Functionen a 1 zwei Arten von partiellen Differentialquotien- 
ten aufzuweisen, deren Symbole sind: 

da 1 ?V 

8x x ’ cy x 

Wenn wir dieselben bezeichnen respective mit: 


so lehrt die Differentialrechnung, dass man hat: 





?'r 0 

'U, 


+ «. 1 dX ' + . 
1 > cy„ 1 


(I 


l 

n 


'CXn ^ 

dy x 


welche entwickelt und durch p q r dividirt Bich 60 darstellt: 

»* - o{? + (*”- ») J + a — **) ’ - o. 

Man sieht sogleich, dass das Integral dieser Differcntialgleichung ist: 
p(l -n . gtt*-*) . ) = Const. 

Setzt man nun fur p, q, r die Werthe (33) und wie vorhin .r =» r|, 
y = zt], so hebt sich z ganz fort, und man erhUlt das Integral der 
.lacobischen Differentialgleichung in der Gestalt: 

(»i+bn+e) ll '~ i " > ‘ “ Const. 

Die Exponenten 1, 1’, l" in dieser Integralgleicliung sind die Wur- 
zeln der kubischen Gleichung (89), die Verhiiltnisse der Coefficienten 
abca... sind aus den Gleichungen (38) zu berechnen. Die Coefficien- 
ten selbst haben nur durcb ibre Verhiiltnisse Einfluss auf die Integral- 
gleichung, da man ft'lr die willkiirliche Constanta der Integration auch 
jede andere setzen kann. 
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Setzen wir mm = b* , so wird die letzte Gleichung 

gerade die Bedingungsgleichung des Multiplications-Tlieore- 
mcs (31), nach welchem man hat: 


(41) 


£ + 

— Sy 0 oy t 

i da" _ dn' _ _ da" 

— rj:, £.r» 


go" _ 

?!/» — 

v _l_ ?*_» 0a: i 
" — gj/o 


g.r« _ 
c</» 


Determinanten-Ausdriicke, wie diejenigen, woraus die letzte 
Gleiehiuig zusamniengesetzt ist, treten auf bei der Translbr- 
mation vielfacher Integrale. Mail bezeichnet sie mit einem 
gemeinsamen Namen. 

Bind niimlich tn Fimctionen von einer gleichen Zahl 
Variabeln gegeben , so nennt man die aus den tn 2 ersten par- 
tiellen Differentialquotienten dieser Functionen gebildete Detcr- 
miuante F u n c t i o n a 1 - D e t e r m i n a n t e. Transformirt man die 
m gegebenen Functionen durch irgend welche Substitutionen 
einer gleichen Zahl neuer Variabeln, so hat man neben der 
genannten Funetional-Determinante eine Functional-Determi- 
nante der Substitutionen und eine Funetional-Determinante 
der gegebenen , aber transformirten Function. Zwischen ihnen 
besteht die Gleichung (41), welche sich zu weitcrem Gebrauch 
in VVorten so wiedergebon liisst: 


(42) .... Die Funetional-Determinante gegebener 
transformirter Functionen ist gleich dem Product 
aus der Funetional-Determinante der Substitutio- 
nen und der Funetional-Determinante der gegebe- 
nen Functionen. 


Nach dem Multiplications -Theorem (31) liisst sich das 
Product zweier Determinanten als eine Determinants darstel- 
len. Die partiellen Differentialquotienten der letzteren, nach 
ihren Elementen genommen, lassen sich durch die partiellen 
Differentialquotienten der Factoren ausdriicken, wie der fol- 
gende Satz lehrt: 

(43) . . . Wenn C — 2 + c o° c i 1 • • c „" und 

A = £ + n n " . . a; , II — Z± b* . . b; , 

Hkssk, analyt. (Jeometr. HaumM. P, And. 7 
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so ist unter der Bedingung: 

c* = a o K + a i b i + • • • a n b - 

nicht allein C—A.B, sondern auch: 

dC oA dB ■ dA SB . cA‘cB_ 

i><t <X X ti-i ' X X 

Auf Grand von (7) nnd (10) stellt sicli die Determinant/? 
C so dar: 

C = ? v c* r 1 4- ft! e l . 


Da das Element b l nur in den Elementen c*, f x . . . r l der 
Determinaute <’ — A . B enthalten ist, so ertiiilt man durch 
Differentiation der angegebenen Gleichung naeh 1A : 


i dil = 


dC 


. d C . 

+ i « 


+ 


dC 

dc‘ t 


a*. 

A M 


Multiplicirt man diese Gleieliung mit A*, setzt kierauf 


fiir ft naeh einauder die Zahleu 0 1 . . n uud addirt, so ver- 
schwinden naeh (9) nnd (7) alle Glieder des rechteu Theiles 
der Sumnie mit Ausnahme desjenigen Gliedes, welehes den 


Factor 


dC 

X 


enthiilt, und der andcre wird naeh (7) gleieh A. 


Wir erkalten demnach: 


a { ,* SB . 

A ,t + 
I X 


SB 


+ 


A‘ s * | 
" X f 


< <’ 


eine Gleichung , weluhe mit Unterdriickung des Factors A auf 
bciden Seiten und Einfiihrung der Bezeichnung (10) den letz- 
ten Theil des Satzes (43) beweiset. 

Die Beinerkung, dass die letzte Gleichung des Satzes (43) 
gerade so zusammengesetzt ist aus den partiellen Differential - 
quotienten der Determinanten G , A, B, wie die Bedingungs- 
gleichung desselhen Satzes aus den Elementen derselben Deter- 
minanten, wird nicht allein zur leichteren Auffassung des 
Satzed beitragen, sondern auch Gelegenheit geben, weitere 
Siitze aufzustellen. 

Wir wollen nicht nnterlassen, auch darauf aufmerksam 
zh machen , dass sick der particllc Differentialquotient ' ' 
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als die Sinnine von Quadraten darstellt, wenn die Elemeute 
der Determinante A den entsprechenden Elementen der Deter- 
minantc B gleicli werden. 

Zum Sehlusse sei noch erw'dhnt, dass der Satz (43) sicli 
auch auf hohere Ordnungen der Differentialquoticnten der drei 
Determinanten erweitern liisst. 


Aclite Vorlesung. 

Ganzo homogene Functionen. Anwendungen 
der Determinanten. 


Von gleicher Wichtigkeit als die Determinanten sind die 
Eigenschaften der ganzen homogenen Functionen fur die ana- 
lytische Geometrie. Diese Eigenschaften zu entwickeln, in- 
sofern aie in dem Folgenden eine Anwendung fiuden, wird 
zunachst unsere Aufgabe sein. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der ganzen homo- 
genen Function: 

(1) f(A 0» 

von (n -f- 1) Variabeln x 0 , x t ... x„ vom pten Grade, dass: • 

(2) . . . tpf( x 0) x,,.. . x n ) = f(x„t, x { t, . . . xj). 

Denn wenn eine ganze Function (1) der Gleichung (2) 
geniigt, so ist sie zugleich eine homogene Function. 

Die Gleichung (2) hat man als eine identisehe Gleichung 
zu betrachten, in welcher die beiden Theile der Gleichung 
sich nur in der Form von einander unterscheiden. 

Differentiirt man daher die Gleichung (2) nach t, und 
setzt nach der Differentiation t = 1 , so erhalt man die iden- 
tisehe Gleichung: 

(3) p. x„ ...ay) = a’ 0 1" (»*) + x'if (a:,) -f ...x„f (a-.). 

Die zweimalige Differentiation nach f ergiebt, 'wenn man 
wiedcr t— 1 setzt, folgcnde identisehe Gleichung: 

1 * 
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V (p - 1) f (»», x t , ..X,) = 

f a. X i I'f _i_ 9 r - Jir . 

o' ' 1 dx,*'‘ ' 0 1 iiXtdXt ' ' 


Durcli dreimalige, viermalige Differentiation lassen sich 
aus (2) in gleicher Weise neue identische Gleichungen her- 
leiten, auf welehe wir weiter kein Gewicht legen, weil wir 
von ihnen im Folgenden keine Anwendung maclien werden. 

'Es seien nun a 0 , a', . . . a*, (n -f- 1) gegebene ganze 
homogene Functionen der Variabelu x n , x { , . . . x„ respec- 
tive von den Graden p B , p,, . . . p„ . Bezeichnet man die Dif- 
ferentialquotientcn dieser Functionen, nach den (n -(- 1) Varia- 

beln genommen , der KUrze wegen mit dem Zeichen ' = o', 

so bat man nach (3) das System identischer Gleichungen: 


Po «° = ««° x o + «i°- r i + ■ • • «»° *« 
Pi «’ = V *o + «i‘ *i + • • • «»' *« 


V« «* — o 0 n x 0 + £, + ••• a." x H . 


Diese Gleichungen kann man als lineare betrachten, wenn 
man die Variabelu x B) x t , . . . x H , wie sie zu Tage treten, 
nicht wie sie in den Functionen a 0 , <t t , ... a, und in iliren 
Differentialquotienten enthalten sind, als die Unbekannten 
ansieht. In dieser Voraussetzung haben sie die Form der 
Gleichungen (17) der vorhergehenden Vorlcsung, welehe durcli 
Aufliisung die Gleichungen (id) ergaben. 

Loset man die identischen Gleichungen (5) nach den be- 
zeichneten Unbekannten auf, so erhiilt man ebenfalls iden- 
tische Gleichungen, die wir in folgender zusammenf assert 
konnen : 

(6) . . . A . x x = A x ° p 0 n° -f- AJ p, a' -f- . . . A * p m a*. 

In ilrr liaben A und A', die Bedeutung einer Determi- 
nante und ihres partiellen Differentialquotienten , namlich: 




(l ® 
f *0 7 


. . 

(7).. 

. A = 

V, 

«l’> • 

. . On % 
. . . . 




«l», . 

n " 1 
• * 1 


und Ay — 


?A 


pa 


* 

X 
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Dio Determinant*! A ist unter den angegebeneu Voraus- 
setzungen eine Functional-Determinante oder priiciser 
die Determinante der Functionen n # , a' . . . a", aus 
deren Differentialquotienten sic zusammengesetzt ist. Sie ver- 
schwindet nach (6) fur dasjenige System Werthe der Varia- 
beln , fur welches die Functionen verschwindcn , aus deren 
partiellen Differentialquotienten sie zusammengesetzt ist. Man 
hat daher den Satz: 


(8) . . . Wenn (n -f- 1) ganze homogene Functionen 
von ebeu so vielen Variabeln fUr ein System Werthe 
dieser Variabeln verschwinden, so verschwindet 
auch die Determinante dieser Functionen fllr das- 
selbe System Werthe der Variabeln. 

Durcli Differentiation der identischen Gleichung (6) nach 
x, erhiilt man die ebenfalls identische Gleichung: 

A + fl x ‘ = A * Po a * + A * Pi «* + ••• A l p. a; 


8 A" 8A' X 8 a; 

+ 8^Po a +d^P‘ a +---I^ P" a 


Zieht man von dieser Gleichung die mit p Q multiplicirte 
Gleichung (6): 

A — A °a° x + A\ a' K 4- . . . A; a ; 
aus der vorhergehenden Vorlesung ab, so erhiilt man : 

1 C 1 —Po) + *- = A l a* (p t + (p m —J> 0 ) 


(9) 


8A ® 8A\ 8 A' 

+ Ix.Po u + TT,P' " + • ■ • at: P* «’ 


8x* 

Differentiirt man dagegen die Gleichung (G) nach xi , so 
erhiilt man, wenn man die mit p u multiplicirte Gleichung (8): 

0 — A l «S + Al . a l + --- A : «" 

der letzten Vorlesung abzieht: 

8A 


( 10 ) . . 


d.r. 


— 


A l (l>l ~Pn)+ ■■■ A l «" (Pn —Po) 


8A° 


8Ai 


+ I^Po a °+8^P< a ' + 


, dAl 

+ 8* l P' a '- 
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VVenn nun fiir ein System Werthe der Variabelu die 
Funetionen a 1 , . . . a" siimmtlich verseliwinden, so erhiilt 
man, da unter dieser Voraussetzung auch A verschwindet, 
fiir dieses System Wertlie aus (9) und (10) die, freilich uicht 
mehr identischen, Gleicliungen : 

• ' = A\ n ‘ (2), — p„) -j- ... A* a’ (p„ — }>„) , 

(H) d X 

dXl ** = "l (p i - Po) + • A i «; (i'» - j>o) , 

deren rechte Seiten verschwinden , wenn }>„ p M . 

Daraus folgt der Satz: 

• 

(12) . . . Wenn (« + 1) ganze homogeue Funetionen 
von eben so vielen Variabelu und’ von gleichen 
Graden fiir ein System Werthe der Variabelu ver- 
schwinden, so verschwinden auch die Deter mi - 
nante dieser Funetionen und ihre ersten partiellcn 
Differentialquotienten fiir dasselbe System Werthe 
der Variabelu. 


Sind dagegen —]>,== ■ • — Pn-t> und von p„ verscliieden, 
so hat man nach (11): 


(13) 


cA — a ■ , 

■ M 

(£» — V o) 

'•'* * 

X 

** 

? A „ 

• A* 

(p» -/V 


X 



Diese Gleicliungen beweisen den Satz< 

(14) . . . Wenn von(n-|- 1) ganzen homogenen Func- 
tionen eben so vieler Variabeln n Funetionen von 
demselben Grade sind und es verschwinden alle 
(n -f- 1) Funetionen fiir ein System Werthe der Va- 
riabeln, so sind fiir dieses System Werthe der Va- 
riabeln die partiellen Differentialquotienten der 
Determinante der (tt -f- 1) Funetionen proportional 
den eutsprechenden partiellen Differentialquotien- 
ten der ungleichgradigen Function. 


Mit derselben Leichtigkeit liisst sich endlich aus den 
Gleicliungen (11) der allgcmeinere Satz ablesen: 
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(15) . . . Wenn von (n 7 )- 1) ganzen homogenen Func- 
tionen n°, a 1 , ... a* von eben so vielen Variabeln die 
Fuuctiouen a 0 , a 1 , . . . a m ~ l von demselben Grade 
sind und es verschwinden sammtliche (w -j- 1 ) Func- 
tionen fiir ein System Werthe der V ariabeln, so hat 
man fiir dieses System Werthe der Variabeln die 
Gleichun gen: 

8 A p dam dam+i go* 

8x x “ cx x m+l 8x x -!-■■■** i , Xi ’ 

in welchen die Ausdriicke P,„, P m +i, . . . P„ unab- 
hiingig sind von dem besonderen Werthe von A. 


Wir legen auf diese vier Siitze deshalb ein Gewicht, weil 
sie sich eignon , einem fuhlbaren Mangel in der Eliminations- 
Theorie, freilich nur in einzelnen Fallen, abzuhelfen. Es 
haben niimlich Bezout und Sylvester dargethan, wie die 
Elimination einer Dubekannten aus zwei Gleichungen irgend 
welcher Grade sich zuruckfiihren liisst auf die Elimination 
mehrerer Unbekannten aus linearen Gleichungen. Das Resul- 
tat der Elimination enthiilt niemals einen iiberfliissigen Factor. 
Die Versuche, dieses Eliminationsverfahren auf mehr als zwei 
Gleichungen auszudehnen, haben den gewunschtcn Erfolg 
nicht gehabt, ausser in speciellen Fallen. Das Resultat ist 
im Allgemeinen nicht rein, sondem immer mit einem Uber- 
fliissigen Factor angethan. 

Die speciellen Aufgaben der Elimination, welche uns in 
dieser und der folgenden Vorlesung begegnen, werden wir 
mit Hiilfe der hervorgehobenen Siitze losen konnen ohne Ein- 
mischung eines uberfliissigen Factors. 

Als ein Beispiel zur Anwendung des Satzes ( 8 ) wahlen 
wir die Aufgabe: 

(16) . . . Die Bedingungsgleichung zu finden, welche 
die homogenen Coordinaten von vier Punkten er- 
fiillen miissen, wenn die Punkte auf einer und dor* 
selben Ebene liegen. 

Es seien (*„ .//„ z 0 p„), (x, i/, r, j> ( ), (x a y, z 2 p 2 ), (x. t y 3 z., p.j 
die Coordinaten der vicf Punkte und 
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ux + V V + wz rp = 0 

die Uleichung iler Ebene. Alsdann hat mail die Bedingungeu : 
ux 0 + vy 0 + wz 0 rp 0 = 0 

ux t + t>y, + wz, -f- rp, = 0 

HX.j -f- VIJi + WZ 1 + r lh = '* 

7tx 3 -f vy.j + t«, + rp, = 0. 

Man hat hier also vier liueare homogene Functionen der 
Variabeln «, v , to, r, welche fUr ein System Wertlie dieser 
Variabeln verschwiuden. Der Satz (8) giebt die gesuchte 
Bedingungsgleichung : 


(H) 


•*"()> 

Vo> 

*o, 

Po 

X,, 

Vt > 

*i> 

Pt 

x 1> 

y-n 

z tt 

Pi 

x 3, 

Vi) 

z 3> 

Pi 


= 0. 


Man driickt dieselbe durcli rechtwinklige Coordinateii der 
vier Punkte aus, indem man p„ = p, — p-, — p 3 = 1 setzt: 


(18) 


x o > 

Vo, 

Z 0 9 

1 , 

X, , 

Vt, 

Z \ 9 

i ! 

1 

X.J, 

Vi, 

Vr., , 

i 1 


'Jm 

*3 9 

i . 


= 0. 


Aber dieses ist eine andere Form fiir dieselbe Bedingungs- 
gleichung, die wir in der ersteu Vorlesung uuter (18) dureh 
6/7 = 0 ausgedrfickt haben. Um den linken Tlieil der zu- 
letzt augefuhrtcn Gleickung (18) auf die Form von 6 II zu- 
riickzufuhren , hat man mehrere Satze der siebenten Vorlesung 
in Anwendung zu bringen. Derselbe erhiilt durcli inehrmalige 
Anwendung des Satzes (4) schliesslieh die Gestalt: 


i, 

•^o > 


Z 0 

i, 


Vi, 

z l 

i, 

X 1, 

Vd 

*1 

i, 

x 3> 

y»> 

*3 


Dieser Ausdruck geht (lurch wiederholte Anwendung des 
Satzes (30) iiber in: 
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1, 

x n } 


l/o, 


z o> 

0, 

x i — 

X 0, 

2/i “ 

’Jo, 

*1 - 

0, 

x 2 — 

X «, 

Vi — 

!/«> 

*2 ~ 

0, 

X 3 ~ 

X Z) 

Vi — 

y«, 

Z 3 ~ 


uud crhiilt nach (14) die Gestalt: 

I x \ x o> V\ Hot z i *0 ! 

(10) X., x 0 , Jfj y n) z 2 z n = G 77 

I X 3 X 0> Vi !)n > Z 3 ^0 # 

Es ist dieses derselbe Ausdmck von 6 77 in (15) der er- 
steu Vorlesung nacli den dort folgenden Substitutionen (17). 

Wir haben in der dritten Vorlesung die Bedingungs- 
gleicliung (15) der Involution aufgestellt: 

(20) (A 0 — f*,)^, — ft 2 )( A 2 - ft 0 ) + (ft 0 — A, )(fl, - A 2 )(ft 2 — A 0 ) =0 

als das Resultat der Elimination von Aft und ^ (A — |— ft) aus 
den vorhergehendeu Gleichungen, welche sind: 

Ag — i (A + fi) (A 0 -f- ft n ) -f- A 0 g„ = 0, 

(21) ... Ag — i (A + fi) (A, -f- #*,) + A ,ft, = 0, 

Aft — ^ (A -f ft) (A 2 + ftj) + Aj ftj = 0. 

Es soil sich jet/.t nicht darum handeln, das Resultat der 
Elimination (20) von dort zu verificiren, sondern unmittelbar 
durch Elimination der genannten Grbssen aus den Gleiehun- 
gen (21) die Form der Bedingungsgleichung (20) zu ent- 
wickeln. Diese Form andert sich, wenn man A () mit ft 0 , oder 
A, mit ft,, oder A 2 mit ft 2 vertauscht, obwohl die Vertauschung 
der Natur der Sache nach erlaubt ist. AUsserdcm kennt man 
noch drei iuidere einfache Forrnen derselben Bedingung. Wir 
stellen uns demnach die Aufgabe: 

(22) . . . . Durch Elimination der Unbekannten Aft 
und -J- (A — ft) aus den Gleichungen (21) die sieben 
Forrnen der Bedingungsgleichung der Involution 
abzuleiten. 

Wenn man die Gleichung (21) homogen macht und mit 
d die Determinant* bezeichnet: - 
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|1, —(4 + f*o). ^,1*0 I 

(23).... A = 1, — (A, ~h #*,), » 

1 > — (*j + f*j)« ^2?»2 

so siebt man, (lass nacb (8) die Bedingungsgleichung der In- 
volution ist: A = 0, und dass die vorgelegte Aufgabe darin 
ilire Erlediguug tiudet, dass man die Determinants A , multi- 
plicirt mit irgend welchen Factoren, auf sieben versehiedene 
Arten ausdriickt. 

Die Determinante A in (3) der siebenten Vorlesung ent- 
stand aus der Entwickelung des Produetes P, indent man die 
Exponenten der Elemente obere Indices bedeuten liess. Die 
Determinante A geht darum wieder in das Product P iiber, 
vvenn man in (3) die oberen Indices der Elemente als Expo- 
nenten betrachtet. 

Is'immt man daher an, dass in der Determinante: 



V, 

V, 

V 

(24) 

... L - j A,*, 

V, 

V 


• A., 2 , 

V, 

a 2 ° 


die oberen Indices Exponenten seien, eine Aunabme, die wir 
auck im Folgenden aufreclit erbalten werden, so hat man: 

(25) ... L — — (A, — A 2 ) (A a A 0 ) (A 0 A,). 

Multiplicirt man die beideu Determinanten, so erhiilt man 
nacli dem Multiplications-Theoreme : 

' (^o“^o)(^o f*o)> (^t *»)(*, #*«)» (^2 ^ 0 X ^2 f*o) 

(26) AL •(A 0 -A 1 )(A 0 -p|), (A,— A,)(A,— p,), (A 2 A,)(A,- p.) 

(A 0 A,)(A 0 p 2 ), (A, A._,)(A, . p 2 ), (Aj— A j)(Aj p.,) 

das Product in Form einer Determinante, in welcher die Ele- 
mente der Diagonale verschwinden. Beriicksiehtiget man die- 
ses und entwiekelt die Determinante, so erhiilt sie das in (25) 
angegebene Product L als Factor. Unterdriickt man diesen 
Factor auf beiden Seiten der Gieichung (26) , so erhiilt man : 

(27) A — (A 0 — Pi)(A t p 2 )(A., Po) + (p 0 ^i)(f i i ^o)* 

Da die Determinante A in (23) ungeiindert bleibt, wenn 

man in ihr A 0 mit p„, oder A, mit p,, oder A._, mit p 2 vertauscht, 
so erhalt man aus (27) (lurch diese Vertauschungen : 
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— d — (gp g|)(A, — gj)(A 2 - A,)(g|— A 3 )(g 2 — g n ), 

(28) — d — (#*<) f 4 1 )C^ 1 — (f*2" *») + (*.> A,)(g,— f*j)(^2 — f*o)> 

d = (go — A|)(g t A„)-f- C^O — /*l)(^l Aj)(gj~f*o)- 

Urn die drei anderen Forrnen fiir z/ abzuleiteu, multi- 
pliciren wir diese Determinante mit der Determinante M: 

A 2 , A' , A" 

(29) M= A 0 2 , A 0 ', A 0 » , 

,<*, N', Po" 

.in welcher die oberen Indices der Elemente Exponenten sein 
sollen. In dieser Voraussetzung ist: 

(30) ... M = — (A 0 — Mo) (Po - A) (A - A o) , 

und das Product der beiden Determinanten (23) und (29) stellt 
sich als eiue Determinante dar wie folgt: 


(A A„)(A go), ( A # - A # )( Aq- gp) j (go A 0 )(g 0 g (l ) 
(31) JM - '(A— A,)(A g,), (A u — A,)(A 0 — #»,), (go-A,)(go-g,) • 
(A Aj)(A g 2 ), ( A 0 A,)(A„ g 2 ), (go Aj)(u 0 -g. 2 ) 

Da in dieser Determinante die Elemente der ersten Hori- 
zontalreihe verschwinden mit Ausnahme des ersten, so hat 
man nach (12) der vorhergehendeu Vorlesung: 


z/M = (A — A n )(A g 0 ) 


(A 0 A, ) (A„ g|), (g 0 A,)(g 0 g |) | 

(A 0 A 2 )(A 0 g 2 ), (go A.j)(g„ g>) | 


uml 


wenn man durch (30) dividirt: 

^ l (A| A,) (A u g ( ), 

f*o (A„ — A 2 )(A 0 gj), 


oder entwickelt: 


(f*o — A,)(g 0 g,) | 

(f*o — A,)(g«— gj - 


(33) . . . z/ = j— — -- {(A 0 — A,)(A 0 g|)(go A 2 )(g 0 g 2 ) 

*0 f *0 

— (A 0 — Aj)(A # g 2 )( go A|)(g 0 


Da die Determinante z/ nur ihr Vorzeiclien audert, wenn 
man die Indices 0 und 1 oder 0 und 2 vertauscht, so er- 
halt man durch diese V ertauschungeu aus (33) folgende Glei- 
chuug : 
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*=* {(^1 MiXf 1 ! ~ f*o) 

(^1 ^llX^I /*«)(#*! ^ 2 ) (f*l fL)} 

^ = r”’ {( A 2 — ^ *o)(*J — ^(») (f*2 A|)(f*2— #*l) 

(^2 ^l)(^2 PlXf** ^ 0 ) (f*l #*o) } ' 

Es ist in tier sec-listen Vorlesung die kiirzeste Entfer- 
nung R zwcicr geraden Linien L und L x im Raume in tier 
Gleichung (10) ausgedrilckt wordcn. Dcrsclbe Ausdruek stellt 

sick in Determinantenform so dar: 

% \ 

I a, — a, b l — b, c, — c 

(35) ... 11 = aiQ (iL() I “» P> Y 

' “i> Pt> JO I 

In demselben bedeuten a, b, c die Coordinaten eines Punk- 
tes 0 auf tier geraden Linie L, welche mit den Coordinatenaxen 
Winkel bildet, deren Cosinus sind a, /3, y; und a,, b t , c, 
bedeuten die Coordinaten eines Punktes 1 auf der geraden 
Linie L n welche init den Coordinatenaxen Winkel bildet, 
deren Cosinus /J,, y, sind. 

Wahlen wir nun auf der geraden Linie L t beliebig einen 
Punkt 2 mit den Coordinaten n 2 , b. lt e 2 , dessen Entfernung 
von deni Punkte 1 sei /, und auf der geraden Linie L einen 
Punkt 3 mit den Coordinaten , b- K , c 3) dessen Entfernung 
von dem Punkte 0 sei l, so liabeu wir: 

l a — «j — a , l fi = b 3 — b , l y — c :l — c , 

l x a t — «j Z|/5, = b 2 b l} Z,y, = c a c t . 

Durcli Substitution der Wertlie von a, j? in (35) 

und Auwentlung ties Satzes (30) der siebeuten Vorlesung, 
geht jene Gleichung ilber in: 

j a, — a , Z», — b , c, — c 

(36) ll t R sin {LL X ) = 02 — a > & 2 — & > c j — e • 

I Oj — 0 , — 6, Cj — c 

Da der rechte Theil dieser Gleichung den sechsfachen 
Inhalt ties Tetraeders 0 12 3 ausdriickt, so haben wir den 
Satz bewiesen: 
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(37) . . . Der sechsfache Inhalt ein es Tetraeders ist 
gleichdem Product zweiergegenfiberliegenden Kan- 
ten, der kiirzesten Entfernung und des Sinus des 
Neigungswinkels derselben beiden Kanten. 

(38) . . . : Die Lange dei 1 Tangente z.u bestimmen, 
welche von einem gegebcnen Punkte an einen ge- 
gebenen Kegelschnitt gezogen ist. 

Es seien die homogene Gleichung des Kegelschnittes f— 0 
und a, b, c die Coordinateu des gegebenen Puuktes. Als- 
dann beriihrt die von dem gegebenen Punkte an den Kegel- 
selmitt gezogene Tangente in dem Punkte den Kegelschnitt, 
in wclcliem die Polare: 

A — xf{n) + yT(b) -f- zf(c) = 0 

den Kegelschnitt trifft. Ist nun r die Liingo der Tangente, 
so hat man die Kreisgleichung: 

<p = (xc — zn)* -{- (yc — zb)* — r J c s « ? = 0, 

und es ist die Aufgabe, aus den drei Gleichungen: f — 0, 
<p — 0, A = 0 die homogenen Coordinaten x, y, z des He- 
riihrungspunktes, welche alien drei Gleichungen zugleich ge- 
niigen, zu ebminiren. Das Resultat der Elimination muss 
eine in r 3 quadratische Gleichung sein, weil man von dem 
gegebenen Punkte zwei Tangenten an den Kegelschnitt ziehen 
kann. Dieses Resultat wird sich in zwei verschiedenen For- 
meu darstelleu lassen. 

Mit den genannten Functionen verschwindet nach (8) 
aucli ihre Determinante vom zweiten Grade der Variabeln. 
Man hat daher die sechs Gleichungen, ebenfalls vom zweiten 
Grade : 

f= 0, fp 0 , A — 0 , xA = 0 , yA = 0, zA — 0. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich nun die sechs Quadrate 
und Producte der Variabeln wie aus linearen Gleichungen 
eliminiren. 

Man hat aber auch nach dem Satze (14): 

li = x r(c) , |f = w), % = , a = o , 
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imd erhiilt die gesuehte , ebenfalls in r s quadratische , Ulei- 
chung, wenn man aus diesen in x, y, z, A linearen homo- 
genen Gleichungen die genannten Grossen eliminirt. 


(39) .... Wenn die Gleichungen von zwei Kegel- 
schnitten gegeben sind, die Gleichung Hirer vier 
Schnittpunkte zu bestimmen. 


Sind x, y, z die Coordinaten eines Schnittpunktes der 
♦lurch ihre Gleichungen f = 0, q> — 0 gegebenen h'egel- 
sclmitte, so ist: 

A = ux -f- f*/ + wz — 0 


die Gleichung dieses Puuktes. Es ist also die Aufgabe, aus 
den Gleichungen f = 0, <p = 0, A = 0 die Variabeln x, y, s 
zu eliminiren und daraus eine homogene Gleichung des vier- 
ten Grades in u, v, w abzuleiten. 

Bezeichnen wir zu diesem Zwecke mit z/ die Determi- 
nante der Functionen f, <p , A, so haben wir die sechs Glei- 
chungen : 

f= 0, 9 = 0, z/ = 0, j , i = 0, yA — 0, sA—0, 

aus welchen die Quadrate und Producte der Variabeln sicli 
wie aus linearen Gleichungen eliminiren lassen. 

Wir haben nber auch wie vorhin: 


SJ 


— Xu , 


dd 

'ey 


Ac, 


dd 

cz 


= A w 


woraus die Unbekannten x, y, z, A linear zu eliminiren sind. 

Die Resultante Ji = 0 der Elimination ist voni vierten 
Grade. Sie liisst sich in vier lineare Factoren zerlegen, und 
die Coefficienten von «, v, w in einem jeden Factor sind die 
Coordinaten cines der vier Schnittpunkte der gegebenen lvegel- 
schnitte. 

Durch die vier Schnittpunkte liisst sich drei Mai ein 
hinienpaar legen. Jedes Paar schneidet sich in einem 
Punkte, einem Diagonalpunkte des Vierecks, dessen Ecken 
die vier genannten Schnittpunkte sind. Das Viereck hat dein- 
naeh drei Diagonalpunkte, und wir stelleu uns im Anschlusse 
an die vorbergehende Aufgabe folgende: 
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(40) . . . Wenn die Ecken eines Viereckes gegeben 
sind als die Schnittpunkte zweier dureh ihre Glei- 
chungen gegebenen Kegelschnitte, die Gleichung 
der Diagoualpunkte des Viereckes zu bestiramen. 

Sind f = 0 und <p = 0 die homogenen Gleichungen der 
gegebenen Kegelschnitte, so ist bekanntlich f -f- A rp = 0 die 
Gleichung eines jeden Kegelschnittes , der durch die vier 
Schnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte gelit. Bei rich- 
tiger Bestimnnuig von A stellt also die letzte Gleichung aucli 
das Linienpaar dar, welches durch die vier Schnittpunkte 
geht. 

Bezeichnet man mit x, y, z die Coordinaten des Sclmitt- 
punktes des Linienpaares , des Diagonalpunktes , so gelten 
filr diesen die Gleichungen: 

/» + A <p\x) = 0 , f\y) + A <p\y) = 0 , f(z) + A <p\z)= 0, 

A = ux -f- vy -f- wz = 0 , 

wovon die letzte Gleichung den Diagonalpunkt darstellt. 

Nach der Elimination von A hat man nun folgende sechs 
Gleichungen: 

r(y)<p'{z) — r{z)<p'{y) = 0, f(s) <p’(x) — r(x)(p’(e) = 0, 

f'( x ) <p'(y) — m <p'( s ) = 0 > 

xA = 0 , yA — 0 , zA = 0 , 

aus welehen die sechs Quadrate und Producte der Variabeln 
wie aus linearen Gleichungen zu eliminiren sind, um die Glei- 
chung S — 0 der Diagoualpunkte vom dritten Grade zu er- 
halten, welche sich wieder in drei lineare Factoren zerlegen 
lasst. 

An die beiden vorhergehenden Aufgaben, die in den Re- 
sultanten Ti — 0 und S — 0 ihre Erledigung gefunden haben, 
schliesst sich naturgcniiiss die Aufgabe der Zerfallung dieser 
Gleichungen in ihre linearen Factoren an. 

Man wird linden, dass diese Gleichungen sich so zu ein- - 
ander stellen, wie eine gewohnliche biquadratische Gleichung 
zu der bekannten kubischen Gleichimg, von welcher die Liisung 
der ersteren abliiingt. Wie niimlich die Wurzeln der biqua- 
dratischen Gleichung sicli linear durch die Wurzeln der kubi- 
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sckeu Gleichung nuadrlicken lassen, so stellen sick aucli die 
Factoren von 11 als liueare Ausdriicke der Factoren von S dar. 

Die Wahrheit dieser Beinerkung liegt jedoch uickt so aul' 
der Hand wie die Lbsungen der vorkergehenden beiden Auf- 
gaben; man wird erst zu suchen haben. 

(41) .. . Drci gerade Linien L 0 , L,, i^sindim Ran me 
gegeben, cine vierte gerade Linie L gleitet an 
iknen hin, indem sie jedo der gegebenen geraden 
Linien schneidet; es soil erstens die Relation ge- 
funden werden zwischen den Cosinus der Neigungs- 
wiukel, welclie die glcitende gerade Linie L mit 
den Coordinatenaxen bildet und zweitens der geo- 
metri8che 0 rt dieser geraden Linie. 

Die Auflbsung der vorgelegten Aufgabe bcginnen wir mit 
der Aufstellung der analytiseken Bcdingungen der Aufgabe. 
Zuvorderst braucken wir die Gleichungen der gegebenen ge- 
raden Linien L 0 , L lt L. t : 

"o— a ‘o+Vo= 0 ; «|— *i+ r i«i=0, « 2 — a-,+ 

(42) b 0 — y 0 +r t fi 0 =0, =0, b 2 — j/j-f r.^,=0, 

e« — *o + »o *t+rtft=0, Cj— «,+r ? y,=0. 

Es bedeuten hier, im Anschlusse an die, in (8) und (!») 
der sechsten Vorlesung eingefiihrtcn, einfaeken Be/.eickuungen, 
a n , K , c 0 die Coordinaten eines auf der geraden Linie L„ 
gegebenen Punktes und y 0 , die Coordinaten eines bc- 

liebigen Punktes 0 auf derselben geraden Linie; die Entfer- 
nung der beiden genannteu Punkte ist mit r„ bezeicknet und 
die gegebenen Cosinus der Winkel , welclie L 0 mit den Coor. 
dinatenaxen bildet, mit a 0 , (i u , y 0 . Gleickes gilt von den beiden 
anderen geraden Linien Z», und L r Um jedoch weitere Be- 
zeicknungen zu ersparen, werden wir fortau unter 012 nicht 
mehr beliebige, sondern diejenigen Punkte auf den drei ge- 
gebenen geraden Linien L u , L lt L t versteken, in welckeu 
die gleitende gerade Linie L die gegebene schneidet. 

Wenn wir unter diesen Voraussetzungen annehmen, class 
x, y, e die Coordinaten eines beliebigen Punktes V seien auf 
der geraden Linie L, welche mit den Coordinatenaxen Winkel 
bildet, deren Cosinus mit «, ji, y bezeichnet werden, wenn 
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wir endlich setzcn PO = p 0 , PI = p, , P2 = p. , so haben 
wir noch folgende neun Bedingungen der Aufgabe, welche 
die Projectionen der begrenzten geraden Linien p 0 , p, , p, in 
doppelter Ausdrucksweise wiedergeben : 

a" # — .T+p l) n=0, x t — a;-4-Pi«=0, x 1 — ;r-f-p 2 «=0, 
(43) y 0 — y+p„/J=0, y,— y + p,/J=0, ?/ 2 — y + p 2 0=O, 
«0 — *+Por=0> «!— « + Pi 7=0, **— *+P?7=0. 

Diese Gleicliungen (42) und (43) enthalten sammtliche 
Bedingungen der vorgelegten Aufgabe. Aus ihnen ergiebt 
sich die Lbsung des letzten Theiles der Aufgabe unmittelbar. 
Denn dividiren wir die drei Systeme Gleichungen (42) der 
Reihe nach durch p 0 , p,, p 2 und ebenso die drei Systeme 
(43), so haben wir 18 Gleichungen, welche linear und homo- 
gen sind in Riicksicht auf folgende 18 Unbekannte: 


r jt, yji, 

hi 

X, 

&, 

ft; 


y±, 

Co Co 

Co 

Ci ’ 

Ci 

Ci 

c« 

Ct 

r 0 r, 

r, ■ 

1 

1 

1 . 


/», 

} t 

— ) 

— l 

— ; 

— 1 

a > 

Qo Pi 

Ct 

Co 

Pi 

Qt 




Das Resultat der Elimination ist die verlangte Gleichung 
1) — 0 aus Determinantenform, eine Gleichimg zwischen den 
Goordinaten x, y, z des Punktes P. 

Es braucht jedoch nur erwiihnt zu werden, dass die Deter- 
minante 1) in 18 5 Elementen zusammengesetzt ist, von wel- 
chen allcrdings viele verschwinden , um von dem Versueh ihrer 
Bildung abzuschrecken. Nichts desto weniger kann man, 
wenn man nur das Bildungsgesetz der Determinanten-Glei- 
chimg D = 0 im Auge behiilt, alle Resultate ziehen, welche 
wir in dem Folgenden anders ableiten werden. 

Um die Bedingungsgleichungen (42) und (43) unserer 
Aufgabe zu concentriren, eliminiren wir die Goordinaten der 
drei Punkte 0, 1, 2, die wir zur Losung unserer Aufgabe 
nicht nbthig haben, wodurch wir erhalten: 

«u — »+ r 0 ct 0 -f Q 0 a = 0, «, — x -f- r,«, -f p,« = 0, 

(44).. b tt — y -f- r„/J 0 -f- p„0 = 0, ft, — y -f- » l ^ l + P|0 = 0, 

— * + Vo + Po7 = °» Cj — * + r,y , + p,y = 0, 

flj — x -f- r 2 a., p,« == 0, 

b 2 — y -f- -j- Q-,Ji = 0, 

c 7 —z -f- r. i y 1 -j- Q. t y = 0 . 

Hkx*k, analyt. Geometr. d. Haumes. 2. Aufl. 8 
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Dividiren wir diese drei Systeine Gleiehungen der Reihe 
nacli durch p (l , p, , Q. lt so werden die lieiui Gleichuiigen li- 
near und honiogen in Rticksicht auf die neun Unbekannteii : 


P, y- 


1 1 1 . r„ r, r, . 

— , — , — , — , > -i 

Co Pi Vi Vo Vi Vi 

Das Resultat der Elimination D = 0 hangt ab von der 
Determinante 1), welche noch aus 81 Elementen zusammen- 
gesctzt ist. 

lteduciren wir die neun Bedingungsgleichungen (44) auf 
seeks, indem wir die, fiir die Losung des ersten Theiles der 
Aufgabe niclit erforderlichen Coordinaten x, y, z des Punk- 
tes F eliminiren, so erhalten wir: 


«i — «o + Vi — Vo + (Pi — 9 o) a “= 0 , 

«2 “ «0 + U°2 — *>0 + (P2 — Po) « = 0 I 

,, r . b, — K + r tP> — UPo + (p, - Po) P = 0 , 

( ) • ’ • h - b 0 + r,A ~ UP, + (ft - Q„)P = 0, 

Cj — Co + UYi — UYo + (Qi ~ 9o)Y = 0 , 

C 2 — Co + UY} ~ UYo + (Pa - 9o)Y = 0. 


Multipliciren wir hierauf siimmtliche seeks Gleickungen 
mit dem Factor A und eliminiren die in den Gleichuiigen li- 
near und komogen vorkoinmenden sechs Unbekannten: 


A, Ar 0 , Ar, , Ar 2 , A(p, Po) > ^(p 2 9o)> 

so erhalten wir als das Resultat der Elimination die gesuchte 
Bedingungsgleichung A — 0 zwischen den Cosinus a, y 
in der Form: 


«1 

— O 0 

«0 


0 

a 

0 

b, 

-b 0 

Po 

P , 

0 

p 

0 

C| 

— U 

Yo 

Yi 

0 

r 

0 

«2 

— a u 

“o 

0 

«2 

0 

a 

b 2 

-K 

Po 

0 

Pi 

0 

p 

c, 

C 0 

Yo 

0 

Yi 

0 

Y 


Aus dieser Gleichung geht die Glcichung 1) — 0 der Ober- 
fliiche kervor, welche die gerade Linie L oiler ein beliebiger 
Punkt F auf ihr besekreibt, wenn man ftir a j} y in der letzten 
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Verticalreihe der Elemeute setzt ilire VVerthe aus dem Jetzten 
Systeme der Gleichungen (44) und fur a (i y in der vorletzten 
Verticalreihe setzt ihre Wcrthe aus dem vorletzten Systeme 
der Gleichungen (44). Mit Anwendung der bekannten Deter- 
miuanteu-Siltze wird man auf diese Weise finden: 


— «u 



0 

x — «, 

0 

- V 

00 

0, 

0 

y — b x 

0 

— Co 

Yo 

Yx 

0 

* — «, 

0 

— «o 

«u 

0 

«! 

0 

x — a 3 

-K 

00 

0 

0? 

0 

y - h 

C 0 

Yo 

0 

Yi 

0 

z — c 2 


Ubwohl die beiden abgeleiteten Determinanten-Gleichun- 
gen z/ — 0 und D — 0 ilbersichtlich genug sind, um daraus 
weitere Schliisse zu ziehen , so wollen wir doc-h noch ciufachere 
Gleichungen entwickeln, welche das Problem Ibsen. Elimi- 
niren wir zu diesem Zwecke aus dem ersten Systeme Glci- 
chungen (45) r, und p, — p 0 , so erhalten wir: 


a i 

oder: 


0, Y 

0i » Yx 

b x K r oPo > c i C 0 r 0 y 0 


= 0, 


«, 01 

Y 


« » 

0 , 

r 

U X 1 01 > 

Yx 

r o 

«1> 

0 ., 

Yx 

a x ~ n o i b x ft. > 

Ci Co 


«o, 

00 > 

Yo 


woraus mit Vertauschung der Indices 1 und 2 die Gleichung 
hervorgeht: 


«» 

0, 

Y 


« 1 

0 , 

Y 

j 

fit. 

Yi 

— r o 

a 3 , 

fit, 

Yi 

a 2 a 0 ) 

b i b o > 

c 2 c 0 


“o» 

0o 1 

Yo 


eine Gleichung, welche durch Elimination von r 2 und p, — p () 
aus dem zweiten Systeme Gleichungen (45) gerade so erhalten 
wiirde, wie die vorhergehende Gleichung aus dem ersten Sy- 
steme Gleichungen (45). Eiiminiren wir nun r 0 aus den beiden 

8 * 
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letzten Gleicliungen, so erhalten wir die einfachste Form der 
Gleichung A = 0: 


1 “ 

ft 

y 

1 a 

ft 

Y 

ft 

ft 

V\ 

■ a. 

ft 

Yi j 

ft— ftl 

ft — ft 

c t — c o 1 

ft 

ft 

y„ 1 

a 

ft 

V 

! ft 

ft 

y 

a 2 

ft 

Yi 


ft , 

y, 

! ft— ft 

ft— ft 

C i — r o 

i ft 

ft 

Y« 


Setzen wir endlicli die Wertlic von a ft y mit richtiger 
Wahl aus den beiden letzten Systemen Gleicliungen (44) in 
diese Gleichung ein, so geht dieselbe in die gesuchte Glei- 
cliung 1) — 0 fiber: 



n i — x 

ft —it 

c,-e 

|ft~* 

ft — y 

cj—e 

(49) 

n \ 

ft, 

Y\ 

• ft 

ft 

Yi 


[ «o 

b i — ft 

c, c n 

1 ft 

ft 

Yo 


i a. 2 — x 

ft — y 

c,-s 


ft, — X 

ft— y 

c,-s 


a 2 

ft 

Yi 


ft 

ft, 

y, 


— 

by - ft 

ft— ft 

, 

ft 

ft,, 

Yo ' 


Es bleibt noch tibrig, die beiden eben abgeleiteten Glei- 
cliungen A—0 und D— 0 geometrisch zu iuterpretiren. Liisst 
man zu diesem Zwecke durch den Coordinatenanfangspunkt 
eine gerade Linie l gehen , welche parallel ist der gleitenden 
geraden Linie L und bezeichnet mit x, y, e die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes der ersteren, dessen Abstand vom 
Coordinatenanfangspunkt r sei, so hat man: 
x=ra, y — rft, s = ry. 

Setzt man diese Werthe von a ft y in die Gleichung A— 0, 
so wird sie homogen und vom zweiten Grade rficksichtlich 
der Coordinaten und unabhaugig von r, welches aus der Glei- 
chung fortgeht. Wenn man sicli der, zur geometrischen Inter- 
pretation der Gleichung (18) in der vierten Vorlesung gege- 
benen, Definition der Oberfliichen zweiter Ordnung erinnert, 
so beweiset dieses den Satz: 

Eine gerade Linie, welche sicli urn einen festert 
Punkt in ihr so dreht, dass sie immer einer geraden 
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Linie parall el' ist, welcke auf drei imRaume gege- 
benen geraden Liuien fortgleitet, beschreibt einon 
Kegel zweiter Ordnung. 

Auf diesem Kegel Iiegen auch die drei geraden Liuien, 
welcho durch den festeu Punkt parallel den gegebenen ge- 
raden Linien gezogen siud. Den Beweis davon wird man 
darin zu suchen liaben, dass die Gleicliung J — 0 erfiillfc 
wird, wenn man fur a (} y setzt «„ /3„ y 0 oder a, /?, y, oder 
« 2 f) , y r 

Da die Gleichnng D = 0 vom zweiten Grade ist riick- 
sichtlich der Ooordinaten x y z des Punktes P der gleitenden 
geraden Linie L , so liaben wir den Satz : 

Eine gerade Linie, welche drei im Kaurne gege- 
bene gerade Linien sc kneidet, beschreibt eine Ober- 
fliicke zweiter Ordnung. 

Auf diese beiden Siitze kommt man viel einfacher, wenn 
man in der Aufgabe (41), deren Resultat sie sind, andere 
Formen der Gleichungen der gegebenen geraden Linien L„ L t 
wiihlt. Wir liaben dieser Form der Behandlung der Aufgabe 
liier nur deslialb den Vorzug gegeben, weil sie die Gelegen- 
lieit bietet, verschiedcne Determinanten-Satze in Anwendung 
zu bringen. 


Neuntc Vorlesung. 

Allgemeine Eigenschaften der Oberflachen 
zweiter Ordnung. 


Wie man die Ebene als den geometrischen Ort. eines 
Punktes betrachten kann, de^sen rechtwinklige Coordinaten 
einer gegebenen linearen Gleicliung geniigen, so werden wir 
den geometrischen Ort eines Punktes, dessen rechtwinklige 
Coordinaten einer gegebenen Gleicliung des zweiten Grades: 
f(x, 1 1 , z) = 0 
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gentigen, eine Oberfliiche zweiter Ordnuug nennen, 
und die gegebene Gleichuug die Gleichung dieser Oberfliiche. 

Die Gleichung einer Oberfliiche zweiter Ordnung ist hier- 
uach aus 10 Gliedern zusammengesetzt, die respective die 
Factoren haben: x 7 , y 7 ,z 7 ,yz, zx, xy, x, y, z, 1, und jeder 
dieser Factoren hat seinen Coefficieuten. Von diesen 10 Coef- 
ficienten kann jedoch einer, zum Beispiel der letzte, auf die 
Einheit zuriickgefiihrt werden , indein man die Gleichung der 
Oberfliiche durch ilm dividirt. In der auf diese Weise ver- 
einfachten Gleichmig der Oberfliiche bleiben nur 9 Coefficieu- 
ten zuriick, die linear in die Gleichung eingehen, und deren 
Werthe die Natur der Oberfliiche bestimmen. 

Diese 9 Coefficieuten kbnnen niclit niehr willkiirlich seiu, 
weun die Oberflache durch einen gegebenen Punkt geheu soli ; 
sie milssen vielmehr der linearen Gleichung genflgen, die man 
erhult, wenn man in der Gleichung der Oberflache fUr die 
variabeln Coordinaten die Coordinaten des gegebenen Punk- 
tes setzt. 

Es werden daher 9 solcher Bedinguugsgleichungen erfor- 
dert, urn die 9 Coeffieienten, und dadurch die Oberfliiche selbst, 
unzweideutig zu bestimmen. Aber nicht jede 9 Punkte be- 
stimmen die Oberfliiche unzweideutig. Denn, wenn man die 
9 Punkte so wiihlt, dass von den 9 Bedinguugsgleichungen 
einc oder mehrere aus den Ubrigen folgen, so hat man nicht 
mehr die hinreichende Zahl der Bedinguugsgleichungen zwi- 
schen den 9 zu bestimmenden Coeffieienten. Daher driicken 
wir die gemachten Bemerkungen kurz so aus: 

Durch 9 beliebig gewiihlte Punkte im Raume 
liisst sicli im Allgemeineu nur eine einzige Ober- 
flache zweiter Ordnung hindurchlegen, und diese 
Oberfliiche ist in alien ihren Theilen durch die 9 
gewiihlten Punkte unzweideutig bestimmt. 

Es bietet sich zuniichst die Aufgabe dar : wenn 9 Punkte 
einer Oberfliiche zweiter Ordnung gegeben sind , einen belie- 
bigen zehnten Punkt der Oberfliiche zu construiren, etwa den 
Punkt, in welchem eine, beliebig durch einen der 9 gegebe- 
nen Punkte gelegte, gerade Linie die Oberfliiche schueidet. 
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Diese Aufgabe hat /.war ihre Losung gefuuden in Crelle's 
Journal filr Mathenmtik Bd. 24, p. 36, aber sie eutbehrt noch 
der Einfachheit und Eleganz, wodurch sich die Aufliisung 
der analogen Aufgabe in der Ebene durch den Pascal’scheu 
Satz auszeichnet. 

Acht beliebig gewiihlte Punkte einer Oberflache zweiter 
Ordnung bestimmen dieselbe nicht vollstiindig. Denn die 
9 Coefficienten in der Gleichung der Oberflache brauchen ja 
nur 8 lineareu Bedingungsgleichungen zu geuiigeu. Aber es 
lussen sich durch diese 8 Bedingungsgleichungen 8 Coefficien- 
ten durch den neunten ausdrilcken, den wir mit A bezeichneu 
wollen, und der ganz willkiirlich bleibt. 

Saramtliche Ausdrilcke fttr die 8 Coefficienten sind von 
der Form a — (il , wo « und (i Functionen bedeuten der Coor- 
dinaten der gegebenen 8 Punkte, die mit den 8 Puukten ge- 
geben sind. Setzt man diese Ausdrilcke filr die 8 Coefficien- 
ten in die Gleichung der Oberflache ein, so hat man die 
Gleichung der Oberflache, welehe durch die gegebenen 8 Punkte 
hindurchgeht, und die Gleichung selbst stelltsich, wen n man 
die Glieder zusammeiifasst, welehe unabhiingig von A sind, 
ebeuso die Glieder, welehe den Factor A haben, unter der 
Form dar: 

<p( x , y< *) — **>(*, y. *) = o. 

Diese Gleichung mit dem willkilrlicheu Factor A uinfasst 
alle Oberflacheu zweiter Ordnung, welehe durch die gegebe- 
nen 8 Punkte hindurchgehen. Denn da die Oberflache erst 
durch 9 Punkte vollstiindig bestimmt ist, so kaun man den 
Factor A immer so bestimmen, dass die Oberflache noch durch 
eineu gegebenen neunten Punkt hindurchgeht. 

Die Gleichungen: 

<p( x > V, z) = o, 1>(x, y, r) = 0 

stellen zwei Oberflachen zweiter Ordnung dar, von deneu jede 
durch die gegebenen 8 Punkte hindurchgeht. Sie schueideu 
sich in einer ltaumcurve, welehe ebenfalls durch die gegebe- 
nen 8 Punkte hindurchgeht. Diese Curve enthalt ausser die- 
sen 8 Punkteu noch unendlich viele andere, die aber alle 
durch die 8 Punkte bestimmt sind, und welehe auch auf der 
allgemeinen Oberflache zweiter Ordnung liegen, die durch die 
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gegebenen 8 Punkte gelegt ist. Wir driicken diese Bemer- 
kungen ids Satis kurz so aus: 

A 1 le Oberfliichen zweiter Ordnung, welche durch 
8 beliebig gewiililte Puiikte dos Ratlines hindurch- 
gehen, gehen im Allgemeiiien zugleicb durch eine 
durch die 8 Punkte bestimmte Raumcurve, in wel- 
chcr sieh je zwei von den genannten Oberfliichen 
schneiden. 

Da diese Raumcurve, in welcher sich zwei Oberflachen 
zweiter Ordnung schneiden, durch beliebige 8 in ihr gewahlte 
Punkte bestimmt ist, so kann man sich die Aufgabe stellen, 
einen beliebigen neuuten Punkt der Curve zu construireu. 
Diese Aufgabe ist bisher nicht gelbset worden, und es scheint, 
dass the Auflosung nicht mehr linear sein kann, das heisst, 
nicht durch Construction allein von Ebenen und geraden Li- 
nien ausfiihrbar. 

Sollen liiernach 9 Punkte des Raumes eine Oberfliiche 
zweiter Ordnung unzweideutig bestimmen, so diirfcn sie nicht 
auf einer Raumcurve liegen , in welcher sieh zwei Oberflachen 
zweiter Ordnung ip — 0 und 0 = 0 schneiden. Denu durch 
alle Punkte dieser Curve geht die gauze Schaar der Ober- 
flachen <p — l4> —0 hindurch, weil die Coordinaten aller 
Punkte, welche die beiden ersten Gleichungen erfiillen, auch 
der letzteu geniigen. 

Ein specieller Fall der Oberfluchen zweiter Ordnung ist 
ein Ebenenpaar. Denn, wenn : 

.4 = 0, B = 0 

die Gleichungen zweier Ebenen bedeuten, so ist die Gleichung: 
AB = 0, 

welche ausdriickt, dass der variable Punkt (x, y, e) eutweder 
in der einen oder in der anderen Ebene liegt, naeli der De- 
finition die Gleichung einer Oberfliiche zweiter Ordnung. Diese 
Ebenen schneiden eine gegebene Oberfliiche zweiter Ordnung 
f— 0 in zwei ebenen Curven, und jede Oberfliiche zweiter 
Ordnung, welche durch die beiden ebenen Curven hindurck- 
geht, stellt sich unter der Form dar: 
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f — IAB = 0 , 

so dass, wenn g> — 0 die Gleichung irgend eijier Oberflache 
zweitcr Ordnung ist, welche durch die beideu ebenen Ourven 
hindurchgcht, man Werthe von A und fi der Art wird be- 
stimmeu konnen , dass man identisch hat : 

/ — IAB = fig?. 

Wenn dagegen nur f und -A gegeben sind, so fiihrt die Glei- 
cbung der Oberflache zweiter Ordnung f — A AB — 0 vier in 
IB steck'ende willkilrliche Constanten mit sich. Wir werden 
nachweisen, dass diese Gleichung alle Oberfliichen zweiter 
Ordnung umfasst, welche durch den Schnitt der Ebene A — 0 
and der Oberflache f = 0 hindurchgehen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke z = 0 in der Gleichung 
/'— 0 der Oberflache, so verschwinden vier Glieder der Glei- 
chung, und es bleiben nur sechs Glieder zuriick, von welchen 
der Coefficient eines Gliedes durch Division der Gleichung 
auf die Einheit zuriiekgefiihrt werden kann. Die anderen 
5 Coefficienten bestimmen die Natur der Schnittcurve der xy 
Ebene und der Oberflache f — 0. Da ihre Gleichung von der 
zweiten Ordnung ist, so ist die Schnittcurve eiu Kegel- 
schnitt, der auf Grund der 5 Constanten in seiner Glei- 
chung gerade so durch 5 Punkte in ihm unzweideutig be- 
stimrnt ist, wie die Oberflache zweiter Ordnung durch 9 Punkte. 

Wenn wir nun nachweisen konnen, dass der Grad der 
Gleichung der Oberfliiche sich nicht andert, wenn die Glei- 
chung der Oberflache auf ein beliebiges andere rechtwinklige 
Coordinatensystem bezogen wird, dessen eine Coordinatenebene 
dazu bestimmt seiu soli, die Oberflache zu schueiden, so 
wird daraus der Satz liervorgehen: 

Jede Ebene schneidet eine Oberflache zweiter 
Ordnung in eincfc Kegelschnitt. 

Wir nehmen, um den Nachweis zu liefern, an, dass 
A o =0 , A, = 0, A 2 = 0 die Gleichungen der urspriinglichen 
Coordinatenebeneu seien in dem zweiten Coordinatensystem, 
gegeben in der Normal form, also dass A„, A , , A 2 gegebene 
liueare Ausdriicke der Coordinaten X, Y, Z des zweiten Sy- 
stemes seien. Bedeuten nun X, Y, Z die Coordinaten eines 
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beliebigen Punktes in deni zweiten und x, y, z die Coordi- 
naten desselbeu Punktes in dem ursprilnglicbeu Coordinaten- 
systeme, so hat man nacli (8) der zweiten Vorlesung: 

X Si n , y A.I J Z A.y 

Setzt man diese Werthe von x, y, z in irgend cine Glei- 
chung f— 0 einer Oberfliiche, wodurch die Gleichung trans- 
formirt wird auf das zweite Coordinateusystem , so iindert sich 
der Grad der Gleichung nicht, weil eben die Substitutioneu 
linear sind. 

Diese Betrachtung verfolgte den Zweck, uaehzuweiseu, 
dass die Gleichung f — A. A 13 = 0 mit den 4 in A 13 stecken- 
den willkurlichen Constanten wirklich alle Oberflachen zwei- 
ter Ordnung umfasst , welche durch die Scliuittcurve der Ebenc 
A = 0 und der Oberfliiche zweiter Ordnung f — 0 geheu. 

Diese Schnittcurve ist nach dem Vorhergehenden gegebeu 
durch 5 Punkte in ihr. Die Gleichung irgend einer Ober- 
fliiche zweiter Ordnung <p — 0, welche durch dieselbe geht, 
hat also 5 Bedingungen zu erfiillen. Sie kann also nur 4 
willkurliche Constanten in linearer Form mit sich fiihren. 

Allen diesen Bedingungen geniigt die Gleichung/’ — XAJ3 = 0. 

Weun daher f = 0 und <p = 0 die Gleichungeu von ir- 
gend zwei gegcbenen Oberfliichen zweiter Ordnung sind, die 
sich in einer ebenen Curve schneiden, welche in der Ebeue 
A = 0 liegt, so wird man die vier Constanten in Xli und 
eineu Factor fi immer so bestimmen konnen, dass man idcn- 
tisch hat: 

f — y,tp = XA13. 

Es beweiset dieses den Satz: 

Wenn zwei Oberfliichen zweiter Ordnung sich 
in einer ebenen Curve sch neiden,t so schneiden sie 
sich zugleich noch in einer zweiten ebenen Curve. 

Wir werden in einer spiiteren Vorlesung ttber die Kreis- 
schnitte der Oberfliichen zweiter Ordnung Gelegenheit haben, 
von diesem Satze Gebrauch zu machen. 

Sind nur 7 Punkte einer Oberfliiche zweiter Ordnung 
gegeben, so haben die 9 Coefficienten in der Gleichung der i 
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Oberfliiche auch nur 7 lineareu Bedingungsgleichungen zu ge- 
niigeu. Betrachiet man daher in diesen Bedingungsgleichun- 
gen 7 Coefficienten ids die Unbekannten, und driickt sie, 
indem man die Gleichungen auflbset, (lurch die beidcn ande- 
ren x und A aus, die willkilrlich bleibeu, so erhiilt man Aus- 
driicke von der Form « -{- -f - yA, und die Gleichung der 

Oberfliiche selbst nimrnt, wenn man diese AusdrUcke substituirt, 
die Gestalt an: 

tp + xtli + Xx — 0. 

Diese Gleichung mit den beiden willkiirlichen Constanten 
* und A ist der analytische Ausdruek eines ganzen Systemes 
OberHiichen zweiter Ordnung, welche durch die gcgebcnen 
7 Punkte hindurchgehen. Sie ist zusammengesetzt aus den 
Gleichungen : 

<p = 0 , 4> = 0 , * = 0 

von drei Oberfliichen zweiter Ordnung, welche sich in den 
genaunten 7 Punkten schneideu, und stellt, weil sie zwei 
willkilrliche Constanten mit sich fiihrt, und weil sie erfullt 
wird fiir alle Wertlie der Coordinaten, welche den drei letz- 
ten Gleichungen der drei Oberflachen zweiter Ordnung zu- 
gleich geniigen, alle Oberflachen zweiter Ordnung dar, welche 
durch sammtliche Schnittpunkte der drei Oberflachen hindureh- 
geheu. Setzt man nun voraus, dass drei Oberflachen zweiter 
Ordnung sich in 8 Punkten schneideu, eine Voraussetzung, 
die wir sogleich begrundeu werden, so hat man den Satz: 

Alle Oberfliichen zweiter Ordnung, welche durch 
7 gegebene Punkte des liaumes gehen, gehen zu- 
gleich durch einen durch diese 7 Punkte bestimm- 
tcn achten Punkt hindurch. 

Hieraus entspringt nun die Aufgabe : wenn 7 Punkte des 
liaumes gegeben sind, den achten Punkt zu construiren, in 
welchem sich drei Oberflachen zweiter Ordnung schneideu, 
die durch die 7 gegebenen Punkte hindurchgehen. Eine li- 
neare Construction findet man in Crelle’s Journal ftir Mathe- ' 
matik Bd. 20, p. 304 — 308. 

Wenn nach dem Vorhergehenden die Ilaumcurve, in wel- 
cher sich zwei Oberflachen zweiter Ordnung schneiden, ge- 
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geben ist durch 8 Punkte in ihr, so ist es nach dem zuletzt 
angegebeueu Satze einleuclitend , dass zu ihrer Bestimmung 
nicht' solcbe 8 Punkte gewiihlt werden dflrfen , in welebeu 
sich drei Oberflachen zweiter Ordnung schneiden. 

Die Frage nach der Zahl der Schnittpunkte dreier Ober- 
fliichen zweiter Ordnung: 

<p(x, V, •») = 0, tp(x, y,z) = 0, x(x,ij,s) = 0, 

welche sich nicht in einer und derselbeu Curve schneiden, ist 
ein rein algebraisches Problem, welches dadurch seine Losung 
findet, dass man feststellt, wie viele Systeine Werthe der 
Variabeln den angegebenen Gleichungen m gleicher Zeit ge- 
niigen, oder dass man den Grad der Endgleichung bestiramt, 
welche aus den drei Gleichungen durch Elimination von zwei 
Variabeln hervorgeht. Da aber der Grad der Endgleichung 
bei einem ungesehickten Eliminationsverfaliren leicht durch 
einen iiberflUssigen Factor erhoht werden kann, so ist es 
zweckdienlich, die Zahl der Schnittpunkte dreier Oberflachen 
zweiter Ordnung in einem speciellen Falle festzustellen. Denn 
kennt man diese Zahl in einem speciellen Falle, und man 
findet den Grad der Endgleichung gleich jener Zahl, so kann 
man versiehert sein, dass die Endgleichung keinen iiberfliis- 
sigen Factor enthalt. Nun lehrt aber die geometrische Be- 
trachtung, dass drei Ebenenpaare, als specieller Fall dreier 
Oberflachen zweiter Ordnung, sich in 8 Punkten schneiden. 
Wenn daher das im Allgemeinen einzuhaltende Eliminations- 
verfahren scliliesslich auch eine Gleichuug des achten Grades 
giebt, so wird man dadurch den Beweis gefiihrt haben, dass 
(lberhaupt drei Oberflachen zweiter Ordnung sich in 8 Punk- 
ten sclmeiden. 

Wenn man durch Einfiihrung der homogeuen Coordinateu 
statt dor rechtwinkligen , indent man ~ setzt respective 

fiir x, y, 2 , in die gegebenen Gleichungen, und durch Multi- 
plication mit p- diesclben auf die Form zuriickfiihrt: 

(p(x,y,z, p) = 0 , 4>(x,y,e,p) = 0, i(x, y, t, p) = 0, 

in welchcr Form die linken Theile der Gleichungen homogene 
ganze Functionen des zweiten Grades der vier Coordinateu 
x, y, s, p bedeuten, so kommt das erwiihnte algebraische 
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Problem darauf zurttck, durch Elimination von zwei Ooordi- 
naten aus den zuletzt angegebeuen drei Gleichungen die in 
Itiicksicht auf die beideu anderen Coordinaten homogene End- 
gleichung zu bestimmen. 

Aber auch dieses Problem entbehrt noch der Symmetric, 
deren Auf'recbterhaltung in den analytischen Operationen sich 
von so grossem Nutzen erweiset. Deshalb erweitern wir das 
Problem, indem wir es also ausdriicken: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche durch 
Elimination von x, y, z, p aus den vier homogenen 
Gleichungen hervorgeht: 

9>(*»y»*,f0 = o > y, e,p) = 0, %{x, y, z,p) = 0, 
11 = ux -j- vy -f- tvz -|- rp — 0. 

Denn aus der in u, v, to, r homogenen Endgleichung wird, 
wenn man setzt: u = v == 0, w = p, r = — z, wodurch 11 
identisch verschwindet , die eine Losung des vorhergelienden 
“ Problems erhalten und in ahnlicher Weise die ubrigen. Der 
Grad der in u, v, w, r homogenen Endgleichung wird folg- 
lich gleich der Zahl der Sehnittpunkte der drei Oberflachen 
zweiter Ordnung seiu. 

Aber auch das erweiterte algebraische Problem hat seine 
geometrischc Bedeutung. Denn betrachten wir «, v, w, r 
als die variabeln Coordinaten einer Ebene , so stellt 11 = 0 
einen Punkt dar, und zwar, wenn wir unter x, y, z, p die 
aus den Gleichungen der drei Oberfliichen q> — 0, il> = 0, 
2 = 0 sich ergebenden Werthe dieser Coordinaten verstehen, 
den Schnittpunkt der drei Oberflachen. Schneiden sich die 
drei Oberflachen in mehr als einem Punkte, so wird die durch 
Elimination der Punktcoordinaten hervorgehende Endgleichung 
in Ebenencoordinaten das Product sammtlicher Schnittpunkt- 
gleichungen darstellen und sich daher in lineare Factoren 
auflosen lassen miissen. 

Wir wenden uns nun zu der Losung des Problems. Nach 
demselben hat man vier ganze homogene Functionen der Va- 
riabeln x, y, s, p, welche filr ein System Werthe dieser Va- 
riabeln verschwinden : 

<P, X, & 
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Die Determinante J dieser vier Functioneu ist eine homo- 
gene Function des dritteu Grades in Itiicksicht auf die Ya- 
riabeln und eine homogene Function des ersten Grades in 
Itticksicht auf die Ebenencoordinaten « , v, w, r. Da die drei 
ersten Functionen von gleichem Grade sind , so kommt der 
Satz (14) der vorhergehenden Vorlesung in Anwendung, nach 
welchcm man hat: 

di + iu = 0 » dy + Xv 1=5 0 > 

^ 4 - kw = 0 , ^ + Xr = 0 . 

Neben diesen vier Gleichungen hat man noch folgende sieben : 

9> = 0, tf- = 0, z = 0, 

xll = 0, ylt — 0, ell = (), pli = 0. 

Dieses sind im Ganzen 11 Iineare und homogene Glei- 
chungen zwischen den 11 Unbekannten: 

x\ f, P‘, xe, xp, ye, yp, ep, A. 

Betrachtet man diese 11 Unbekannten als Variable, so hat 
man 11 Iineare homogene Functionen, welche fur ein System 
Werthe der Variabeln verschwinden, niimlich die linken Theile 
jener 11 Gleichungen. Die Determinante Si dieser 11 linea- 
ren Functionen verschwindet nach Satz (8) der vorhergehen- 
den Vorlesung. Man hat dalier als liesultat der Elimination: 

Si = 0. 

Dass diese Gleichuug homogen mid vom achten Grade 
ist riicksichtlich der Ebenencoordinaten , sieht man sogleich, 
wenn man die Determinante Si in der gebriiuehliclien Form 
hinschreibt mit Angabe der Grade der Componenten. Dadurch 
ist zugleich im Allgemeinen der Satz bewiesen: 

Drei Oberfliichen zweiter Ordnung schneiden 
sicli in 8 Punkten. 

Wenn eine von den drei Oberfliichen in ein Ebenenpaar 
ubergeht, so werden jede von diesen Ebenen und die beiden 
anderen Oberfliichen sich nur in vier l’uukten schneiden kbn- 
nen, was wir so ausdrflcken: 
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Zwei Oberflachen zweiter Ordnung und eine 
Ebene schneiden sick in vier Punkten. 

Dieser Satz wird durcb die Aufliisung der folgenden Auf- 
gabe auch direct bewiesen: 

Die Endgleicliung zu bestimmen, welche durch 
Elimination von x, y, z, p aus den Gleiehungen lier- 
vorgeht: 

<p(x, y, z, p) = 0, ip(x, y, z, p) = 0, 

A = ax -f- by -(- cz -(- dp = 0, lt = ux vy wz -f- rp = 0. 

Man hat hier wieder vier homogene Functionen cp, ip, A, It, 
die beiden ersten vom zweiten, die anderen beiden vom ersten 
Grade, welche fur ein System Worth e der Variabeln x, y, z, p 
verschwinden. Die Determinante A dieser Functionen ist 
homogen und von dem zweiten Grade. Da nun die beiden 
ersten Functionen von gleichem Grade sind , so hat man nach 
Satz (15) der vorhergehenden Vorlesung: 

Am + = 0 , ~ + At) -|- fib = 0, 

4- Ate -f- ftc = 0, |y ~f - Ar -f- fid = 0 , 

und wenn man noch die Gleiehungen kiiizufflgt: 

A= 0, • 11 = 0, 

so hat man 6 in RUcksicbt auf die 6 Unbekannten: 
x, y, z, p, A, ft 

lincare homogene Gleiehungen. Das Resultat der Elimination 
dieser Unbekannten aus den 6 Gleiehungen wird: 

Si = 0, 

eine in den Ebonencoordinaten u, v, w, r homogene Glei- 
ebung des vierten Grades. Der hierdurch bewiesene Satz 
liisst sich auch so ausdriicken: 

Die Schnittcurve zweier Oberflachen zweiter 
Ordnung wird durch eine Ebene in 4 Punkten ge- 
schnitten. 
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Wird von den beiden Oberfliichen zweiter Ordnung die 
eine ein Ebcnenpaar, so ergiebt sicli der Satz: 

Eine Oberflache zweiter Ordnung wird durch 
eine gerade Linie in 2 Punkten gesehnitten, 

der durch die Auflosung folgender Aufgabe auch direct be- 
wiesen wird: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welche aus 
der Elimination von x, y, z, p aus den Gleichungen 
her vorgeht: 

tp (x, y, z, p) = 0, A=ax -\-by -\- rz -\-dp — 0, 
B = ax-\-(iy + yz + Sp = 0, B = ux — (— tvz-\-rp = 0. 

Es verschwindet nach Satz (8) der vorhergchendcn Vorlesung 
die in a;, y, z, p lineare homogene Determinante A der Eunc- 
tionen <p, A, B, It, welche in IiUcksicht auf u, v, tv, r li- 
near und homogen ist, fiir das System Werthe der Variabeln, 
welches den angegebenen vier Gleichungen genilgt. Daher 
hat man die vier linearen Gleichungen: 

A = 0, A = 0, B = 0 , lt = (), 

aus welchen durch Elimination der Variabeln die in «, v, w, r 
homogene Gleichung: 

a = o 

des zweiten Grades hervorgeht, welche analytisch das Sclinitt- 
punktepaar der OberHiiehe zweiter Ordnung <p = 0 und der 
beiden Ebenen A = 0 , B = 0 darstellt. 
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Zehnte Vorlesung. 

Pole und Polarebenen der Oberflachen zweiter 
Ordnung. 

Wir gehen von der durch Einfiihrung der homogenen 
Coordinaten x , y, s, p statt der reclitwinkligen Coordinaten 
homogeii gemachten Gleichung zweiten Grades: 

(1) f(x, y, z, p) = 0, 

als deni analytischen Ausdruek fiir die Oberflachen zweiter 
Ordnung, aus. Wir bringen dieselbe in Verbindung mit den 
Gleichungen einer geraden Linie, die durch irgend zwei Punkte 
0 und 1 in ihr, deren Coordinaten wir mit den angehiiugten 
Indices 0, 1 bezeicluien , bestimmt ist, niitnlieh nach (1) der 
sechsten Vorlesung : 

y = yo + **iu 
Z = *0 + , 

p ==;>« + *Pi- 

Oiese Coordinaten x, y, s, p, wenn sie der Gleichung der 
Oberfliiche (1) geniigen, sind die Coordinaten des Sehnitt- 
punktes der Oberfliiche und der geraden Linie. Man hat daher 
zur Bestinnnuug von A fiir den Schnittpunkt die Gleichung: 

(3) • • • f (j'u + ^x Tf y n + A?/, , s„ -(- Az, , p„ -(- A/i,) = 0. 

Da diese Gleichung aber in A eine quadratische ist, so 
erkeunt man darin einen zweiten Heweis, dass die gerade 
Linie die Oberfliiche zweiter Ordnung in zwei l’unkten sclmei- 
det. Die Coordinaten x, y, s, p des einen oder des auderen 
Sehnittpunktes erhiilt man aus (2), indem man die eine oder 
die andere Wurzel fiir A setzt. Da die quadratische Gleichung 
entweder zwei reelle oder zwei imaginiire Wurzeln hat, so 
wird dem gemiiss die gerade Linie die Oberfliiche zweiter 
Ordnung in zwei reellen oder in zwei imaginiiren 1’uukten 
schneiden. Das Verhiiltniss der beiden Wurzeln ist das an- 
harmonische Verhiiltniss des Schnittpunktepaares zu dem ge- 

Hkvsk, annlyt. <!*oi»rtrie tl. Ranmc«, 5. Aufl. 0 
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gebenenPunktepaare. Die Bedingung, dass das Schnittpunkte- 
paar harmonisch sei zu dein gegebenen, ist daher das Ver- 
sehwinden der Summe der beiden Wurzeln. 

Um diese Bediugung auszudrfleken , entwiekeln wir die 
Gleichung (3) niit Hfllfe des Maclaurin'scbeu Satzes nach 
I’otenzeu von X, wodurch die Gleichung die Gestalt erhiilt: 

W /» + 2A/- m + AY„=0> 

wenn : 

2f „ « = 2/(a: 0 , )/,„ z 9 ,p n ) = 3\f{x„) + y lt f(y n ) + zJ'(z 0 )+p n r(.P 0 ), 
2/1 , = 2/0 r, , y , , z , , p t ) = xf (as, ) + !/,f (»/, ) + *,f Oi) + JhAPi b 
2f nl = xf U„) + y,f(jto) + *iA*o) +Pf(Po)- 
Die Summe der beiden Wurzeln verschwindet allein unter 
der Bediugung: 

(5) • • • *i/>u) + .V,A?/„) + *i A*o) + PiAl>,>) = 0 , 

welche sicli auch so ausdriieken liisst: 

(6) . . . :z 0 A*.) + y„f(y,) + *oA*i) +P 0 A.P 1 ) = °5 
denn der linke Theil dieser Gleichung bleibt bei der Vertau- 
schung der Indices 0 und 1 mit einander ungeandert, wovon 
man sich leicht uberzeugen kann , wenn man fur die Zeiehen 
der Differentialquoticnten ihre wirklichen Ausdriicke setzt. 

Diese Gleichung ist also die Bediugung zwischen den Coor- 
dinaten zweier Punkte 0 und 1, die stattfinden muss, wenn 
die Verbindungslinie derselben die Oberfliiche zweiter Ordnung 
in zwei Punkten sclmeiden soil, die harmonisch sind zu den 
Punkten 0 und 1. 

Man nennt zwei Punkte harmonische Pole der Ober- 
fliiclie zweiter Ordnung, wenn ihre Verbindungslinie die 
Oberfliiche in zwei Punkten schneidet, die harmonisch sind 
zu den beiden Punkten. Die Gleichung (5) oder (6) ist dem- 
nach die einzige Bedingungsgleichung fiir ein liarmonisches 
Polenpaar 0 und 1 der Oberflnche (1). Diese Bedingungs- 
gleichung ist linear und homogen in Kdcksicht auf die Coor- 
diuatcn jedes der beiden Pole. Deslialb wird der geomctrische 
Ort des einem gegebenen Punkte 0 zugeordueten harmonisclien 
Poles (a:, y , z, p) cine Ebene sein: 

( 7 ) . . . xTM + yr(y„) + sTM + pr(Pa) = 0- 
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Dicse Ebeue nennt man die Polarebene des gegebe- 
nen Punktes oder seine Pol are, uud den gegebenen Punkt 
den Pol der Ebene. Die Polarebene eiues gegebenen Puuk- 
tes ist demnach der geometrische Ort des dem gegebenen 
Punkte zugeordneteu Poles, oder, anders ausgedrilekt, der 
geometrische Ort des vierten harmonischen Punktes auf den, 
durcli den gegebenen Punkt gehenden, Strahlen. 

Bezeichnet man die homogenen Coordinaten der Polnr- 
ebeue des Punktes 0 mit v n , w B , r n , so hat man folgende 
lineare Relationeu zwischen den Coordinaten des Poles und 
den Coordinaten seiner Polarebene: 

(8) ... ±f(x 0 ) = u o, 4f(y 0 ) = » 0 , = 

wodurch die Coordinaten der Polarebene ausgedriickt sind durcli 
die Coordinaten des Poles und umgekehrt die Coordinaten des 
Poles sich bercchnen lassen, wenn die Coordinaten der Polar- 
ebene gegeben sind. Da im letzteren Falle die Coordinaten 
der Polarebene beliebige Werthe erhalten kbnueu, so sielit 
man, dass jede beliebige Ebene die Polarebene eines durcli 
die Ebene bcstimmten Punktes ist, gleich wie jedcr Punkt 
des Raumes seine Polarebene hat. 

Wenn man auf der Polarebene (7) des Punktes 0 einen 
beliebig gewahlten Punkt 1 fixirt, so hat man nach dem Vor- 
hergehenden die Relation (6). Die Gleichung der Polarebene 
des Punktes 1: 

xfi* i) + yfiyd + +j>Ap,) = o 

wird hiernach erfiillt, wenn man f'iir die variabeln Coordi- 
naten die Coordinaten des Punktes 0 setzt, das heisst, die 
Polarebene des Punktes 1 gelit durcli den Punkt 0. Man er- 
kennt hierin den Beweis des Satzes: 

Wenn ein Punkt ein e Ebene durchliiuft, so d relit 
sich seine Polarebene uni einen Punkt, den Pol der 
Ebene. 

Ilieraus folgt sogleich ein zweiter Satz: 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchliiuft, 
so dreht sich seine Polarebene um eine zweite ge- 
rade Linie, die in der Polarebene liegt. 

o* 


Digitized by Google 



132 


Zelinte Vorlpsuiij;. 


Diese beiden geraden Linien entsprechen einander in der 
VVeise , dass die Polarebenen der Punkte auf der einen ge- 
raden Linie sich in der zweitcn geraden Linio sehneiden. Ein 
solches Linieupaar nennt man reciproke Polaren der Ober- 
fliiche zweiter Ordnung und man erkennt leicht , dass jede 
beliebige gerade Linie irn Itaume ihre reciproke Polare bat. 

Es sind hierdurch zugleich die Mittel geboten, mit Leicli- 
tigkeit die umgekehrtcn Siitze zu beweisen , niindich folgende: 

Wenn eineEbene sicli um einen gegebenen Punkt 
dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die Polar- 
ebene des gegebenen Punktes. 

Wenn eine Ebene sieli um eiue gerade Linie in 
ihr dreht, so beschreibt der Pol der Ebene die re- 
ciproke Polare der geraden Linie. 

Der Pol o liegt von seiner Polarebene bald weiter ent- 
ferut, bald niiher, je nach seiner Lage zu der Oberfliiche. Er 
kann selbst in seine Polarebene hincinfallen. Die Bedingung, 
dass er in seine Polarebene falle, wird aus (7) erhalten, wenn 
man fur die variabeln Coordinate!! die Coordinaten des Po- 
les setzt, wodurch man erhiilt f(x a , y„, z n , ;>„) == 0. Das 
heisst, wenn der Pol ein Punkt der Oberflache zweiter Ord- 
nung wird, so liegt er in seiner Polarebene. In diesem Falle 
hat auch die Polarebene eiue bemerkenswerthe Eigenschaft. 
Dcnn wiihlt man auf der Polarebene des in die Oberflache 
f'alleuden Poles o beliebig einen Punkt p, so sind n und p 
harmouische Pole der Oberfliiche. Die gerade Linie op schnei- 
det also die Oberfliiche in einem Punktepaare, welches har- 
monisch ist zu dem Punktepaare o, p. Von diesem Schnitt- 
puuktepaar fiillt aber ein Punkt mit dem Punkte o zusam- 
men. Es muss dahcr der audere ebenfalls mit ihm zusammen- 
fullen. Das heisst, die gernde Linie op schneidet die Ober- 
flache in zwei mit o zusamment'allenden Punkten, Eine solche 
gerade Linie nennt man Tangente der Oberfliiche ini 
Punkte o. Die Polarebene von o ist demnach der geometrische 
Ort der Tangenten iler Oberfliiche in dem Punkte o. 

Der geometrische Ort der Tangenten in einem Punkte o 
der Oberfliiche zweiter Ordnung ist hiernach cine Ebene, die 
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Tangentenebene der Oberfliiehe in diesem Punkte. Wir 
driicken diese Bemerkungen kurz so aus: 

VVenu der Pol ein Punkt der Oberfliiehe zweiter 
Orduung wird, so wird seine Polarebene die Tan- 
geutenebeue der Oberfliiclie in diesem Punkte, und 
umgekehrt ist der Pol der Tangentenebene einer 
Oberflaclie zweiter Ordnung der Beriihrungspunkt. 

Die Gleichung (7) ist demnaeh die Gleickung der Tan- 
gentenebene in deni Punkte (x u , y„, z u , p a ) , wenn dieser Punkt 
in der Oberfliiclie zweiter Ordnung selbst liegt. 

Schneidet man die Oberfliiehe zweiter Ordnung durch eino 
Ebene e, deren Pol p sei, und niinnit auf der Sclinittcurve 
beliebig einen Punkt o an so gelit die Tangentenebene der 
Oberfliiehe im Punkte o, weil sie Polarebene dieses Punktes 
ist, durch p, und die gerade Linie op ist Tangente der Ober- 
lliiehe. Man hat duller den Satz: 

Wenn man den Pol einer Ebene durch cine ge- 
rade Linie verbindet mit irgend einein Punkte der 
Sclinittcurve der Ebene und der Oberfliiehe zweiter 
Ordnung, so ist diese gerade Linie Tangente der 
Oberfliiehe in dem letzteren Punkte. 

Man erhiilt daher die Tangentcn, die von einem gege- 
benen Punkte an cine Oberfliiehe zweiter Ordnung gelegt 
werden kounen, wenn man jeden Punkt der Schnittcurve der 
Polarebene durch eine gerade Linie verbindet mit deni gege- 
beneu Punkte. Der geometrische Ort dieser Tangenten ist 
der Tangentenkegel der Oberflaclie. Der Tangentenkegel 
beriihrt also eine Oberfliiehe zweiter Ordnung in derjenigen 
Curve, in welcher die Polarebene der Spitze die Oberfliiehe 
schneidet. 

Wir wiederholen die Relationen (8) zwischen den Coor- 
dinaten x, y, z, p des Poles und den Coordinaten ti, v, w, r 
der Polarebene der Oberfliiehe zweiter Ordnung f(x, ij, z,p) — <): 

(9) . . . WXx) = it , iffy) == v, i/'O) = w , \ f(p) = r. 

Urn die Coordinaten x, ij, z , p des Poles auszudrucken, 
wenn die Coordinate!! it, t’, w, r der Polarebene gegeben sind, 
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hat man diese linearen Gleichungen aufzulbsen. Die Auf- 
losung ergiebt f'iir die Coordinaten des Poles Ausdrilcke von 
der Form: «« -f- bv -f- civ -f- dr. Setzt man diese Ausdriicke 
filr x, y, z, }> in die homogene Function zweiter Ordnung 
f{x, y, z, 2 >), so erhiilt man eine homogene Function F(u, v, tv, r) 
ebenf’alls der zweiten Ordnung, welche wir die reciproke 
Function der Function f(x, y, z, p) nennen, und welche 
durcli Substitution der Ausdriicke (9) wieder in die Function 
/'O, V, p) ilbergeht. 

Man hat duller unter Vermitteluug der Substitutionen (9) 
die Gleichung: 

‘(10) F(u, v, w, r ) mm f{x, y, z, p). 

Da aber: fix, ij, e, p) i= x {f(x) + y y'(y) + z £/» 
P so man ferner: 

(11)... F(ti, v, w, r) = xu -f- yv + zw -f- pr. 

Diese beiden Gleichungen (10) und (H) sind identische, 
wenn man sich die Werthe von u, v, tv, r aus (9), oder, 
wenn man sich die Werthe von. x, y, z, p, wie sie sich durch 
Auflbsung der Gleichungen (9) ergeben, substituirt denkt. 

Differentiirt man unter der letzteren Auuahme die Glei- 
chungun (10) und (11) partiell nach u, so erhiilt nian: 


n«) - 1: m + % rin) + £ m + % m 
+ + + ?M, 

( cti du 1 cu 1 cu f’ 


F\u) = *+^ii + , y v 


fiu 


+ !* tv + ?P- r. 

1 cu 1 CU 


Dividirt man die erste Gleichung durch 2 und zieht sie 
von der letzten ab, so wird: 

iF'(u) = x. 

Auf diese Weise erhiilt man durch Differentiation der 
Gleichungen (10) und (11) nach ti, v, tv, r respective die 
Gleichungen : 

(12) ) s F\u) = x, \F\v) = y, ±F\w)=s, \F\r)=p, 


welche niclits anderes sind als die Auflosungen der linearen 
Gleichungen (9). Es verdient bemerkt zu werden , dass sie von 
derselben Form sind, als die aufzulosendeu Gleichungen. 
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Um die der Function f reciproke Function F zu bilden, 
hat man die Werthe von x,y, z, p der aufgelbsten Gleichun- 
gen (12) in f einzusetzen, wodurch man erhalt: 

F{u, v, to, r ) = /'(i F(n) , 4 F'(v ) , J F (w) ; } F (r)) . 

Aber einfacher'und zugleich auf einem eleganteren Wege 
gelangt man zum Zicle durch die identische Gleichung: 

F(u, v, w, r) = u . + v . \F’(v) F\w) -|- r . ±F'(r), 

denn die Ausdriieke | F\u) . . . , aus welchen der rechte Theil 
der Gleichung zusaimnengesetzt ist, sind durch die Auflosun- 
gen (12) der Gleichungen (It) unmittelbar gegeben. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die der Func- 
tion F reciproke Function wieder die urspriingliehe /"ist. Diese 
beiden Functioneu, die nach (10) unter Vermittelung der Sub- 
stitutionen (9) oder (12) identische werden, stehen hiernach 
in solcher Beziehung, dass durch die eine auch die andere 
gegeben ist. 

In der Gleichung (10) bedeuteten x, y, z, p die Coordi- 
naten des Poles und u, v, to, r die Coordiuaten der dem Pole 
zugeordueten Polart?bene. Wenn der Pol die Obertiiiche zweiter 
Ordnung f — 0 durchlauft , so beriihrt die Polarebeue dieselbe 
Obertiiiche und ist Tangentenebene der Oberfliiche in dem 
Pole. FUr diesen Fall hat man aber nach (10): 

F(u, 0 , w, r) = fix, y , z, p) = 0, 

das lieisst, wenn eine Ebene Tangentenebene der Oberfliiche 
zweiter Ordnung / == 0 ist, so genugeu die Coordiuaten die- 
ser Ebene der Gleichung zwei ten Grades F(u, v, w, r) = 0, 
und umgekehrt, wenn die Coordiuaten eiuer Ebene dieser 
Gleichung geniigen, so ist die Ebene eine Tangentenebene 
der Obertiiiche zweiter Ordnung f = 0. 

Denkt man sick die Oberfliiche zweiter Ordnung f— 0 
durch ihre siimmtlichen Tangentenebenen erzeugt in gleicher 
VVeise, wie bisher durch Punkte in ihr, so wird man nach der 
Analogic die Gleichung: 

(13) F{u, v, to, r) = 0 

die Gleichung der Oberfliiche zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten nennen, zum Unterschiede von der in 
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Punktcoordinaten gegebenen Gleichuiig j\x , y,z,p) = 0 der- 
selben Obcrfliiche. Man versteht also unter der Gleichung 
einer Oberfliiche zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten die 
Gleichung zweitcn Grades, welche die Coordinaten einer Ebene 
zu erftillen haben, wenn die Ebene Tangenteuebene der Ober- 
fliiche zweiter Ordnung sein soil. Wie sie aus der gegebenen 
Gleichung der Oberfliiehe zweiter Ordnung in Punktcoordi- 
naten oder wie aus ihr wiederunt die Gleichung der Ober- 
flache in Punktcoordinaten hervorgeht, ist nacli dem Vorher- 
gehenden klar. 

Um zu einer neuen Form der Function /' zu gelan- 
gen , stellen wir unter BeifUgung eines Factors t = — 1 die 
Gleiehuugen zusammen , welche vorhin dazu dienten, die 
Function f als eine Function der Ebenencoordinaten wieder- 
zugeben : 

1 /» + ««•< = 0, 

(14) !/» + »• < = o, 

y\z) +w.t = o , 

ir(p)+ r .t = 0 , 

% 

ux -\- vy wz rp f . t — 0. 

Die linken Theile dieser 5 Gleiehuugen kann man als 
lineare homogene Functionen der 5 Variabeln x. y, z, p, t 
betrachtcu, die ftir ein .System Werthe dieser Variabeln ver- 
schwinden. Die Determinante /J dieser 5 Functionen ver- 
schwindet nach (8) der achten Vorlesung Ciir diese Werthe. 
Man hat daher eine Gleichung /J = 0 zwischen f und den 
Ebenencoordinaten, woraus sicli /' als eine Function der Ebe- 
nencoordinaten ergiebt. 

Zur wirklichen Darstellung der Function f in der ange- 
deuteten Wcise bedarf es der Kennlniss der Function /' selbst. 
Nehrnen wir daher an, dass: 

(15) . v . /■«= a m x l + i i u if -f ti T ,s- -f 

+ 2a 0t rt/ -f 2a n xz + 2a n:t xp 
+ t'JS + 2a, 3 yi) + 2a n zp, 
so wird, indent wir der Bequenilichkeit wegeu setzen a K) 

= OiM- . 
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i/ (*) = "(TO*® + «0 I + "oi Z + "<13./' 7 

hf{y) = «io* + «u!/ +'«M* + "n/D 

i/» = «20* + «3I» + «22* + a 2 iP, 
if(p) = "so* + «ai.V + « 32 * + "r<P- 
Setzt man diese Werthe abcr in (14), so erhalt man die ge- 


3 • 




r iMJ 7 

"oi 7 

"<>2 7 

"os / 

! I0 7 

«II7 

"|27 

"t3» 

hm 

fl 2l 7 

®22 7 

"337 

( 3»7 

W 31 7 

" 3 2 7 

l, 33 7 

<•> 

t’7 

W, 

r, 


und aus der Gleichung A = 
siebentcn Vorlesung, wird: 


(16) 


u 

V 

w 
r 

f + o ! 

0, mit Itiicksicht auf (16) der 


= 0. 


a m\ / 

"(71 7 

"l>2 7 

"«3 7 

H 

"|07 

"ll 7 

"<27 

«I3 7 

V 

"20 7 

"21 7 

(l 2 j, 

"237 

W 

a 30 7 

a 3t 7 

" 3 2 7 

"337 

r 

•h 

V, 

w, 

*■> 

0 


indem man hat: 


(17) 


"(TO 7 

«U|7 

"02 7 

"(13 

"in 7 

"ll 7 

"|2 7 

"|3 

" 2 O 1 

"217 

"22 7 

"23 

"3(1 J 

"31 7 

"32 7 

f, 33 


Da aber die durch Ebenencoordinaten ausgedriickte Func- 
tion f nach (10) die Function F ist, so hat man eine zweitc 
Darstellung der Function F in Determinantcnform : 

^* 00 » "l)l> "o 2 > "o 3 7 !l 

«10 7 "it 7 "l2 7 "l3> V 

(18) F(u, V, tv, r) = - 1 a w , a n> w . 

A I 

| 'Go? " 3 |7 "32 7 "337 r 

u, v, w, r, 0 
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Elfte Vorlesung. 

Woitero allgemeine Eigenschaften der Ober- 
flachen zwoiter Ordnung. 

Von der Gleichung der Oberfliichen zweiter Ordnung in 
Punktcoordinaten am Anfange der neunten Vorlesung aus- 
gehend, gelangten wir mit Hillfe von Pol und Polarebene am 
Schlusse der letzten Vorlesung zu eiuer neuen analytischen 
Ausdruckswcise der Oberfliiclien zweiter Ordnung in Ebenen- 
coordinateu : 

F(it, v, to, r) = 0, 

der Bedingungsgleichung zweiten Grades, welche erfiillt wird, 
wenn die Ebene («, v, w, r ) Tangentenebene der Oberfliicne 
zweiter Ordnung ist. Eiue gleiebe Beliandlungsweise dieser 
Gleichung, wie in der neunten Vorlesung die der Gleichung der 
OberHiiche in Punktcoordinaten, wird zu analogen Siitzen 
ftlhren. 

Die angegebene Gleichung der OberHiiche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordinaten ist aus 10 Gliedern zusamiuen- 
gesetzt, von welchen jedes Glied seinen Coefficienten hat. Da 
jedoch durch Division der Gleichung durch einen (Joefficien* 
ten dieser Coefficient auf die Einheit zuruckkonimt , so kaun 
man , oline die Gleichung zu beschriinken , annelmieu , dass 
ein Coefficient gleich 1 sei, dass also die Gleichung nur 
0 Coefficienten enthalte, welche in linearer VVeise in die Glei- 
chung eingehen, und deren Wertlio die Natur der OberHiiche 
zweiter Ordnung bedingen. 

Soil die OberHiiche zweiter Ordnung eine durch ihre Coor- 
dinaten gegebene Ebene beriihren, so niUsseu diese 9 Coef- 
ficienten der linearen Bedingiuigsgleichung geniigeu, die man 
erhiilt, wenn man in der Gleichung der OberHiiche fur die 
Variabeln die gegebenen Coordinateu der Ebene setzt. Neun 
solcher Bedingungsgleichungen bestimmen die 9 Coefficienten 
unzweideutig. Daher hat man den Satz: 

Durch 9 beliebig gewiihlte Tangeutenebeuen 
ist eine OberHiiche zweiter Ordnung im Allgemei- 
nen unzweideutig bestimmt. 
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Aclit Tangentenebeneu der Obcrfliiche zweiter Ordnung, 
welehe 8 linearen Bedingungsgleiehuugen zwischen den 9 Coef- 
fiunteu eutsprechen, bestimmen deslialb die Oberflilche nicht 
vollstiindig. Vielmelir lassen sich 8 Coefficienten durch den 
neunten A, der willkiirlich bleibt, ausdriicken, und dieae Aus- 
driicke, eingesetzt in die obige Gleichuug der Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung, geben die allgeraeine Form der Gleichung aller 
OberHiichen zweiter Ordnung: 

v, to, r ) — A V(u, v, to, r) = 0, 

welehe 8 gegebene Ebenen berilhren. 

Daraus erhiilt man, indem man A = 0 oder = oo setzt, 
die Gleiehungen: 

<1 > (it , v, w, /•) = 0, W (« , v , to, r) = 0 

zweier bestimmten Oberflachen zweiter Ordnung, welehe die 
8 gegebeuen Ebenen berilhren. Diese beiden Oberfliiclien 
haben unendlich viele gemeinschaftliche Tangentenebeneu, 
welehe den Ebenencoordinaten entsprechen, die beiden Glei- 
ehungen zugleich genttgen. Da aber die Ebenencoordinaten, 
welehe den beiden Gleiehungen zu gleicher Zeit genii gen, 
aueli der vorhergehenden allgemeineu Gleichung gentlgen, so 
hat man den Satz: 

Alle Oberfliiclien zweiter Ordnung, welclie 8 
gegebene Ebenen berflhren, werden von alien Ebe- 
nen beriihrt, welehe gemeinschaftliche Tangenten- 
ebenen zweier dieser Oberflachen sind. 

Soil daher eine OberHiiche zweiter Ordnung durch 0 Tan- 
geutenebenen bestimmt sein , so dttrfen diese nicht zwei Ober- 
flachen zweiter Ordnung zugleich beriihren. 

Ein specieller Fall einer Oberfliiche zweiter Ordnung ist 
ein Punktepaar, oder, will man sich eine andere Vorstellung 
davon raacheu, eine in eine gerade Linie ausgeartete Ober 
tlaehe, welehe durch die beiden Punkte begrenzt ist. Denn 
wenn : 

A = 0 , = 0 

die Gleiehungen zweier Punkte bedeuten, so stellt: 

AB = 0, 
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als eine Gleichung zweiten Grades, eine Oberfliiche zweiter 
Ordnung dar. 

1st nun F = 0 die Gleichung einer gegebenen Oberfliiche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinateu, so hat man den all- 
geineinsten analytischen Ausdruck f'iir die Oberfliichen zweiter 
Ordnung, welche von alien Tangentenebenen der gegebenen 
Olierfliiche boriihrt werden , die entweder durcli den einen oder 
den anderen Punkt hindurchgehen : 

F — XAB = 0. 

Mit anderen Worten liisst sich dasselbe also wiedergeben: 
Die angegebene Gleichung mit dem willkUrlicheu Factor A 
stellt alle mbglichen Oberfliichen zweiter Ordnung dar, welche 
die beiden von den Punkten A = 0 und B = 0 ausgehenden 
Tangentenkegel tier gegebenen Oberfliiche F = 0 ririgsum be- 
riihren. 

1st daher *P = 0 die Gleichung einer Oberfliiche zweiter 
Ordnung, welche jeden der genannten Tangentenkegel ringsuin 
beriihrt, so wird man immer die Factoren A und fi so be- 
stimmeu konnen, dass man identisch hat: 

F — XAB = (i <P. 

Nimmt man an, F und A seien gegeben, so stellt die 
Gleichung F — XAB = 0 mit den vier in A It steckenden 
willkiirlichen Constanten eine Oberfliiche zweiter Ordnung dar, 
welche den vom Punkte A — 0 ausgehenden Tangentenkegel 
der Oberfliiche F— 0 beriihrt. AVir werden beweisen, dass 
diese Gleichung F — A A li = 0 alle mbglichen Oberfliichen 
zweiter Ordnung darstellt, welche von dem, von dem Punkte 
A = 0 ausgehenden, Tangentenkegel der Oberfliiche F = 0 
ringsum beriihrt werden. 

Wenn man die Gleichung der Oberfliiche zweiter Ord- 
nung F—0, welche die Bedingung ft'ir die Tangentenebenen 
der Oberfliiche ist, mit der Gleichung r = 0 des Coordinaten- 
anfangspunktes zusammenstellt, so sind beide Gleichimgeu 
die Bedingungen lur diejeuigen Tangentenebenen, welche 
(lurch den Coordinatenanfangspunkt gehen. 

Die erste von diesen Bedingungsgleichungen liisst sich 
eiufacher darstellen. Dcnn setzt man in derselben r = 0, 
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wodurch sie flbergehe in F 0 = 0, so werden F n = 0 und r — 0 
die Bcdingungen fur die Tangentenebenen der. Oberfliiche 
F= 0 sein, welche durch den Coordinatenanfnngspunkt gehen. 

Die Gleichung F 0 = 0 *) hat nur seehs Glieder. Da der 
Coefficient eines Gliedes durch Division der Gleichung in die 
Einheit verwandelt werden kann , so werden die Lagen aller 
Tangentenebenen, welche durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehen, analytisch von den 5 fibrigen Coefficienten abhiingen. 
Diese 5 Coefficienten sind unzweideutig bestimmt durch 5 Tan- 
gentenebenen, welche durch den Coordinatenanfangspunkt 
gehen. Wir konnen deshalb sagen ,,dass der von dein Coor- 
dinatenanfangspunkte ausgehende Tangentenkegel einer Ober- 
fliiche zweitcr Ordnung durch 5 seiner Tangentenebeuen un- 
zweideutig bestimmt sei.“ 

Dasselbe gilt fur jeden Tangentenkegel einer Oberfliiche 
zweiter Ordnung, von welchem I’unkte des Raumes er auch 
ausgelien mag. Denn da durch Verlegung des reehtwink- 
ligen Coordinatensystems die Form der Gleichung /' = 0 
der Oberfliiche zweiter Ordnung in Punktcoordinateu naeh 
den Auseinandersetzungeu in der neunten Vorlesung sich nicht 
iindert, so wird nacli der zehnten Vorlesung auch die Glei- 
chung F = 0 der Oberfliiche zweiter Ordnung in Ebenen- 
coordinaten ihre Form nicht iiudern, und es kann jeder Punkt 
des Raumes in gleieher Weise als Coordinateuaufaugspunkt 
dienen. 

Wenn nun eine Oberfliiche zweiter Ordnung F — 0 und 
ein Punkt A — 0 vorliegen, so wissen, wir, dass 5 Tangen- 
tenebenen des, von dem Punkte ausgehenden, Tangentenkegels 

*) Die Gleichung /■„ = 0 ist wieder die Gleichung einer Oberfliiche 
zweiter Ordnung, die aber, wie sich aus den Angaben der zehnten Vor- 
lesung naehweisen liisst, reelle Punkte nur im Unendlichen aufweiset. 
Eine andere Kigenschaft dieser Oberfliiche ist, dass jedo Ebene, welche 
parallel geht einer ihrer Tangentenebenen, wieder Tangcutcnehene der- 
selben Oberfliiche ist. 

Von dieser Art Oberfliichen zweiter Ordnung, welche nur ini Un- 
endlichen liegen, kann man sich allordings koine klare geometrische 
Vorstellung machen, sie dienen jedoeh in der synthetischcn Geometrie 
als Mittel zur Erfinilung von gSometrisohen Siitzen, deren directe Be- 
weise oft nicht ohne Schwierigkeit gefunden werden. 
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tier Oberftaclie , welche zugleich Tangentenebenen der Ober- 
lliiche sind., den Tangentenkegel unzweideutig bestiminen. 
Die Oberfliiche F = 0 bestimmen sie aber nicht vollstiindig. 
Durch 5 Tangentenebenen der Oberfliiche sind nur 5 lineare 
Bedingungsgleiehungen zwischen den 9 Coefficientcu in der 
Gleichung der Oberfliiche gegeben. Die Gleichung der Ober- 
■fliiclie muss dalier noch 4 willkiirliche Constanten in linearer 
Weisemit sich fiihren. Den genannten 5 Bedingungsgleichuu- 
gen geniigen die Coefficienten in der Gleichung!*’ — A All = 0, 
welche noch 4 in A JS steckende willkiirliche Constanten mit 
' sich fiihrt. Hie stellt also jede Oberfliiche zweiter Ordnung 
dar , fur welche der von dem Punkte A = 0 an die Ober- 
fliiche F — 0 gelegte Tangentenkegel ebenfalls Tangenten- 
kegel ist. 

Wenn daher F = 0 und 0 = 0 die Gleichungen zweier 
Oberfliichen zweiter Ordnung sind, die den von deni Punkte 
A = 0 ausgehenden Tangentenkegel gemeinsam haben, so 
wird man ft und die vier in A li steckenden Constanten immer 
so bestimmen kbnnen , dass man identisch hat: 

F— ft0 = XAB. 

Daraus ergiebt sich der Satz: 

Wenn zwei Oberfliichen zweiter Ordnung von 
deiuselben Tangentenkegel ringsum beriihrt wer- 
den, so werden sie gleichzeitig von einem zweiten 
Tangentenkegel ringsum beriihrt. 

Sind nur 7 Tangentenebenen einer Olierfliiche zweiter 
Ordnung F = 0 durch ihre Coordinaten gegeben , so hat man 
zwischen den Coefficienten in der Gleichung der Oberfliiche 
auch nur 7 lineare Bedingungsgleiehungen , mittels welcher 
sich 7 Coefficienten durch die beiden anderen A und fi, die 
willkurlich bleiben , ausdriicken lassen. Sctzt man diese Aus- 
driicke in die Gleichung F = 0 der Oberfliiche ein, so erhiilt 
man die allgemeinste Form der Gleichung der Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung, welche die 7 Ebenen beriihrt: 

0 _f. xV f + AX=«0. 

Da diese Gleichung zusammengesetzt ist aus den Glei- 
chungen der drei Oberfliichen zweiter Ordnung: 
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0 = 0 , V = 0, X =0, 

so wird sie erfiillt fiir jedes System der Ebenencoordiuaten, 
welches den drei Gleiehungen zugleich genilgt. Das heisst, 
die gemeinsamen Tangentenebenen der drei Oberflachen sind 
zugleich Tangentenel>enen der allgemeinen Oberflache zweiter 
Ordnung, welche die 7 Ebenen beriihrt. Die drei Oberflachen 
zweiter Ordnung werden aber, wir wir sogleich nachweisen 
werden, von 8 Ebenen zugleich beriihrt. Da von diesen 
8 Ebenen 7 die gegebenen sind, denn die angegebenen drei 
Oberflachen sind specielle Fiille der allgemeinen OberHiiche 
zweiter Ordnung, so hat man den Satz: 

Alle Oberflachen zweiter Ordnung, welche 7 
gegebene Ebenen bertthren, beriihren il berdies eine, 
durch die 7 Ebenen bestimmte, achte Ebene. 

Wenn daher zur Construction einer Oberflache zweiter 
Ordnung 8 solche Ebenen gegeben sind, so vertreten sie nur 
die Stelle von 7 Ebenen. 

Die Bestimmung der dreien Oberfliiehen zweiter Ordnung 
gemeinschaftlichen Tangentenebenen fiihrt auf die rein alge- 
braische Aufgabe : 

Die Endgleichung zu bcstimmen, welche durch 
Elimination der Variabeln it, v, to, r aus den vier 
hoinogenen Gleiehungen hervorgeht: 

0 = 0, W = 0, X = Q, 

11 = hx -f- V V -f- tez -(- rp = 0. 

$ 

Denn die Endgleichung wird das Product der Gleiehun- 
gen siimmtlicher gemeinsamen Tangentenebenen sein, in l’unkt- 
coordinaten ausgedruckt. 

Diese Aufgabe, sowie die folgenden, sind bereits in der 
neunten Yorlesuug mit Yertauschung von Punkt- und Ebenen- 
coordinaten geliist worden. Wir entnehmen daraus, dass die 
homogene Engleichung in Punktcoordinaten voin achten Grade 
ist, wodurch der Satz bewiesen wird: 

Drei Oberflachen zweiter Ordnung haben 8ge- 
m c i n s a m e Tangentenebenen. 
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Ebenso fiihrt die Bestimmung der gemeinsamen Tangen- 
tenebenen zweier Oberfliichen zweiter Ordnung <5 — 0, J / r = 0, 
welclie durch einen gegebenen Punkt A — 0 hindurchgehen, 
auf die Aufgabe zurilck: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welclie durch 
Elimination der Variabeln u, v, w, r aim den vier 
bomogenen Gleichungen hervorgeht: 

= 0 , W = 0 , A = an 4- bv -j- ctv -f- dr — 0 , 

it = ux + vy 4- -(- *v — o. 

Die geonietrisdie Interpretation der Endgleichung giebt 
den Satz: 

Durch einen gegebenen Punkt des Ilaumes les- 
sen sicli vier Ebenen legen, welclie zwei gegebene 
Oberflaclien zweiter Ordnung zugleich berflhren. 

Die Frage endlich nacli den Tangentenebenen einer Ober- 
fliiclie zweiter Ordnung <5 = 0, welclie durch zwei beliebig 
gegebene l’unkte des Itaumes A — 0 und li — 0 oder durch 
die Verbindungsliiiie derselben hindurchgehen, fiillt mit der 
Aufgabe zusammen: 

Die Endgleichung zu bestimmen, welclie durch 
Elimination der Variabeln «, t>, w, r aim den vier 
honiogenen Gleichungen hervorgeht: 

<5 = 0, A = au -f- bv -f- cw + dr — 0 , 

li~ an 4* /St’ 4- Y w 4~ df = 0, It = u.r 4- vy 4- 4" »7> = 0. 

Dass die Endgleichung in Rucksicht auf die Punktcoor- 
diuaten vom zweiten Grade ist, dient als lleweis des Satzes: 

Durcli eine gerade Linie lassen sich zwei Tan- 
genteneben en an eine Oberflache zweiter Ordnung 
legen. 
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Fortsetzung der zehnten Vorlesung uber Pole 
und Polarebenen der Oberflaehen zweiter Ord- 
nung. Heciprooitat. 

Wir haben am Ende der zehnten Vorlesung fiir die Ober- 
fliichen der zweiten Ordnung den analytischen Ausdruck der- 
selbeu gefunden: 

( 1 ) F(u, v, w, r) — 0 . 

Wir stellen denselben zusammen mit den Coordinaten «, v, tv, r 
irgend einer Ebene, welche durch die Schnittliuie l zweier 
gegebenen Ebenen 0 und 1 hindurchgeht, deren Coordinaten 
wir mit den angehiingten Indices bezeichnen, indem wir die 
betreffenden Relationen aus (4) der sechsten Vorlesung ent- 
nehmen : 

« = «o + > 

(2) v = v n + 

w = w 0 -f- Xw | , 

r =r 0 +Ar,, 

Wenn diese Coordinaten u, v, w, r der Gleichung (1) 
genugen , so entsprechen sie den Tangeutenebenen der Ober- 
fliiche. Man hat daher zur Bestimmung der Tangentenebenen 
der Oberflache , die durch die gerade Linie l gelien, die Glei- 
chung: 

(3) F(u 0 + Xu,, v 0 -f Xv,, w 0 -f Xw,, r n + Xr,) = 0.' 

Dass diese Gleichung eine in A quadratische Gleichung 
ist, wird als neuer Beweis des Satzes gelten, den wir aus 
einer anderen Betrachtung bereits abgeleitet haben, dass durch 
eine gerade Linie sich an eine Oberflache zweiter Ordnung 
zwei Tangentenebenen legen lassen. 

Das anharmonische Verhiiltniss des erwiihnten Tangenten- 
ebenenpaares zu dem gegebenen Ebenenpaare 0, 1 ist das 
Verhiiltniss der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung. 
Es wird dieses Verhiiltniss zu einem harmonischen unter der 

IIesse, analyt. Geometr. d. Raumos. ‘J. Aufl. 10 
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Bedingung, dass die Summe der beiden Wurzeln verschwindet. 
Eutwickelt mail , um diese Bedingung auszudriieken , die qua- 
dratische Gleichung (3) nach Potenzen von A und setzt in 
der Entwickelung den Coefficienten der ersten Potenz gleich 0, 
so erhiilt man: 

(4) . . . w, F'(mo) 4 r, F'(v a ) + w, F'(w 0 ) + r, F\r 0 ) = 0 , 

oder, da man aueh die Indices 0 und 1 vertausclien kann, 
' ohne den linken Theil der Gleichung zu andern : 

(5) ... «oF'(«,) + v 0 F'(v,) + w a F\w x ) -f r 0 F'(r t ) = 0 

als Bedingung fur das Ebenenpaar 0, 1 , weun dasselbe zu 
deni, durch ilire Schnittlinie gelcgten, Tangentenebenenpaarc 
der Oberflache harmoniscli sein soli. 

Man nennt ein Ebenenpaar harmonische Polarebe- 
nen oder harmonische Polaren einer Oberflache zweiter 
Ordnung, >venn das, durch die Schnittlinie derselben gelegte, 
Tangentenebenenpaar der Oberflache harmonisch ist zu jenem 
Ebenenpaare. Es ist dalier (4) oder (5) die einzige Bedin- 
gung, die die Coordinaten zweier Ebenen 0 und 1 zu erfiil- 
len haben, wenn sie harmonische Polarebenen der Oberflache 
zweiter Ordnung sein sollen. 

Nimmt man an, die eine harmonische l’olarebene 0 der 
Oberflache sei gegeben, die andere habe-die Coordinaten 
w, v, w, r, so hat man die einzige Bedingung: 

(6) . . . «F'(« 0 ) + vF'(v 0 ) -f wF’(w 0 ) + rF'(r 0 ) = 0, 

welche ausdrflekt, dass sammtliche harmonische Polarebenen 
einer gegebenen Ebene 0 durch einen und denselben Puukt 
gehen, dessen Coordinaten x 0 , j/ 0 , s u , p 0 durch die Gleichun- 
gen bestimmt sind: 

i F'(«„) = x 0 , i F’(v 0 ) == !/„, { F'(w 0 ) = z 0 , i F’(r 0 ) = p 0 . 
Diese Gleichungen sind aber nach (12) der zehnten Vorlesung 
die Iielationen zwischen Pol und Polarebene. Es ist dalier 
(6) die Gleichung des Poles der gegebenen Ebene 0 und 
man hat den Satz: 

Die, einer gegebenen Ebene zugeordneten, har- 
monischen Polarebenen einer Oberflache zweiter 
Ordnung gehen durch den Pol der gegebenen Ebene. 
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Es ist eine charakteristische Eigenscbaft eines harmoni- 
schen Polarebenenpaares, class der Pol der einen Ebene iu der 
anderen liegt. Dean die Gleichungen (4) und (5) gehen durch 
die bekannten ltelationen (12) der zehnten Vorlesuag zwischen 
Pol uad Polarebeae fiber ia : 

■ Mo^, -f t> 0 y t + Wf/i -f- rj), = 0 , 

«!*<> + *1% + Wi* 0 + r t p a = 0 , 

welche Gleiehuagea aacli (9) der zehatea Vorlesuag sich auch 
so darstellea lassen: 

f'M + !/i f (Vo) + *i fX* o) + Pi f (J’o) = 0 > 

*bA*i) + y u r<j/i) + v(».) + p«r(p t ) *= o , * 

woraus wir dea geometrisehea Satz eataebmen : 

Die Pole zu eiaem Paare harmoaischer Polar- 
ebeaea einer Oberfliiche zweiter Ordnung sind har- 
moaische Pole, uad die Polarebeaea eiues harmo- 
uischeaPoleapaares eiaer Oberflache zweiter Ord- 
auag siad harmoaisehe Polarebeaea. 

Weaa aiaa die bekaaatea Ausdrficke der Puaktcoordiaaten 
des Poles eiaer Oberflache zweiter Ordauag aach (12) der 
zehatea Vorlesuag ia die Gleichuag eiaer zweiten, in Puakt- 
coordinatea gegebenen, Oberfliiche zweiter Ordauag: 

cp(x, y, e, p) = 0, 

eiasetzt, so erhiilt man die Gleichuag einer dritten Oberflache 
zweiter Ordauag ia Ebenencoordinaten : 

lF‘(w), *J"(r))- 0. 

Setzt man dagegen die Ausdrficke (9) der zehatea Vor- 
lesuag iu die Gleichuag einer zweitea, ia Ebenencoordinaten 
gegebenen, Oberflache zweiter Ordauag: 

<2>(u, v, to, r) = 0, 

so erhiilt man die Gleichuag einer dritten Oberfliiche zweiter 
Ordauag ia Punkteoordinateu : 

*(*/>), if (a), iff*), iCiP)) = o. 

10 * 
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Diese Bemerkungen beweisen den Satz: 

Wcnn der Pol einer gegebenen Oberflaehe zwei- 
ter Ordnung eine zweite Oberflaehe zweiter Ord- 
nung beschreibt, so berllhrt seine Polarebene eine 
dritte Oberflaehe zweiter Ordnung, und umgekehrt, 
wenn die Polarebene einer gegebenen Oberflaehe 
zweiter Ordnung sich als Tangentenebene um eine 
zweite Oberfliiche zweiter Ordnung herumbewegt, 
so beschreibt der Pol eine dritte Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung. 

Die zweite und dritte Oberflaehe fallen mit der gegebe- 
nen zusammen, wenn entweder der Pol die gegebene Ober- 
fliiche durchlauft, oder die Polarebene sich als Tangenten- 
ebene um die gegebene Oberflaehe herumbewegt. 

Wir fugen endlich noch einige Siitze hinzu, die sich nach 
den entwickelten Principien ebenso von selbst verstehen: 

Das anharmonische Verhaltniss von zwei Punk- 
tepaaren auf einer geraden Linie ist gleich dem 
anharmonischen Verhiiltnisse ihrer Polarebenen. 

Das anharmonische Verhiiltniss von zwei Paar 
Ebenen, welche sich ill derselben geraden Linie 
schneiden, ist gleich dem anharmonischen Verhiilt- 
nisse ihrer Pole. 

Die Polarebenen von zwei harmonischen Punk- 
tepaaren sind harmonische Ebenen. 

Die Pole von zwei harmonischen Ebenenpaaren 
sind harmonische Punkte. 

Die Polarebenen von drei Punktepaaren derln- 
volution bilden wieder eine Involution. 

Die Pole von drei Ebenenpaaren der Involution 
bilden wieder eine Involution. 

Es bleibt noch tibrig, auf das Verhalten von den Linien- 
paaren hinzuweisen, die wir in der zehnten Vorlesung reci- 
proke Polaren der Oberflaehe zweiter Ordnung genannt haben. 
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A us der charakteristischen Eigenschaft eines solcken 
Linienpaares , class die Polarebeuen der Punkte auf der einen 
dieser Linien sich in der anderen schneiden, folgt unmittel- 
bar der Satz : 

Jede gerade Linie, welche ein Paar reciproke 
Polaren t?iner Oberflache zweiter Ordnung schnei- 
det, schneidet die Oberflache in einem Punktepaar, 
welches zu dem Schnittpunktepaar auf den reci- 
proken Polaren harmonisch ist. 

. Da sich die Polarebenen aller Punkte auf einer gegebe- 
nen Ebene in dem Pol dieser Ebene schneiden, so werden 
auch die Polarebenen der Punkte, welche auf zwei geraden 
Linien der gegebenen Ebene liegeri , durch den Pol der Ebene 
gehen, woraus die Siitze gefolgert werden konnen: 

Wenn sich zwei gerade Linien im liaume schnei- 
den, so schneiden sich auch die reciproken Polaren 
der beiden geraden Linien in einem Punkte, welcher 
der Pol ist der Ebene, in der die beiden geraden 
Linien liegen, und umgekehrtist der Schnittpunkt 
der beiden geraden Linien der Pol der Ebene, in 
welcher die reciproken Polaren liegen. 

Beschreibt eine gerade Linie in irgend welcher 
Art eine Ebene, so dreht sich ihre reciproke Polare 
um den Pol der Ebene. 

Dreht sich eine gerade Linie um einen Punkt 
in ihr, so beschreibt ihre reciproke Polare die Po- 
larebene des Punktes. 

Wenn eine gerade Linie in einer Ebene sich um 
einen Punkt in ihr dreht, so dreht sich ihre reci- 
proke Polare um den Pol der Ebene in der Polar- 
ebene des Punktes. 

Da die reciproke Polare einer gegebenen geraden Linie 
in der Polarebene eiues beliebigen l'uuktes der gegebenen 
geraden Linie liegt, so sieht man, dass die reciproke Polare 
der Tangente der Oberflache zweiter Ordnung in der Tangen- 
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tenebene des Beriihrungspunktes liegen muss. Denn wiihlt 
man den Berfihrungspunkt der Tangente als den beliebigeu 
Punkt, so ist seine Polarebene eben die Tangentenebene. 
Wahlt man aber einen anderen Punkt der Tangentenebene 
auf der Tangente, so geht seine Polarebene bekauntlich durch 
den Bertihrungspunkt. Das lieisst: 

Die reciproke Polare der Tangente in einem 
Punkte einer Oberfliiclie zweiter Ordnung ist in 
diesem Punkte wieder Tangente der Oberflache. 

Aus der Combination dieses Satzes mit den vorhergehen- 
den folgt ferner: 

Wenn eine gerade Linie sich als Tangente einer 
ebene n Schnittcurve einer Oberflache zweiter Ord- 
nung fortbewegt, so beschreibt die reciproke Polare 
der gerade n Linie den Tangentenkegel, der die Ober- 
flache in der ebenen Schnittcurve ringsum berilhrt, 
und umgekehrt, wenn eine gerade Linie einen Tan- 
gentenkegel der Oberflache zweiter Ordnung be- 
schreibt, so bewegt sich die reciproke Polare der 
geraden Linie als Tangente um die BerUhrungs- 
curve. 

Bewegt sich eine gerade Linie als Tangente um 
eine zweite, von der zum Grunde gelegten Ober- 
flache zweiter Ordnung verschiedenen, Oberflache 
zweiter Ordnung, so bewegt sich die reciproke Po- 
lare der Tangente alsTangente um eine dritteOber- 
flache zweiter Ordnung, welche von den Polarebe- 
nen der Punkte auf der zweiten Oberflache bertthrt 
wird. 

Besclireibt namlicli der Pol die zweite Oberfliiche zweiter 
Ordnung, so bewegt sich seine Polarebene als Tangentenebene 
um eine dritte Oberflache zweiter Ordnung. Die Tangente der 
zweiten Oberfliiche ist die Verbindungslinie zwoier unendlich 
nahen Punkte auf der Oberflache; ihre Polarebenen, die die 
dritte Oberflache beriihren, liegen ebenfalls unendlich nalie 
an einander und schneidcn sich in der Tangente der letztereu 
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Oberflache. Diese Sclinittlinie ist alter die rociproke Polare 
der erwahuten Tangente der zweiten Oberflache. 

Wir schliessen hiermit diese Betrachtungen. Die aus 
ihuen gewonnenen Siitze iiber Pol und Polare geniigen, um 
ein Uebertragungs-Princip herzuleiten, welches den Namen 
des Principes der Iteciprocitiit filhrt. Dieses Princip, 
welches die Siitze von der Lage der Figuren verdoppelt, soli 
in den iiusseren Umrissen in dem Folgenden entwickelt werden. 

Jede gegebene Figur im Raume, bestehend aus Punkten, 
geraden Linien, Curven, Ebenen, Oberfliichen, kann man 
sich in doppelter Weise entstanden denken, durch den Punkt 
oder durch die Ebene. Wahlt man den Punkt als die Eiuheit 
der Erzeugung, so wird jede Figur der Inbegriff aller Punkte 
sein, welche in ihr liegen. Wahlt man dagegen die Ebeno 
als die Einheit der Erzeugung der Figur, so stellt sich der 
Punkt als der Inbegriff aller Ebenen dar, welche durch den 
Punkt gehen; die gerade Linie wird der Inbegriff aller Ebe- 
neu sein, welche sich in ihr schneiden, die Curve wird der 
Inbegriff aller Ebenen sein, welche durch die Tangenten der 
Curve gehen, die Oberflache endlich wird der Inbegriff aller 
ihrer Tangentenebenen sein. 

Legt man nun irgend eine Oberflache zweiter Orduung 
zu Grande, die den Namen der Directrix filhrt, und be- 
trachtet jeden Punkt der gegebenen Figur im Itaume als den 
Pol einer Ebene und, in der zweiten Darstellung derselben 
Figur durch Ebenen, jede Ebene als die Polarebene eines 
Punktes in Beziehung auf die Directrix, so werden die Ebene 
und der Punkt eine neue, die zu der gegebenen reciproke 
Figur, in doppelter Erzeugungsart durch Ebene und Punkt 
begriinden, die der gegebenen Figur in folgender Art ent- 
spricbt. Jedem Punkte der gegebenen Figur entspricht eine 
Ebene der reciproken Figur, jeder Ebene der gegebenen Figur 
entspricht ein Punkt der reciproken, jeder geraden Linie der 
gegebenen Figur entspricht eine gerade Linie der reciproken, 
jeder Curve der gegebenen Figur entspricht eine Curve der 
reciproken, endlich entspricht jeder Oberflache der gegebenen 
Figur eine Oberflache der reciproken Figur. Umgekehrt ent- 
spricht auch in derselben VVeise jedem Punkte der reciproken 
Figur eine Ebene der gegebenen, jeder geraden Linie der 
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reciproken Figur entspricht eine gerade Linie tier gegebenen, 
jeder Curve oder Oberfliiche der reciproken Figur entspricht 
eine Curve oder Oberfliiche der gegebenen Figur. Mit anderen 
Worten, die gegebene Figur ist reciprok zu ihrer reciproken 
Figur. 

Hiernach bedingt jede Eigensehaft einer gegebenen Figur, 
welche sich auf die Lage ihrer Bestandtheile bezieht, eine 
entsprechende Eigensehaft der reciproken Figur. Mit anderen 
Worten, aus jedem Satze Uber die Lage von Figurentheileu 
zu einander folgt ein Satz iiber die Lage der Theile der reci- 
proken Figur. 

Die reciproke Figur ist durch die gegebene vollstandig 
bestimmt. Allein die Willkiirlichkeit der gegebenen Figur 
wird eine entsprechende Willkiirlichkeit der reciproken Figur 
zur Folge haben, wodureh eben der, in der reciproken Figur 
bewiesene, Satz einen gewissen Grad der Allgemeinheit er- 
langt. Wie weit sich diese Allgemeinheit erstreckt, erfahrt 
man daraus , dass man, von der allgeineinen reciproken Figur 
ausgehend, die gegebene als die reciproke von ihr bildet. Be- 
findet sich unter diesen Umstiinden letztere noch in den Gren- 
zen der zuliissigen Allgemeinheit, so wird dieses ein Beweis 
sein, dass das Maass der Allgemeinheit des reciproken Satzes 
nicht iiberschritten ist. 

Wir wollen dieses Princip an einem einfachen Beispiele 
erliiutern. Wir wiihlen zu diesem Zwecke aus der neunten 
Vorlesung den Satz: „Drei Oberfliichen zweiter Ordnung 
schneiden sich in 8 Punkten“, 

Dreien Oberfliichen zweiter Ordnung einer gegebenen 
Figur entsprechen drei Oberfliichen zweiter Ordnung der reci- 
proken Figur. Jedem Punkte auf einer der gegebenen Ober- 
flachen entspricht eine Tangentenebene der reciproken Ober- 
flache. Einein Punkte, der zugleich auf den drei gegebenen 
Oberfliichen liegt, entspricht hiernach eine Ebene, welche 
zugleich die drei reciproken Oberfliichen beruhrt. Die Zahl 
der Schnittpunkte der gegebenen drei Oberflachen ist also 
gleich der Zahl der gemeinsamen Tangentenebenen der reci- 
proken Oberfliiche. Eine ncunte gemeinsame Tangentenebene 
der reciproken Oberflachen wiirde auf einen neunten Schnitt- 
punkt der gegebenen drei Oberfliichen schliessen lassen. Denn 
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auch umgekehrt entspricht jeder Tangenienebene einer reci- 
proken Oberfliiche ein Punkt auf der gegebenen Oberfliiche. 
Da aber irgend welchen drei Oberfliichen zweiter Ordnung 
eiuer reciproken Figur immer drei Oberfliichen zweiter Ord- 
liung eiuer gegebenen Figur entspreeheu, so hat man im 
Allgemeinen den Satz der elften Vorlesung: ,,An drei Ober- 
fliichen zweiter Ordnung lasscn sich 8 gemeinsame Tangen- 
tenebenen legen". 

Weitere Beispiele zur Anwendung des Principes findet 
man in den vorhergehenden Vorlesungen in Menge vor. Denn 
alle diejenigen Satze, welche nus der doppelten geometrischen 
Deutung derselben Gleichungen hervorgegangen sind, indem 
man die Variabeln einmal als Punktcoordinaten , das andere 
Mai als Ebenencoordinaten auffasste, sind reciproke Satze. 

Wir stellen im Folgenden reciproke Siitze neben einander, 
die sich nach den vorgetragenen Principien eben so leicht 
einzeln beweisen lassen, als sie nach dem Princip der Reci- 
procitat von einander abgeleitet werden kiinnen: 

Wenn ein Punktepaar 
ein harmonisches Polen- 
paar ist fiir zwei Oberflii- 
chen zweiter Ordnung, so 
ist dasselbe auch ein har- 
monisches Polenpaar fur 
jede Oberfliiche zweiter 
Ordnung, welche durch 
die Schnittcurve der bei- 
den Oberflachen hin- 
durchgeht. 


Wenn man durch zwei gegebene Oberflachen zweiter Ord- 
nung eine gerade Linie legt, so kann man auf ihr ein Punk- 
tepaar bestimmen , welches harmonisch ist zu jedem Schnitt- 
punktepaare der geraden Linie und der Oberflachen. Dieses 
Punktepaar ist ein Paar harmonischer Pole fiir jede der bei- 
den Oberfliichen, also nach dem ersten Satze auch ein har- 
monisches Polenpaar fiir jede dritte Oberfliiche zweiter Ord- 


Wenn ein Ebenenpaar 
ein harmonisches Polar- 
ebenenpaar ist fur zwei 
Oberfliichen zweiterOrd- 
nung, so ist dasselbe auch 
ein harmonisches Polar- 
ebenenpaar fiir jede Ober- 
fliiche zweiter Ordnung, 
welche alle Ebenen be- 
riihrt, die gemeinschaft- 
liche Tange ntenebenen 
der beiden Oberflachen 
sind . 
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nung, welche durck die Schnittcurve der gegebenen Ober- 
fliichen hiudurchgeht. Eriimert mau sich mm der Definition 
fiir drei Puuktepaare der Involution, so folgt daraus der Satz 
und sein reoiproker: 

Jede gerade Linie VVenn man durch eiue 
schneidet drei Oberflii- gerade Linie Tangenten- 
chen zweiter Ordn_ung, ebenen legt an drei Ober- 
von welehen eine durch fliichen zweiter Ordnung, 
die Schnittcurve der bei- von welehen eine alle ge- 
den anderen hindurch- meinsamen Tangenten- 
geht, in Punkten der In- ebenen der beiden ande- 
volution. ren beriihrt, so bilden 

diese Tangentenebeneu 
ein e Involution. 

Andere reciproke Siitze der bezeichneten Art sind fol- 
gende : 

Die l’olarebenen eines Die Pole einer gegebe- 
gegebenen Punktes in nen Ebene in einem Sy- 
einem System Oberflii- stem Oberfliichen zweiter 
chen zweiter Ordnung, Ordnung, welche 8 feste 
welche durch 8 feste Ebenen beriihren, liegen 
Punkte im Raume gehen, in einer geraden Linie. 
schneiden sich in einer 
und derselben geraden 
Linie. 

Die Polarebenen eines Die Pole einer gegebe- 
gegebenen Punktes in nen Ebene in einem Sy- 
einern System Oberflii- stem Oberflachen zweiter 
chen zweiter Ordnung, Ordnung, welche 7 feste 
welche durch 7 feste Ebenen beriihren, liegen 
Punkte im Raume gehen, in einer und derselben 
schneiden sich in einem Ebene. 
und demselben Punkte. 
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Dreizehnte Vorlesung. 

Mittelpunkt der Oberflache zweiter Ordnung. 
Transformation der Coordinaten mit Beibehal- 
tung der Riehtung der Coordinatenaxen. . 

Der Pol einer Ebene, die in ihrer ganzen Ausdehnung 
in das Unendliche fallt, hat riicksichtlich seiner Oberflache 
zweiter Ordnung eine bemerkenswerthe Eigenschaft. Legt 
man nainlich eine Sehne der Oberflache durch den Pol, so 
schneidet die Sehne die Oberfliiche in einem Punktepaar, wel- 
ches harmonisch ist zn dem Pol und dem Schnittpunkte der 
Sehne mit der Polarebene. Dieser letztere Schnittpunkt liegt 
aber in dem Unendlichen. Mithin halbirt der Pol die Sehne, 
so wie jede andere Sehne der Oberflache, welche durch ihu 
geht. 

Man nennt Mittelpunkt einer Oberflache zweiter Ord- 
nuiig einen Punkt, der alle durch ihn gezogenen Sehnen der 
Oberflache halbirt. Es ist also der Pol einer Ebene in dem 
Unendlichen der Mittelpunkt der Oberfliiche zweiter Ordnung. 
Da es nur einen Mittelpunkt einer Oberflache zweiter Ord- 
nung giebt, so kann dieses als eine zweite Definition des 
Mittelpunktes dieuen. Denn gabe es zwei Mittelpunkte, so 
wiirde die durch sie gelegte Sehne der Oberflache in zwei 
verschiedenen Punkten halbirt. Auf Grand dieser zweiten 
Definition folgt aus den letzten Satzen der vorhergehenden 
Vorlesung: 

Die Mittelpunkte der Oberflachen zweiter Ord- 
nung, welche 8 feste Ebenen beruhren, liegen auf 
einer geraden Linie. 

Die Mittelpunkte der Oberflachen zweiter Ord- 
nung, welche 7 feste Ebenen beriihren, liegen auf 
einer EbeD e. 

Die analytische Restimmung des Mittelpunktes einer Ober- 
flache zweiter Ordnung kann in doppelter Art geschehen, indem 
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man entweder von der Gleichung der Oberflache in Punkt- 
coordinaten oder von der Gleichung derselben Oberflache in 
Ebeuencoordinaten ausgeht. Im ersteren Falle sei die Glei- 
chung der Oberfliiche 'zweiter Ordnung: 

(1) f(x, y, e, p) = 0. 

Aus (9) der zehnten Vorlesnng entnehmen wir die Ite- 
lationen zwischen den Coordinaten des Poles (a;, y, z, }>) und 
seiner Polarebene («, v, to, r): 

( 2 ) lf( x ) = u > hft'j) = v > i/» = 

Da die Polarebene aber in das Unendlichc fallt, wenn 
u = v == to = 0, so hat man zur Bestimmung der Coordinaten 
des Mittelpuuktes der Oberfliiche die Gleichungen: 

(3) f(x) = 0 , /'(«/) = 0 , f(.’) = 0. 

Von diesen drei linearen Gleichungen hat auch jede ihre 
geometrisclie Bedeutung. Sie driicken nainlich analytisch aus 
die Polarebenen der drei Punkte auf den Coordinatenaxen, 
welche in dem Unendlichen liegen. Dass sich diese drei Polar- 
ebenen in dem Mittelpunkte der Oberflache schneiden, lasst 
sich auch auf geometrischem Wege leicht einsehen. 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der 
Oberfliiche ergeben sich aus den Gleichungen (3), wenn man 
j> — 1 setzt. In dieser Voraussetzung bestimmen die Glcichun- 
gen (3) die Werthe der Variabelu, welche die Function 
f(x, y, z, 1) zu einem Maximum oder Minimum rnachen, 
woraus sich folgende Kegel abnehmen liisst: 

Die Werthe der Variabelu, welche eine ganze 
Function des zweiten Grades f(x, y, z) zu einem 
Maximum oder Minimum rnachen, sind die Coordi- 
naten des Mittelpunktes der Oberflache zweiter 
Ordnung f(x, y, z) = 0. 

Uni auf analytischem Wege den Mittelpunkt zu bestim- 
men filr eine Oberfliiche zweiter Ordnung, die durch ihre 
Gleichung in Ebeuencoordinaten gegeben ist: 

( 4 ) ; •*’(«, w > r ) = 0 , 
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erinnem wir an die Gleichung des Poles einer Ebene (« 0 , v U) 
w ot »•„) nach (6) der zwblften Vorlesung: 

(5) . . . u 0 F'(u) + v 0 F'(v) + w n F'(u>) + r 0 F'(r ) = 0. . 

Die Ebene fallt in das Unendliclie, wenn uj =*»„=«>„ = 0, 
und ihr Pol, der Mittelpunkt der Oberflilche, erhiilt zur Glei- 
chung : 

(6) F\r) = 0. 

Diese Gleichung ist bekanntlich die Bedingung, unter 
welcher die in r quadratische Gleichung f4) zwei gleiche Wur- 
zeln hat. 

Wenn der Mittelpunkt der Oberflilche zugleich der Coor- 
dinatenanfangspunkt sein soli , so miissen die Gleichungen (3) 
erfiillt werden fiir x = y = e = 0. Diese drei Bedingungen 
drttcken aber aus, dass in der Gleichung der Oberflilche (1) 
die drei Glieder fehlen, welche die erste Potenz der Variable 
p als Factor haben. 

Soli die Gleichung (6) des Mittelpunktes der Oberflilche 
zugleich die des Coordinatenanfangspunktes sein, so miissen 
iu ihr die drei ersten Glieder verschwinden, welche respective 
mit u, v, w multiplicirt sind, das heisst, iu der Gleichung (4) 
der Oberflache miissen die drei Glieder fehlen, welche die 
erste Potenz der Variable r als Factor haben. 

Umgekehrt, wenn die genannten drei Glieder in der Glei- 
chung (1) oder (4) verschwinden, so ist der Ooordinatenan- 
fangspunkt der Mittelpunkt der Oberfliiehc. Denn im ersten 
Falle bleibt die Gleichung (1) ungeiindert, wenn man fiir p 
setzt — p, welches geometrisch ausdriiekt, dass jede, durch 
den Coordinatenanfangspunkt gezogene, Sehne der Oberflilche 
in diesem Punkte halbirt wird; und im zweiten Falle bleibt 
die Gleichung (4) ungeiindert, wenn man fiir r setzt — r, 
welches beweiset, dass parallele Tangentenebenen der Ober- 
flache von dem Coordinatenanfangspunkt in entgegengesetzter 
Kicktung gleich weit abstehen. 

Wir werden diese Bemerkung benutzen, um auf einem 
zweiten VVege die Coordinaten des Mittelpunktes der Ober- 
fliiche zu bestimmen. 

Hat man irgend ein zweites, dem zum Grunde gelegteu 
rechtwinkligenCoordinatensystem paralleles, Coordinatensystem, 
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dessen Anfangspunkt die Coordiuaten a, b, c hat, so ergeben 
sich aus der geometrischen Betrachtung leicht folgende Re- 
latjonen zwischen den Coordinaten x, y, z irgend eines I’unk- 
tes im ersten und den Coordinaten X, Y, Z desselben Punk- 
tes in deni zweiten Systeme: 

x = X — }- u , y = Y by z — Z -j— c . 

Wiihlt man aber statt der rechtwinkligen Coordinaten die 
homogenen Coordinaten, so ergeben sich daraus folgende Trans- 
formationsformeln : 


(?) 


x— X -f- a P , 
y= Y+bP, 
z =Z + cF, 
p = P, 


X = x — ap , 
Y = y — bp , 
Z — z — cp, 
F = p. 


Die Gleiehung einer Ebene: 

ux -f- vy + tvz -f- rp — 0 


nimmt durch diese Substitutionen , wenn wir mit U, V, W, It 
die homogenen Coordinaten der Ebene bezeichnen beziiglich 
auf das zweite Coordinatensystem , die Gestalt an: 

UX + VY -f WZ + UF — 0 , 


und die Vergleichung der linkcn Theile beider Gleichungen 
ergiebt folgende Trausformationsforraeln der Ebeneneoordi- 
naten: 

u—U, U — u , 

( 8 )... V = V > V = v > 

W W, W=w, 

r=*=R — nU — bV — cW, R = r au-\-bv cw. 

Durch diese Transformationsformeln gehen die Gleichun- 
gen (1) und (4) der Oberfliiche zweiter Ordnung tiber in: 

(9) ... f(X + aP, Y+bP, Z + cP, P) = 0. 

(10) ... F{U, V, W, R — aU — bV ~ cW) = 0. 

Es sind dieses die Gleichungen derselben Oberflaclie zwei- 
ter Ordnung, bezogen auf ein paralleles Coordinatensystem, 
dessen Anfangspunkt die rechtwinkligen Punktcoordinaten a, b, c 
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hat. Die Grade der Gleichungeu sind dureh die Transfor- 
mation ungeiindert geblieben. 

Der Mittelpunkt der Oberflache ist zugleich Ooordinaten- 
anfangspunkt, wenn a, b, c, 1 fiir x, y, z, p gesetzt den 
Gleiehungen (3) geniigen, oder wenn diese Grossen propor- 
tional sind den Coefficienten von u, v, w, r in der Glei- 
chung (6). 

Diese, die Coordinaten a, b, c des Mittelpunktes der Ober- 
fliiche bestimmenden , Gleiehungen erhiilt man auch durch 
Entwiekelung der Gleiehungen (9) und (10), wenn man ent- 
weder die drei, mit der ersten Potenz von P multiplicirten, 
Glieder einzeln gleieh 0 setzt, oder wenn man die drei,. mit 
der ersten Potenz von if multiplicirten, Glieder verschwinden 
liisst. 

Wir konneu daher, mogen wir Gleiehungen in Puukt- 
oder in Linien-Coordinaten im Auge haben, sagen: 

Wenn man die homogene Gleichung einer Ober- 
fliiche zweiter Ordnung bezieht auf ein paralleles 
Coordinatensystem, zu welchem Zwecke die Sub- 
stitutionen (7) oder (8) dienen, so verschwinden in 
derselben die drei, mit der ersten Potenz der letz- 
ten Variable multiplicirten, Glieder in dem Falle, 
dass der Coordinatenanfangspunkt des parallelen 
Systems der Mittelpunkt der Oberfliiche ist. 

Die einzige Ausnahme davon bildet der Fall, wenn der 
Mittelpunkt der Oberflache in das Unendliche fallt , denn in 
dieser Voraussetzung kann man den Mittelpunkt nicht zum 
Coordinatenanfangspunkt machen. 

Um die analytische Bedingung dieses Falles festzustellen, 
nehmen wir an, dass die Gleiehungen der Oberflache zweiter 
Ordnung in Punktcoordinaten und in Ebenencoordinaten seien : 

(11) ... f = a o,,* 2 -f 2a 0l xy -f a„y* + = 0, 

(12) . . . P= e 00 « ? -+- 2 e 0l uv -f e u v* + =0. 

Den Mittelpunkt der Oberflache f = 0 bestimmen die 
Gleichungeu (3): 
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iA*) = «oo* + «oiif + «0 1 * + «W> = 0 , 
kf '(y) = «I0* +«!!*/ + «.2* + «ui> — 0 » 
if 00 = «2o* + «2i!/ + «22* + a nP = 0. 


Betrachtet man in diescn Gleichungen die rechtwinkligen 
Coordinaten - x - > - > — des Mittelpunktes als die Unbekanu- 

p p P r 

ten und loset die Gleichungen auf, so stellen sieh bekannt- 
lich die Wertbe der Unbekannten als Brilche dar mit deni- 
selben Nenner: 


(13) 


a oo r 

a oi ) 

**02 

«10 > 

a lt ) 

a l 2 

°20 ) 

W 21 > 

«22 


Verschwindet dieser Nenner, so werden die Coordinate!! 
des Mittelpuuktes unendlich gross, und der Mittelpunkt fiillt 
in das Unendlichc. 

Die Gleichung des Mittelpunktes der Oberflache F — 0 
ist naeh (6): 

ir F \ r ) = e 3o« + + e 3i w + e 33 r = 0 , 

woraus sich die rechtwinkligen Coordinaten cC, b, c des Mittel- 
punktes der Oberflache ergeben: 


(14) 



welche unendlich gross werden, wenn der gemeinsame Nenner 
verschwindet. 

Der Mittelpunkt der Oberflache f = 0 oder F — 0 fiillt 
daher in das Unendliche unter der Bedingung: 


(15) 


D — 0 oder e 33 = 0. 


Man unterscheidet nun Obcrflachen zweiter Ordnuug, 
welche cinen Mittelpunkt haben, von den Oberfliicken zweiter 
Ordnuug, dereu Mittelpunkt in das Unendliche fallt, von wel- 
ehen man auch sagt, dass sie keinen Mittelpunkt haben. Jede 
von den Gleichungen (15) ist die Bedingung fiir die letzte 
Gattung von Oberfliicheu zweiter Ordnung. Ihre homogenen 
Gleichungen lassen sich niclit auf die Form zuriickfiihren, in 
welcher die, mit der ersten Potenz der letzten Variable multi- 
plicirten, Glieder ganzlich fehlen. 


Digitized by Google 



Criterimn lies Kegels 2. 0. Tangentenkegel (ler Obcrflttclie !. 0. 161 

% 

Vierzehnte Vorlesung. 


Criterium des Kegels zweiter Ordnung. Tan- 
gentenkegel der Oberflache zweiter Ordnung. 


Enter den Qberflachen zweiter Ordnung mit einem Mit- 
tetpunkt verdient eine besondere Beachtung diejenige, deren 
Mittelpunkt auf der Oberfliiche selbst liegt. 

Es sei: 

(1) ... f= a^x 1 + 2 a ol xtj + a n y- + . . . = 0 

die Gleichung einer solclien Oberfliiche. Die Coordinate)) des 
Mittelpunktes derselben bestimmen sich aus den Gleichuugeu: 

/» = o, m—o, rw-o- 

Setzt man die Werthe dieser Coordinate)! i)i die Gleichung 
der Oberfliiche: 

2 /'*== xf \x) + + zf (z) -f pf(p) = 0 , 

so muss in dem vorliegenden Falle die (lleichu)ig erfiillt wer- 
den. Daraus erhiilt man aber: 

f(p) = o. 

VVenn daher die Oberfliiche (1) die angegebene Eigen- 
sehaft hahen soli, so miissen sich Werthe der Variabeln be- 
stimmen lasscn, welche den vier Gleichungen zu gleicher Zeit. 
geniigen : 

(2) ...a*)-o, ro/) = o, rw-o, ap)= o, 


vo)i welchen die drei ersten den Mittelpunkt der Oberfliiche 
bestimmen und die letztc ausdriickt, dass der Mittelpunkt aut' 
der Oberfliiche selbst liegt. 

'Es liegeu bier vier homogene Functionen \f{x), ^f(y), 
\f{z) , iTip) der vier Variabeln vor, welche filr ein System 
Werthe der Variabeln versekwinden. Es verechwindet also 
nach Satz (8) der achten Vorlesu)ig auch die Determinante 
dieser Functionen, und man hat die Bedingungsgleichuug : 


(3) ■ 


A = : 


°00 ) 

a oi> 

®0J) 

«o:i 

«lt» 

"ll ! 

fl l2> 


C, )0> 


««> 

« J3 


«ai) 

°32 > 

«:»S 


= 0 


IIkjisk, auulyt. (geometric cl. Kauutev. 2. Aufl. 
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zwischen den Coefticientcn in der Gleiehnng (1) der Ober- 
fliiche von der bezeiclineten Art. 

Es ist eine charakteristisehe Eigensehaft dieser Oberfliichen 
zweiter Ordnung, dass die Polarebenen idler Punkte des Raumes 
sammtlich durch den Mittelpunkt der OberHiiche gehen. Denn 
die Gleichungen der Polarebenen aller Punkte des Raumes 
werden nach (2) fiir den Mittelpunkt erfullt. 

Um eine zweite Eigenschaft dieser Gattung Oberfliichen 
herzuleiten, bezeichuen wir mit x, y, z, p die Coordinaten 
des Mittelpunktes, mit x 0 , y 0 , z a , p n die Coordinaten eines 
beliebig auf der OberHiiche gewiihlten Punktes o. Die Coor- 
dinaten x X x 0 , y -f- X y a , z -f- Xz n , p -f- Xp 0 eines beliebigen 
Punktes auf der Yerbindungslinie beider geniigen der Glei- 
chung : 

(4) . . . f(x -f- Xx 0 , y -)- At/ 0 , z -(- Xz 0 , p -f- Aj) 0 ) = 0 , 

welchen Werth auch der unbestimmte Factor X babe. Denn 
entwickelt man die Gleichung nach Potenzen von X, so ver- 
schwindet das erste Glied, weil der Mittelpunkt auf der Ober- 
fliiclie liegt. Ebenso verschwindet das letzte Glied der Ent- 
wickelung, weil der Punkt o auf der OberHiiche liegt. Es 
verschwindet endlich der Factor der ersten Potenz von X ; 

(5) . . . xj\x) + yj\y) -f z a f{z) + p n f'(j>) = 0 

auf Grand der Gleichungen (2). Die Verbindungslinie fallt 
mithin ilirer ganzen Liinge nach in die OberHiiche, und die 
gauze OberHiiche kann als entstandeu gedacht werden durch 
Drehung einer geraden Linie um den Mittelpunkt. 

Eine solche OberHiiche nennt man einen Kegel. Die 
hervorgehobenen Oberfliichen sind also Kegel zweiter Ord- 
nung, und die Gleichung (3) ist die Bedingungsgleiehung fiir 
den Kegel (1). Er charakterisirt sich dadureh, dass sein 
Mittelpunkt, die Spitze des Kegels, in der OberHiiche selbst 
liegt. 

Es bleibt noch iibrig nachzuweisen , dass auch jeder 
Kegel f — 0 der zweiten Ordnung, der durch Drehung einer 
geraden Linie um seine Spitze entstanden ist, der Gleichung 
(3) genflgt. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass x, y, z, p 
die Coordinaten der Spitze und x „ , y 0 , z 0 , p 0 die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes o auf der Kegelfliiche seien. Da nun 
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jeder Punkt der Verbindungslinie diescr beiden I’unkte auf 
der Kegelflaclie liegt, so wird fiir jeden Worth von A der 
Gleickung (4) Genilge gesehehen. Dnrch Entwickeluug gelit 
die Gleichuug (4) fiber in (5). Dieser Gleichung wird nun 
ffir jeden Punkt o des Kegels genugt. Sie ist aber, wenn 
man den Punkt o als variabel betrachtet, die Gleichung einer 
Ebene. Es infisste also entweder der letzteren Gleichung ffir 
jeden Punkt o des Kegels genugt werden konnen , welcher 
auch ausserhalb der Ebene liegt, oder die Ebene miisste ein 
Theil des Kegels sein, oder endlich miisste der Gleichung (5) 
durch die Gleichungen (2) Genfige gesehehen. Der erste Fall 
ist als unstatthaft zu verwerfen. In dem zweiten Falle wird 
die Function f in das Product von zwei linearen Factoreu zer- 
fallen und der Kegel in ein Ebenenpaar. Dann geniigt aber 
jeder Punkt der Schnittlinie der beiden Ebenen den Glei- 
ehungen (2). Es bleibt also nur der dritte Fall fibrig, in 
welchem man die Gleichungen- (2) hat, aus welchen durch 
Elimination die Bediugung (3) hervorgeht. 

Die Gleichung des Kegels zweiter Ordnung in Punkt- 
coordiuaten lasst sich nicht, so wie die Gleichungen aller iibri- 
gen OberHiichen zweiter Ordnung, durch Ebenencoordinaten 
ausdriieken. Denn die reciproke Function F von f erhu.lt, da 
nach (3) .4 = 0 ist, nach (18) der zehnteu Vorlesung einen 

uuendlicli grossen Factor J . [Liisst man diesen Factor fort, 

so stellt die Gleichung A . F — 0 nicht mehr den Kegel dar, 
sondern diese Gleichung ist das Quadrat der Gleichung eines 
Punktes, niimlich der Spitze des Kegels.] 

Es sei nun die Gleichung irgend einer Oberflachc zwei- 
ter Ordnung: 

(6) ... f= a on x 2 + 2a 0{ xy + + = 0, 

welche sich von der Gleichung des Kegels (1) nur dadurch 
unterscheiden soli, dass der Coefficient a 33 , der dort durch 
die Gleichung (3) als Function der amleren Coefficienten be- 
stinimt ist, in dieser Gleichung irgend einen Werth habe. 

Die drei ersten Gleichungen (2) bestimmen unter dieser 
Voraussetzung die Spitze des Kegels (l), wie den Mittelpunkt 
derOberfliiche (0). Es fallen also beide Punkte in einen zusam- 

II* 
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men. Zieht man die Gleichung des Kegels von der Gleicbung 
der Oberfliiche ab, so erhalt man: 

!>*== 0, 

die Gleicbung eines in eine Ebene zusammenfallendeu Ebe- 
uenpaares in dem linendlichen. Dieses beweiset, dass der 
Kegel die Oberfliiche in dem Unendlichen ringsum beriihrt. 

Einen solelien Kegel, desseu Spitze in dem Mittelpunkte 
der Oberfliiche zweiter Ordnung liegt uud der die Oberfliiclie 
ringsum berUlirt, nennt man Asymptoten-Kegel der Ober- 
flache zweiter Ordnung. Daraus ergiebt sich folgende Regel: 

Aus der Gleichung einer Oberfliiclie zweiter 
Ordnung in homogenen Punktcoordinaten erhalt 
man die Gleichung des Asymptoten-Kegels derOber- 
fliiche, wenn man dem Ooefficienten des mit dem 
Quadrate der letzten Variable multiplicirten Glie- 
des einen solcheu Werth beilegt, dass die Ober- 
flache ein Kegel wird. 

Legen wir den Anfangspunkt eines parallelen Coordinaten- 
systems in den Mittelpunkt der Oberfliiche (6), zu welchem 
Zweeke die Substitution en (7) der vorhergeheuden Vorlesung 
dienen, wenn a, b, c, 1 die Coordinaten des Mittelpunktes be- 
deuten, so verscliwinden, wie man gesehen hat, die drei mit 
der ersten Potenz von P multiplicirten Glieder und das mit 
dem Quadrate von P multiplicirtc Glied wird : 

fyn, b, c, 1) 2». 

1m Palle die Oberfliiche ein Kegel ist, verschwindet aucli 
dieses Glied, weil der Mittelpunkt des Kegels auf seiner Ober- 
fliiche liegt, also f(a , b, c, 1) = 0 ist. Es wird daher durch 
Verlegung des Coordinatenanfaugspunktes in die Spitze des 
Kegels (1) die Gleichung desselben: 

(7) . . . f{X, Y,Z) = « 00 X 2 -f «, , 1 ' -f a n Z- 1 + 

-j-2d|2 Y/Z-\- 2n ill XX-\- 2o ut X 1 = 0, 

eine Gleichung, welche aus der allgemeinen Gleichung (1) des 
Kegels zweiter Ordnung hervorgeht, indem man p — 0 und 
fiir .r, v. r respective setzt X, Y. Z. 
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Da man eine von den 6 in die Gleichung (7) eingehen- 
deu Constanten durch Division gleich der Einheit maehen 
kann, so gehen in die Gleichung nur 5 willkitrliche Constan- 
ten in linearer Weise ein, von welehen allein die Natur des 
Kegels abhiingt. Diesco Constanten werden uuzweideutig durch 
5 Punkte des Kegels bestimmt sein. Man hat daher den Satz, 
auf welehen wir in der vierten Vorlesung hingewiesen haben : 

Durch beliebige 5 von einem und demselben 
Punkte ausgehende gerade Liuien liisst sich nur 
ein Kegel zweiter Ordnung hindurchlegen; 

oder mit anderen VVorten: 

Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Kanten uuzweideutig bestimmt. 

Dass jede durch die Spitze des Kegels zweiter Ordnung 
gelegte Ebene den Kegel nur in zwei geraden Linien schnei* 
det, eine Voraussetzung , die wir ebenfalls an der bezeich- 
neten Stelle gemacht haben, geht daraus hervor , dass eine 
gerade Linie den Kegel zweiter Ordnung, als speciellen Fall 
der Oberflache zweiter Ordnung, nur in zwei Punkten schneidet. 

Die Gleichung der Polarebene ernes beliebigen Punktes . 
X, Y, Z, P riicksichtlich des Kegels (7) ist, wenn man mit 
-Y (l , Y„, Z n , P„ die variabeln Coordinaten bezcichnet: 

' (8) XJ{X) + Y,f{ Y) + ZJ"{Z) = 0 , 

die Gleichung einer Ebene, welche durch den Coordinatenau- 
fangspunkt geht. Es geht mithiu die Polarebene eiues be- 
liebigen Punktes im Raume immer durch die Spitze des Kegels. 
Eine Ausnahme davon macht die Spitze des Kegels selbst. 
Denn die Gleichung (8) ihrer Polarebene wird illusorisch. 

Da in die Gleichung (8) die Variable P gar nicht ein- 
geht, so werden die verschiedenen Punkte auf einer durch 
die Spitze des Kegels gehendeu geraden Linie alle dieselbe 
Polarebene haben. Eine Ebene, die nicht durch die Spitze 
des' Kegels geht, hat keinen Pol, weil die Polarebenen aller 
Punkte des Rauines durch die Spitze des Kegels gehen. Man 
wird daher zu Polarebenen des Kegels nur solche Ebenen 
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wahlen konuen, welche durch die Spitze gehen. Bezeichnen 
wir aber mit U, V, W, It die Ooordiuaten der Polarebene, 
so ergebeu sich hiernacli aus (8) folgende Relationen zwischen 
den (Joordinaten des i’oles und den Coordinaten der Polarebene 
des Kegels : , 

(9) tf(X)=U, \f(Y)—V, 0 = K 

Wenn nun F(U, V, W) die reciproke Function der Func- 
tion f(X, Y, Z) ist, so bat man erstens auf Grund der Sub- 
stitutionen (9): 

(10) F(U, V, W) = f(X, Y, Z), 

und zweitens die Auflosungen der linearen Gleichuugen (9): 

( 11 ) i F\U) = X, i F\V)=Y , mW) = Z, 11 = 0. 

Liisst man den Pol in die Kegelfliiche fallen, so erhiilt 
man aus (10) und (11) die Bedingungen fur die Tangentcn- 
ebenen des Kegels: 

,m F (U, V, W) = 0, 

v ' n = o, 


oder allgemeiner, wenn man mit B irgend einen linearen 
homogenen Ausdruck der Ebenencoordiuaten bezeichnet: 

F(U, V, W) + BIi = 0, 

K J Ji = 0, 


Die erste von diesen Gleichuugen mit den 10 darin vor- 
kommenden Coefficienten stellt eine Oberflaclie zweiter Ord- 
nung in Ebeneneoordinaten dar, und die letzte ist die Glei- 
chung der Spitze des Kegels. Setzt man dalier in die beiden 
Gleichungen (13) die Wertlie von U, V, W. It aus (8) der 
dreizehntcn Vorlesung, um die Oberflache und die Spitze des 
Kegels auf das urspriiugliche Coordinateusj'stem zu bezieheu, 
so nehmen jene Gleichungen (13) die Form an : 

F(u, v, to, r) = 0, 

K } .4 = 0 , 

indem die zweitc liueare Gleichung die Spitze des Kegels dar- 
stellt. 

Man sieht hieraus, dass der Kegel zweiter Orduung in 
Ebenencoordiuaten durch zwei Gleichungen ausgedrftekt wire! 
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unil zwar als Tangentenkegcl irgend einer Oberflacbe zweiter 
Ordnnng mit einer beliebigen Spitze. Hiernaeh ist man zu 
dem Schlusse berecbtiget: 

Der Tangentenkegel einer Oberfliiche zweiter 
Ordnung ist selbst eine Oberfliiche zweiter Ord- 
nung. 

Da in die Gleiehungen des Kegels (12) in Ebenencoor- 
dinaten mit gegebener Spitze im Coordinatenanfangspunkte nur 
die Verhiiltnisse von 6 Constanten in linearer Weise eingehen, 
so hat man den Satz: 

4 

Der Kegel zweiter Ordnung ist durch 5 seiner 
Tangenteuebenenunzweideutigbestimmt, undjede 
5Ebenen, welche durch einen und denselbe n Punkt 
gehen, lessen sich als 5 Tangentenebenen eines 
unzw'eideutig bestimmten Kegels zweiter Ordnung 
betrachten. 

Bezeichnen wir mit X, Y, Z die Coordiuaten irgend 
eines Punktes der in der Spitze des Kegels (12) auf der Tan- 
gen ten ebene ( U , V, W, It) errichteten Normale, so hat man: 

U = XX, V — XY , \V=XZ. 

Setzt man diese Werthe in (12), so erhiilt man: 

(15) F(X, Y, Z) = 0, 

die Gleichung eines neuen Kegels zweiter Ordnung, welcher 
beschrieben wird von den in der Spitze des Kegels (12) auf 
den Tangentenebenen desselben errichteten Normalen. 

Ebenso liisst sich aus (7) nachweisen, dass: 

,im fW. v > W)-0, 

K 1 K = 0 

die Gleiehungen des Kegels sind in Ebenencoordinaten, wel- 
cher von den durch die Spitze des Kegels (7) gelegten Ebe- 
nen, die auf den Kanten dieses Kegels senkrecht stehen, be- 
rilhrt wird. 

Diese Bemerkuugeu driicken wir als reciproke Siitze aus, 
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von welchen in Uebertragung auf die Kugeloberfliiche in der 
vierten Vorlesuug bereits Erwiihnung gethan worden ist: 


Wenn eine Ebene sich 
als Tangentencbene um 
einen Ke gel zweiter Ord- 
nung herumbewegt, so 
beschreibt die in der 
Spitze des Kegels auf der 
Ebene erricliteteNormale 
wieder einen Kegel zwei- 
ter 0 rdnung. 


Wenn einegeradeLinie 
durcli Drehung um einen 
Puukt in ihr einen Ke- 
gel zweiter Ordnung be- 
schreibt, so berflhrt die 
Ebene, welclie in dem 
Drehungspunkte auf der 
geraden Linie senkrecht 
steht, wieder einen Kegel 
zweiter Ordnung. 


Um den Tangentenkegel einer gegebenen Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung auch durcli Punktcoordinaten auszudriicken, stel- 
leu wir folgende Betrachtungen an : 

Man weiss, wenn f = 0 und rp — 0 die Gleichungen zweier 
gegebenen Oberlliichen zweiter Ordnung sind, dass die Glei- 
chung : 

f -\- A «jp = 0 

jede OberHiiche zweiter Ordnung darstellt, welclie durch die 
Schnittcurve der gegebenen Oberlliichen hindurehgeht. Ist q> 
das Product zweier linearer Ausdriicke U (l , U l , so ist die 
zweite gegebeno Oberfliiche ein Ebeueupaar U n = 0, U { — 0. 

Diese Ebenen stellen wir dar als die Polarebenen zweier 
Punkte (j' n , «/„, z 0) ji 0 ), (a;,, ;/, , z, , j>,) riicksichtlich der er- 
sten gegebenen Oberfliiche, indetn wir setzen: 

(17) U, = xf(x 0 ) + yf(y n ) + zf{z n ) + 

U t = xr(x,) + yC(y,) + *fOi) + pfXlh)- 

Hieruach ist: 

(IS) f XU n U { = 0 

mit dem willkiirliclien Factor A der analytische Ausdruck fiir 
alle Oberlliichen zweiter Ordnung, welche durch die Sehnitt- 
curven der Ebenen U„ — 0, U t = 0 und der OberHiiche zwei- 
ter Ordnung /'= 0 hindurchgehen. 

Damit die Oberfliiche (18) aber vollstandig bestinunt 
werde, muss noch ein Puukt in ihr gegebeu sein, der im 
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liaume willktirlich gewiihlt werden kann. Wiifilt man den 
Pol der Ebene U 0 = 0, so ergiebt sich der diesem Punkte 
entsprechende Werth von X aus (18), wenn man fiir die Varia- 
belu in jener Gleichung die Goordinaten des Punktes setzt. 
Setzt man nun den so bestimraten Werth von X wieder in 
die Gleichung (18), so erhiilt man die Gleiehung: 

(19) 2 f(x,y, z,p) {xf (*,) + »/„/'((/, ) + zjlz { ) +;>/(>,)} 

— {*n*o)+yr(yo)+e fM+pfip*)} 

x {*r(xi)+yf(yt)+* r(*i)+i>f(Pi)} = 0 

der Oberfliiehe zweiter Ordnung, welehe durch den Schnitt 
des Ebenenpaares U 0 — 0, 17, =0 mit der gegebenen Ober- 
Hiiche zweiter Ordnung /'== 0 und zugleich durch den Pol der 
ersten Ebene hindurchgeht. Die Bemerkung, dass die Glei- 
ehuug (19) ungeiiudert bleibt, wenn man die Indices 0 und 1 
mit einander vertauscht, geometrisch gedeutet, giebt den Satz: 

Wenn man durch den Schnitt zweier Ebenen 
mit eiuer gegebenen Oberfliiehe zweiter Ordnung 
eine andere Oberfliiehe z wpiter Ordn ung hindurch- 
legt, welehe durch den Pol einer jener Ebenen geht, 
so geht diese Oberfliiehe auch durch den Pol der 
andereu Ebene. 

Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen und damit 
auch ihre Pole in einen und denselben Punkt, so erhiilt man 
eine OberHiiche zweiter Ordnung: 

(20) .... 4 fix, y, z, p) . f{x n , y 0 , z 0 , p 0 ) 

- {*f\* o) + yf(%) + *r(*o) + vf (po)} 2 = o , 

welehe die gegebene Oberfliiehe zweiter Ordnung f — 0 in 
der durch die Ebene U 0 — 0 hervorgebrachten Schnittcurve 
beriihrt. Dass diese Oberfliiehe zweiter Ordnung aber ein 
Kegel ist, ersieht man daraus, dass die vier partiellen Dif- 
ferentialquotienten des linken Theiles der Gleichung (20), uacli 
den Variabeln genommeu , verschwinden , wenn man in ihnen 
fiir die Variabeln die Goordinaten x 0) y 0 , z 0 , p 0 des Poles 
jener Ebene setzt. Dieser Pol ist folglich die Spitze des 
Kegels zweiter Ordnung. 
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Die Gleichung (20) stellt also den Tangentenkegel dar, 
welcher von einem beliebigen l’unkte (x 0 , y 0 , z„, p 0 ) als Spitze 
an die Oberfliiche zweiter Ordnung f — 0 gelegt ist. Seine 
Basis ist die Schnittcurve der gegebeneu Oberflilche zweiter 
Ordnung f = 0 und einer beliebigen Ebene U a = 0. Bezeich- 
net man daber mit dem Namen Kegelschnitt die Schnitt- 
curve einer Ebene und eines Kegels zweiter Ordnung, so hat 
man den Satz : 

Alle Ebenen sclineiden eine gegebene Ober- 
fl'ache zw r eiter Ordnung in Kegelschnitten. 

Denn die Schnittcurve einer Ebene und einer Oberflache 
zw’eiter Ordnung liegt auf dem Tangentenkegel, der von dem 
Pole der Ebene an die Oberflache gelegt ist. 

Der Kegelschnitt wurde im Vorhergehenden definirt als 
die Schnittcurve eines Kegels zweiter Ordnung und einer 
Ebene. Da nun nach einem vorangegangenem Satze der Ke- 
gel durch 5 seiner Kanten unzweideutig bestimmt ist, so folgt 
daraus: 

Der Kegelschnitt ist durch 5 Puiikte auf ihm 
unzweideutig bestimmt. . 

Fallt die Spitze des Tangentenkegels in die gegebene 
Oberfliiche, so verschwindet das erste died der Gleichung (20), 
und der tibrige Theil der Gleichung stellt die Tangentenebene 
der gegebenen Oberflache f—0 dar. 

Um einen anderen speciellen Fall des Tangentenkegels 
hervorzuheben , stellen wir die Gleichung (20) desselben so 
dar: 

2/T®, y, t, p) {x a f{x 0 ) + y 0 r(y 0 ) 4- *of(*o) +PoT(Po)} 

— {x r(x„) + y f(y 0 ) -f z r(*o)+P Ai>o)} J = 0. 

Fallt die Spitze dieses Tangentenkegels in den Alittelpunkt 
der Oberfliiche zw T eiter Ordnung f—0, so hat man — 0, 
/'■(y # ) = 0, /*(*„) = 0, wodurch die Gleichung sich also ver- 
einfacht: 

(21) f(.x, y, s, p) — r ^>..p*~Q. 
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Dieses ist aber die Gleichung des Asymptotenkegels. Dehn 
es ist der Coefficient des Quadrates der letzten Variable in 
der horaogenen Gleichung f = 0 der gegebenen Oberfliiche 
so bestimmt, dass die Oberflache ein Kegel wird. 


Ftlnfzehnte Yorlesung. 

Criterium der Grenzflache zweiter Ordnung. 

. Die Schnitteurve einer Ebene und einer Ober- 
flache zweiter Ordnung als Grenzflache zweiter 
Ordnung aufgefasst. 

Wenn es unter den, durch ihre Gleichungen in Punkt- 
coordinaten gegebenen Oberfliiclien zweiter Ordnung solche 
giebt, die Kegel, welche sich aualytisch nicht durch eine 
Gleichung in Ebenencoordinaten darstellen lessen, so muss 
die Reciprocitiit unserer Betraehtungsweise nothwendig auf 
analytische Ausdriicke der Oberfliiclien zweiter Ordnung in 
Ebenencoordinaten fiihren, welche sich in Punktcoordinaten 
eben so wenig durch eine Gleichung darstellen lassen. Diese 
Gattung von Oberfliichen zweiter Ordnung wird den Gegeu- 
stand der gegeuwiirtigen Vorlesung bilden. 

Wir werden Grenzflache der zweiten Ordnung 
diejenige Oberflache zweiter Ordnung nennen, in Riicksicht 
auf w’elche die Pole aller Ebenen im Itaume auf einer und 
derselben Ebene liegen. 

Es sei: 

(1) . . . F = e, 0 « 5 -f- 2^, nv + e t y + =0 

die Gleichung einer Grenzflache in Ebenencoordinaten. Be- 
zeichnet man mit v„, w u , r„ die variabeln Coordinaten 
irgend einer Ebene im Raume und mit «, v, to, r die Coor- 
dinaten einer gegebenen Ebene, so ist die Gleichung des Poles 
der letzteren Ebene: 

(2) . . . u 0 F'(u) -f e 0 F'(v) + w 9 F\w) -f r„F'(r) = 0. 
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Soil dieser Pol aber fiir alle, durch iltre Ooordinaten 
K n , i' 0 , r n gegebenen Ebenen in einer und derselben Ebene 
liegen, so miissen bestiminte Werthe von «, v, tv, r dieser 
Gleichung geniigen unabhiingig von den Werthen der Coor- 
dinaten u 0 , r 0 , w 0 , r n , das heisst, es miissen diese Werthe 
den vier Gleichungen geniigen : 

(3) . . . F'(u) = 0, F'(v) = 0, F\to) = 0, F'(r) = 0. 


Diese vier Gleichungen mit den vier Unbekannten u, v, 
ic, r sind also die Bedingungen fiir die Grenzfliiche zweiter 
Ordnung (1). 

Eliminirt man aus ihnen die Unbekannten «, »„«, r, so 
erhiilt man die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficien- 
ten in der Gleichung (1) der Grenzfliiche zweiter Ordnung: 


(4) 


£ = 


e oo ) 

C 0I I 

e <n> 

C 03 I 

e in> 

c n > 

c ni 

! = 

e 20> 

> 

( '-n > 

C 13 

e 30> 

e i\ > 

C 32> 

e 33 


Dass die Grenzfliiche in Punktcoordinaten f — 0 sich nicht 
(lurch diese eine Gleichung darstellen liisst, ist daraus ersicht- 
licli, dass analog (18) der zehnten Vorlesung: 


(5) . 


f = 


l 

E 


c 00> 

( ’oi 1 

C 01> 

e 03> 

X 

e to> 


C \2> 

C I3 ) 

y 

C M> 

t- 21 > 

e -ii ) 

e J3> 

e 

e 3U> 

> 

C 37< 

e :is > 

P 

X, 

!/- 

& > 

P, 

0 


uud dass die Function f , welche gleich 0 gesetzt die Gleichung 
der Grenzfliiche in Punktcoordinaten sein wiirde, den Factor 

* = ao mit sich fiihrt. 

E 

Was die Ebene anbelangt, in welcher die Pole aller Ebe- 
lien des Raumes liegen, so werdeu die Coordinaten derselben 
durch die Gleichungen (3) unzweideutig bestimmt. Wir wer- 
den diese Ebene die Ebene der Grenzfliiche zweiter 
Ordnung uenneu. 

Da die Pole aller Ebenen des Raumes in ihr liegen, so 
liegen auch die Beruhrungspunkte der Tangentenebenen der 


Digitized by Google 



Criterium d. Grenztliiche 2. 0. Die Schmttcurve einer Ebene n. s. w. 173 


Grenztliiche in ihr. Die Beriihrungspunkte der Tangenten- 
ebeneu sind aber Punkte der Grenzflache. Es liegt daher die 
Grenztliiche ihrer ganzen Ausdeknung nach in der Ebene der 
Grenzflache. 

Um eine neue Eigenschaft der Grenztliiche zu entdecken, 
dient folgende Betrachtung. Es seien «, v, tv, r die Coordi- 
nateu der Ebene der Grenztliiche und r 0 , tv 0) r 0 die 
Coordinaten irgend einer Tangenten ebene der Grenztliiche. 
Alsdann sind « -f- Ah 0 , v -f- At' 0 , tv -)- A tv 0 , r -j- Ar 0 die Coor- 
dinaten irgend einer Ebene, welche durch die gerade Linie 
geht, in der sich die erstgenannten Ebenen schneiden. Diese 
Coordinaten genflgen der Gleichung (1): 

(6) . . . F(u + A u„, v -f- A v 0 , tv -f A«c 0 , r -f- Ar 0 ) = 0. 

Denn entwickelt man dieselben nach Potenzen von A, so ver- 
sehwindet das erste und letzte Glied, weil sowohl die Coor- 
dinaten der Ebene der Grenztliiche, als die Coordinaten der 
Tangentenebene , auf Grund von (3), der Gleichung (1) ge- 
niigen. Es verschwindet aber auch das mit der ersten Potenz 
von A multiplicirte Glied: 

(7) . . . m, F\h) + v 0 F'(v) + tv a F\w) + r a F’(r) = 0 

auf Grund der Gleichungen (3). 

Hieruaeh ist jede Ebene Tangentenebene der Grenztliiche, 
welche durch die gerade Linie geht, in der sich die Ebene 
der Grenztliiche und irgend eine Tangentenebene derselben 
schneiden. Umgekehrt wird man auch nach Analogie der 
correspondirenden Stelle in der vorhergehenden Vorlesung 
leicht beweisen kbnnen, dass, wenn jede Ebene, die, durch 
die Schnittlinie einer festen Ebene und einer beliebigen Tan- 
gentenebene einer Oberfliiche zweiter Ordnung gelegt, wieder 
eine Tangentenebene derselben Oberfliiche ist , die Obei-flache 
eine Grenztliiche sein muss. 

Setzt man in der Gleichung (1) der Grenzflache r == 0, 
so erhiilt man: 

(8) F(u, v, w, 0) = 0, 

die Gleichnug des Taugentenkegels der Grenztliiche, dessen 
Spitze in dem Coordinatenanfangspunkte liegt. 
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Da dieser Kegel zweiter Ordnung die Grenzfliiche ringsum 
cinhiillt, die Grenzfliiche selbst aber ihrer ganzeit Ausdehnung 
nach in die Ebene der Grenzfliicbe fiillt, so sielit man, dass 
die Greuzfliiehe von dem Kegelschnitt begrenzt wird, in wel- 
chem sich der bezeichnete Tangentenkegel und die Ebene 
der Grenztliiche schueiden. 

Diesen, die Grenzfliiche begrenzenden , Kegelschnitt kann 
man fur die Grenzfliiche selbst nehrnen, wenn es sich um die 
'l'angentenebeneu der Grenztliiche handelt. Deun die Tan- 
geutenebenen des Kegelschnittes, das sind die Ebeuen, welche 
durch die Taugente des Kegelschnittes gehen, sind Tangeu- 
tenebenen der Grenztliiche , und umgekehrt geht jede Tan- 
gentenebene der Grenztliiche durch eine Taugente des Kegel- 
schnittes. 

Fassen wir diese Bemerkungen kurz zusammen, so kou- 
nen wir sagen : 

Die Grenzfliiche zweiter Ordnung fiillt ihrer 
ganzen Ausdehnung nach in eine Ebene und wird 
in dieser Ebene von einein Kegelschnitt begrenzt. 

Driickt man den Tangentenkegel (8) durch Punktcoordi- 
naten aus, was nach der vorhergelieuden Vorlesung ausfiihr- 
bar ist, weil die Spitze des Kegels iin Coordinatenanfangs- 
punkt liegt, so stellt sich die Grenzfliiche dar als die Curve, 
in welcher dieser Kegel von der Ebene der Grenzfliiche ux -f- 
vy -(- wz -(- rp = 0 geschnitten wird. Die Grenzfliiche zwei- 
ter Ordnung wird hiernach in Punktcoordinaten durch zwei 
homogene Gleichungen dargestellt, von denen die eine vom 
zweiten, die andere vom ersten Grade ist. 

Liegt der Coordinatenanfaugspunkt zufiilliger Weise in 
der Ebene der Grenzfliiche (1), so kann man diese Betrach- 
tungen nicht alle austellen. In diesem Falle trausforniire man 
die Gleichung (1) der Greuzfliiehe mit Hilfe von (8) der drei- 
zelmteu Vorlesung auf ein paralleles Coordinateusystem, des- 
sen Anfangspunkt nicht in der Ebene der Grenzfliiche liegt, 
und gehe, statt von (1), von der transforwirten Gleichung der 
Grenzfliiche aus. 

Ein specieller Fall der Grenzfliiche zweiter Ordnung ist 
der, wenn die Gleichung (1) in zwei lineare Factoren zer- 
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fiillt, also die Oberfliiche zweiter Ordnung ein Punktepaar 
darstellt. Denn in dieser Voraussetzung geniigen die Coor- 
diuateu der Ebenen , welehe dureh die beiden Punkte geheu, 
den Gleichungcn (3). Der die Grenzfliiche begrenzende Kegel- 
schnitt ist dann das von den beiden Punkten begrenzte Stilck 
der durch sie gehenden geraden Linie, uud die Ebene der 
Grenzflache ist jede durch die beiden Punkte gelegte Ebene. 

Es lasst sich aber auch jede Schnittflache einer Ebene 
und einer beliebig gegebenen Oberfliiche zweiter Ordnung als 
Grenzfliiche ausdrilcken, wie die folgende Betrachtung lehren 
wird. 

Wenn F — 0 und = 0 die Gleichungen von irgend 
zwei gegebenen Oberfliichen zweiter Ordnung in Ebenencoor- 
dinateu sind, so weiss man, dass die Gleichung: 

.F+A<J> = 0 

jede Oberfliiche zweiter Ordnung darstellt, welehe von siimmtr 
lichen, den beiden gegebenen Oberfliichen gemeinsnmeu, Tan- 
gentenebenen bertihrt wird. Zerfullt 0 in das Product zweier 
linearer AusdrUcke F„, F, , so stellt die zweite gegebene Ober- 
fliiche ein Punktepaar dar F„ = 0, F, = 0. 

Diese Punkte fassen wir auf als die Pole zweier gegebe- 
nen Ebenen (m 0 , w 0 , r„), («,, e, , r,) riicksielitlich der 

ersten gegebenen Oberflache, iudem wir setzen: 

(9) ... Ffl = uF '( u °) + vF '( v o) + + rF'(r 0 ), 

F, = hF\,i { ) + vF'(v y ) + us F\u\) + rF\r x ). 

Alsdann hat man die allgemeiuste Gleichung: 

(10) F+iF 0 F,= 0 

der Oberfliichen zweiter Ordnung, welehe siimmtliche Tan- 
gentenebenen der gegebenen Oberfliiche beriihren, die durch 
den einen oder den anderen oder durch beide gegebene Punkte 
gehen. Es ist dieses also eine Oberflache zweiter Ordnung, 
die jeden der beiden, von den gegebenen Punkten an die 
Oberfliiche F — 0 gelegten , Tangentenkegel ringsum beriihrt. 

Diese Oberflache (10) wird vollstiindig bestimmt sein, 
wenn der Factor A einen bestiminten Werth erhiilt. Bestimmt 
man daher diesen Factor A so, dass die Oberfliiche die Polar-- 
ebeue des Puuktes F 0 = 0 beriihrt, indem man in der Glei- 
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chung (10) filr die Yariabelu setzt tc 0 , »•„, und setzt 

den VV’erth von A in (10) ein, so erhiilt man die Gleiehung: 

(11) 2F(n,r,w,r){ n^'\u i )+rJ' , \v l )+w 0 F(w i )+r 0 F\r i )} 

— {« ^'(“o)+p F'(vJ+tv F\tv a )-\-r F'(r 0 )} 

X {« F'{n t )+v J”(v I )+««jP'(»f l )+rJ’'( r i)}=0 

der gauz bestinimten Oberfliiche zweiter Ordnung, welche die 
beiden Tangentenkegel der OberHiiche F — 0 ringsum be- 
riihrt, und welche zugleich von der Polarebene des Punktes 
F„ = 0 beriihrt wird. 

DerUinstand, dass die Gleiehung (11) ungeiindert bleibt, 
wenn man die Indices 0 und 1 mit einander vertauscht, geo- 
metrisch gedeutet, giebt den zu dem drittletzten Satze der 
vorhergehenden Vorlesung reciproken Satz: 

Jede Oberfliiche zweiter Ordnung, welche zwei 
Tangentenkegel eincr gegebenen Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung ringsum beriihrt, wird von den Polar- 
ebenen der Spitzen beider Kegel beriihrt, wenn eine 
von diesen Polarebenen die Oberfliiche beriihrt. 

Fallen die beiden Punkte F 0 = 0 und F, = 0 in oinen 
ztisammeu, so erhiilt man aus (11) die Gleiehung: 

(12) .... 4 F(u,r,w,r) . Ffo , i> 0 , w a , r t ) 

- {uF\k„) + vF(f 0 ) + u>F'(w e ) + rF'(r 0 )y = 0 

einer Oberfliiche zweiter Ordnung, von welcher man weiss, 
•lass sie die Polarebene des Punktes V„.=> 0 beriihrt, dass 
sie ferner den aus diesem Punkte an die Oberfliiche F — 0 
gelegten Tangentenkegel ringsum beriihrt ; aber dieses reicht 
niclit aus, die Oberfliiche (12) vollstandig zu definiren. Sie 
wird erst dadurch bestiinmt, dass man nachweiset, dass sie 
iiberdies eine Grenzfliiche zweiter Ordnung ist, und dass die 
Ebeue derselben die Polarebene des Pimktes F 0 = 0 ist. Die- 
ser Nachweis wird durin gefunden, dass man sieht, wie die 
partiellen Differentialquotienten des linken Theiles der Glci- 
chung (12), nach den Variabeln geuommen, fiir die Werthe 
n u , v u , tv 0) r t dieser Variabeln verschwinden. Denn dieses 
ist nach (3) das Criterion! der Grenzfliiche. 
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' Hiemach ist die Polarebene des Punktes V 0 — 0, riick- 
sichtlich der gegebenen Oberfliiche F — 0, die Ebene der 
Grenzflache (12), welche begrenzt wird durch den Tangenten- 
kegel , der von dem Punkte V 0 — 0 als Spitze an die Ober- 
flitche F = 0 gelegt ist , oder welche begrenzt wird durch 
den Kegelschnitt , in dem die Polarebene des Punktes F n =*=0 
die Oberfiiiche F = 0 schneidet. 

Nimmt man diesen, die Grenzfliiche (12) begrenzenden 
Kegelschnitt, fiir die Greuzfiiiche selbst, indem man nur die 
Tangentenebenen des Kegelschnittes ins Auge fasst, so kann 
man auch sagen, dass die Gleichung (12) den Kegelschnitt 
darstelle, in welchem die Polarebene des Punktes V„ = 0 die 
Oberfiiiche F = 0 schneidet. 

Es hat diese Vorlesung auf einen neuen analytischen Aus- 
‘ druck eines, beliebig im Raume gegebenen, Kegelschnittes 
gefiihrt. Wenn man nun erwiigt, wie jeder andere analv- 
tische Ausdruck eines georaetrischen Gebildes seine ihm eigen- 
thiimlichen Hdlfsmittel zur Erforschung der Figur in sich 
triigt, so wird man nicht anstehen, der neuen Darstelluug 
des Kegelschnittes im Raume durch eine einzige*) Gleichung 
gewisse Vortheile vorauszusagen. Worin diese bestehen, kann 
man nur dadurch erfahren, dass man, von der neuen Form 
der Gleichung des Kegelschnittes im Raume ausgehend, be- 
kannte Satze von den Kegelschuitten zu beweisen oder sonst 

*) GewOhnlich 6 tel It man einen Kegelschnitt im Raume Jar als die 
Schnittcurve einer Oberfliiche zweiter OrdnuDg /’= 0 und einer Ebene 
A = 0. Die erste Gleichung fiihrt 9 Constanten mit sich, die andere 3. 
Diese 12 Constanten lassen sich aber auf S zuruckfilhren. Denn, mul- 
tiplicirt man die zweite Gleichung mit einem linearen Factor, der 4 
willkiirliche Constanten mit sich ffllirt, und addirt sie zu der Gleichung 
der Oberflache, so erhillt man an Stelle der Gleichung der Oberfiiiche 
cine neue Gleichung, in welcher durch die Willkiirlichkeit der 4 ein- 
gefiihrten Constanten sich eine gleiche Zahl von Constanten vernichten 
lilsat. Fiir die gegebene Oberfliiche kann man auf diese Weise einen 
Kegel zweitcr Ordnnng substituiren , dessen Spitze im Coordinatenan- 
fangspunkt liegt. Durch eine geringere Zahl vein Constanten liiast aicli 
analytiseh ein Kegelschnitt im Raume nicht ausdriicken. 

Die gleiche Zahl von Constanten hat aber auch die Kegelschnitt 
Gleichung (1), da zwischen deren Coefticientcn die Bedingnngsgleichung 
(3) stattflndet. 

Hkssk, analyt. (Jeometr. d. Raumci. 2. AuQ. 12 
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bekanntc Aufgaben zu Ibsen unternimmt. Der Vergleich tier- 
Auflosungen wird dnnn lehren, welche Principien und in wel- 
chen Fiillen sie den Vorzng verdienen. Jedenfalls eruflnet 
sicli bier eine reiche Quelle interessanter Anfgaben. 


Sechszelmte Vorlesung. 

Kegel zweiter Ordnung, welche dureh die 
Schnittcurve zweier Oberflachen zweiter Ord- 
nung hindurchgehen. 


Durch die Schnittcurve zweier, dureh ilire Gleichungen 
in bomogenen Punktcoordinaten : 

, n f = "no* 7 + 2 (i B} xy + rt,,?/ 2 + = 0 , 

qp = & flo a; ? -f- 21> a , xy -\- b n t/ : +....= 0 

gegebenen, Oberfliichen zweiter Ordnung lassen 9ich uncndlich 
viele Oberflachen zweiter Ordnung hindurchlegen , welche alle 
durch tlie "dine Gleichung mit dem willkiirlichen Factor A aus- 
gedrflckt wcrden : 

(2) . . . . f+ Atp =0. 

Da die C'oefficienten in dieser Gleichung nach der vier- 
zehnten Vorlesung nur eine Bedingungsgleichung zu erfiil- 
len haben, wenn die Oberfliiche (2) ein Kegel sein soil, so 
wird der willkilrliche Factor A sicli itnmer so bestimnien las- 
sen , dass der Bedingungsgleichung geniigt wird. Es wird also 
inimer ein Kegel zweiter Ordnung durch die Schnittcurve 
zweier Oberfliichen zweiter Ordnung gelegt werden kbunen. 
Dieses trifft auch zu, wenn die zweite gegebene Oberflache 
<p = 0 ein Ebenenpaar ist-, in welchem Falle die Schnittcurve 
der beiden gegebenen Oberfliichen in zwei ebene Curven der 
Oberflache f — 0 zerfiillt. Man wird darin einen neuen Be- 
weis ties Satzes erblicken, dass eine Oberfliiche zweiter Ord- 
nung durch jede Ebene in einem Kegelschnittc geschnitten 
wird, das heisst, in einer Curve, welche auf einem Kegel 
zweiter Ordnung liegt. 
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Um die Anzahl der Kegel zweiter Ordnung zu ermitteln, 
welche durcli die Schnittcurve der beiden OberHiiclien (1) hin- 
durchgehen, muss man die erwiihnte Bedingungsgleiehung 
selbst aufstellen. Zu diesem Zwecke nelunen wir an, r, y, s, p 
seien die Coordinaten der Spitze des Kegels (2). Alsdann hat 
man nach (2) der vierzehnten Vorlesnng: 

f(r) -f- A <p '(x) = 0, 

f{y) + ^W = ( > ) 

f'W + ky (r)=0, 

r(p) + ^v(p) — o , 

woraus mait durch Elimination der Coordinaten die gcsnehte 
Bedingungsgleichung erhiilt: 

rt no "I” ^ ^oo ? «o i "I" ^ ^n\ j • • • • o 03 -f- Ah,|j 

(4) A = rt n> 4" Mhm rt n + > ■ ■ ■ • rt i3 + _ (> 

*20 + ^ > n ji -f* M>u) • • • • n n + ^ b ‘2 

n M + * fc 30 > "at + * &3I > • ■ • ■ "33 + * &33 

Es ist dieses eine in A biquadratische Gleichung, und 
jeder Wurzel derselben entsprieht ein Kegel. Dalicr hat man 
den Satz: 

Durch die Schnittcurvc zwcier Oberfliichcn 
zweiter Ordnung lassen sich vier Kegel zxveiter Ord- 
nung hindurchlegen. 

Bezeichnet man mit A 0 , A,, A J; A, die vier Wnrzeln der 
Gleichung (4), mit 0, 1, 2, 3 die Spitzen der vier Kegel, 
und durch Beifilgung der Indices 0, 1, 2, 3 an die Variabeln 
respective die Coordinaten der vier Kegelspitzen , so erhiilt, 
man aus (3) die vier Systeme Gleichnngcn: 

r M+ wfco) = o , a*i) + A i 9>'(*i) = o > • • • , 

{;•)). /" (?/o) + Kv’fjfo) = ( > , r(!/i) + = ■ ■ ■ , 

/>„) + W(*o) = 0 7 fi* i) + 

f'(Pt) + W(Po)=° } n>i)rMi<p'(/ , i)== 0 > • • • » 
aus welchen sich, wenn man die Wurzeln A der biquadrati- * 
schen Gleichung A — 0 als bekannt voraussetzt, die Coor- 
dinaten der vier Kegelspitzen durch Auflbsung von linearen 
Gleichungen ergeben. 

12 * 
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Um aus diesen Gleichungen andere zur geometrischen 
Interpretation geeignete Gleichungen abzuleiten, multipliciren 
wir das erste System Gleichungen respective mit x l} y x , z x , j>, 
und componiren durch Addition derselben eine neue Gleichung. 
Ebenso multipliciren wir das zweite System Gleichungen re- 
spective mit x 0 , y„, s 0 , p 0 und addiren. Die auf diese Weise 
erhaltene Gleichung ziehen wir von der ersteren ab uud er- 
halten : 

(A 0 — A,) {ar, <p\x 0 ) + y, qp'(y 0 ) -f <p\z u ) + Pl <p'(l>o)} = 0. 

Da nun der erste Factor nicht verschwinden kann, weil 
A (( und A, verschiedene Wurzeln der biqundratischen Gleichung 
z/ — 0 sind, so verscliwindet der zweite Factor, und man hat: 

*i f’W + 'J\ 9>'(y 0 ) + z \ ¥>'Oo) + Pi = 0. 

Mit Beriicksichtigung dieser Gleichung geht die vorher 
aus dem ersten System (5) componirte Gleichung fiber in : 

l/W + -Vi rCv.) + +lhf\Po) = 0. ' 

Da man aber in gleicher Weise mit je zwei Systemen 
Gleichungen (5) verfahren kann, so erhiilt man allgemein, 
weun man mit m und n irgend zwei verschiedene Zahlen 
0, 1,2, 3 bezeichnet: 

( f n X "‘ <p\ x *) + Vm <p'(y«) + 2m <p'(Zn) + fm f'(Pn) = 0, 

’ x m f\x H ) + y„,f'{y.) -f z,nf\zn) + Pmf\p*) = 0, 
worans endlich folgt: 

T, u {f{r,)-\-k<p{r,) } +.V«{/“Cv0+ V(.V») } {/''(«.)+ A<p'(«.) } 

+ l>m {f{ l>n) + A<p'0«) } = °- 

Diese Gleichung beweiset den Satz: 

Durch die Schnittcurve zweier Oberfliicken 
zweiter Ordnung lassen sich vier Kegel zweiter 
Ordnung hind urchlegen. D ie Spi tzen j e zw eier von 
ilinen sind harmonische Pole jeder Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung, welche durch die Schnittcurve der 
beiden Oberfliichen hindurc hgeht. 

Eine wesentliche Bedingung filr diesen Satz ist, -dass 
siimmtliche Wurzeln der biquadratischen Gleichung z/ = 0 
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verschiedeu sind. Unter auderen Bedinguugen treten auch 
audere Verhiiltnisse auf, wie zum Beispiel, weun eine von 
den beiden Oberflachen ein Ebenenpaar vrird oder wenn die 
beiden Oberflachen eine gerade Linie getneinsam haben. Im 
ersten Falle hat die biquadratische Gleichung ein Paar gleiche 
Wurzeln, in dem anderen Falle zwei Paare. In dem ersten 
Falle zerfiillt die Schnittcurve der beiden Oberflachen, welche 
von der vierten Ordnung genannt wird, weil sic von jeder 
Ebene in vier Punkten geschnitten wird, in zwei Kegel - 
schnitte, im zweiten Falle in eine gerade Linie und in eine 
Raumcurve dritter Ordnung*). Wir gehen jedoch auf die 
Untersuchung dieser und anderer specieller Fiille hier nicht 
weiter ein**). 

Vier Punkte im Baume, von denen jeder der harmonische 
Pol ist des anderen, in Rtlcksicht auf eine gegebene Oberflache 
zweiter Ordnung, nennt man ein System harmonischer 
Pole der Oberflache. Solcher Systeme harmonischer Pole 
einer gegebenen Oberflache zweiter Ordnung lassen sich eine 
unendliche Zahl bestimmen. Denn construirt man zu einem 
gegebenen Pol 0 einer Oberflache zweiter Ordnung die Polar- 
ebene und nimmt auf dieser einen zweiten Punkt 1, auf der 

*) Die Raumcurve dritter Ordnung ist nichts anderes, als ein in 
einem speciellen Falle abgetrennter Theil einer Raumcurve vierter Ord- 
nung, in welcher sich zwei OberfUlchen zweiter Ordnung schneiden. 
Wenn von den beiden Oberflachen in einem anderen Falle die eine ein 
Ebenenpaar wird, so bestcht die Schnittcurve der beiden Oberflachen 
aus zwei Kegelschnittcu , die auch von einander getrennt werden kbn- 
nen. Es muss daher eine jede Eigenschaft der Schnittcurve vierter Ord- 
nung zweier Oberflachen zweiter Ordnung ihren Ausdruck hahen, so- 
wohl in der Raumcurve dritter Ordnung, wie in dem Kegelschnitt Das 
Bestreben, die den beiden letzgenannten Curvenarten gemeinsamcn 
Eigenschaften zu entdecken, hat in den letzten fiinfzig Jahren auf eine 
ausgedehnte Theorie der Rautncurven dritter Ordnung gefiihrt. Wie 
zum Anschluese an unser Lehrbuch findet man jene Theorie wiederge- 
gehen in der Monographic „Einleitung in die Theorie der kubischen 
Kegelschnitte von Drach,“ Leipzig, Teubner 1867. Separatabdruck aus 
Schloemilch’s Zeitschrift fur Mathematik, 12. Bd. Suppl. p. 73. 

••) Eine Abhandlung von Liiroth in Schloemilch'B Zeitschrift fiir 
Mathematik 13. Bd. p. 401, stellt sich die Aufgabe, sammtliche Fftlle 
gleicher Wurzeln der biquadratischen Gleichung J = 0 geometrisch zu 
interpretiren. 
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Scbnittlinie der Polarebeneu von 0 uml vou 1 eineu Written 
Punkt 2 uud bestimmt endlicb auf der genanuten Scbnittlinie 
zum Punkte 2 den ikm zugeordueten Pol 3, so bilden die 
genanuten vier Punkte ein System barmoniseher Pole der ge- 
gebenen Oberfliiche. Ein System barmoniseher Pole eiuer 
Oberfliiche zweiter Ordnung hat die cbarakteristische Eigen- 
sebaft, dass jede Ebene, welehe durcb drei von ihnen hin- 
dureligeht, die Polarebene des vierten ist. 

Was die vier Ebenen anbelaugt, welcbe durch je drei 
aus einem System barmoniseher Pole eiuer gegebeuen Ober- 
fliieko zweiter Ordnung gelegt werdeu konnen, so haben sic 
die Eigenschaft , dass jede derselben harmonisebe Polarebene 
der undern ist. 

Vier Ebenen, vou welebeu je zwei karmonische Polar- 
ebenen einer gegebeuen Oberfliiche zweiter Ordnung sind, 
bilden ein System barmoniseher Polarebeneu der ge- 
gebeneu Oberfliiche. 

Auf Grund dieser Definitiouen uud der bekanuten Eigen- 
suhaften vou Pol und Polarebene bat man die Satze: 

Die vier Ebenen, welcbe durcb je drei aus eineui 
Systeme barmoniseher Pole gelegt werden konnen, 
bilden ein System barmoniseher Polarebeneu. 

Die vier Punkte, in welchen sick je drei Ebe- 
nen aus einem Systeme barmoniseher Polarebeneu 
sehneiden, bilden ein System barmoniseher Pole, 

auf welcbe Siitze gestutzt wir den vorhergehenden auch so 
ausdriicken konnen: 

Die Spitzen der vier Kegel zweiter Ordnung, 
welcbe sich durcb die Sebnittcurve zweier Ober- 
fliicben zweiter Ordnung hindurchlegen lessen, bil- 
deu ein System barmoniseher Pole fur jede Ober- 
fliiche zweiter Ordnung, welehe durcb die Sebnitt- 
curve gelegt werden kann, und zugleich die Ecken 
eiucs Tetr aeders, dessen Seitenflacben ein System 
barmoniseher Polarebeneu eben derselben Ober- 
f lit eke sind. 
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Wir liabeu in deni Vorkergehenden , von den 16 Glei- 
ehungen (5) ausgekend, dureli eine gesekiekte Art der Elimi- 
nation der vier Grossen A u , . . . A 3 die 12 Gleicliungen (6), 
die wir geometrisck deuten konnten, abgeleitet. Man kann 
aber auch umgekehrt, von den 12 Gleicliungen (6) ausgehend, 
dureli Einfiihrung von vier neuen Grossen A„, A,, A 2 , A., die 
16 Gleichungen (5) ableiten. Um zu dem ersten von dieseu 
Systemen zu gelangen, setzen wir in (6) n — 0 uud filr m 
uach einander die Zahlen 1, 2, 3, wodureli wir erhalten: 

Xi<P'(Xa) + !h<P’{y u ) + s \ ( p( z n) + Zw'Ou) = 

+ &qp'(y«) + S-rfM +Pi<p’(Po) = 6, 

* 3 <A* U ) + o) + +p-j<p\p u ) = o. 

+ !/i AsO + *i A*») + PifM — o, 

A*o) + &A&) + *•/"(« o) + PiHjb) “ o, 

*3 rw + \h. /'(!/..) + */'(*») + pj(p 0 ) — o. 

Betrachtet man in dem ersten Systeme von drei Glei- 
chungen die Grossen tp'(x 0 ), , <p'(z H ) , <p'(j> 0 ) als die Un- 

bekannten, in dem zweiten Systeme die grossen / v (^„), f (y 0 ), 
f(z „), f{Pii) die Unbekannten, so sieht man, dass die 
beiden, die Verhiiltnisse der Unbekannten bestimmenden, Sy- 
steme Gleichungen sicli nur durch die Ausdrucksweise der 
Unbekannten von einander unterscheiden. Das erste System 
Gleichungen muss daher durch Auflosung dasselbe Verkiilt- 
niss der Unbekannten ergeben als das zweite. Das will sagen, 
dass sich ein Factor A 0 finden lassen muss der Gestalt, dass: 

A*o) + WOo). = 0, f(i/ 0 ) + A, ,<?'(!/„) = 0, . . . ' 

Da nun die Gleichungen (6) die Bedingungen ausdriicken 
fur ein System harmoniseher Pole der Oberilache f — 0 und 
zugleich der Oberilache tp = 0, so erkennt man in der Zu- 
riickfiihrung der Gleichungen (6) auf (5) den Beweis des 
Satzes : 

Weun vier Punkte im Baume ein System har- 
monischer Pole bilden fill - eine Oberfliiehe zweiter 
Orduuug uud filr nock eine Oberfliiehe derselbeu 
Ordnung, so siud die vier Punkte die Spitzen der 
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vier Kegel zweiter Ordnung, welche sich ilureli die 
SchnittcurvederbeidenOberflachenhindurchlegen 
lassen. 

Es giebt nur ein System harmonischer Pole fur zwei ge- 
gebene Oberfliichen zweiter Ordnung, weil durtli die Schnitt- 
curve der beiden Oberfliichen nur vier Kegel zweiter Ordnung 
gehen. Es giebt dahcr nur ein System harmonischer Polar- 
ebenen fiir zwei gegebene Oberfliichen zweiter Ordnung, ge- 
bildet aus den Seitenfliichen des Poltetraedcrs , dessen Ecken 
das den beiden Oberflachen gemeinschaftliche System harmo- 
nischer Pole bilden. 

Hiernacli ist das Problem der Spitzen der vier Kegel 
zweiter Ordnung, welche durch die Schnittcurve zweier Ober- 
fliichen zweiter Ordnung hindurchgehen , equivalent mit deiu 
Problem des beiden Oberfliichen gemeinsamen Systemes har- 
mouischer Pole. Wir konnen daher in dem Folgenden das 
letztere fiir das urspriingliche nehmen. 

Aus den zur Losung eines Problems aufgestellten Glei- 
chungen soil man inyner den mbglichst grossten Nutzen ziehen, 
wenn gleich die Folgerungen aus den Gleichungen nichts raehr 
zur 1/isung des Problems beitragen. Denn in der Regel sind 
die durch solche Nebenbetrachtungen gewonnenen Resultate 
fiir sich, aus dem Zusammenhange mit dem Hauptproblem 
gebracht, viel schwerer nachzuweisen. 

Wir kehren deshalb zu dem Systeme Gleichungen (3) zu- 
riick, welches, unter der Voraussetzung, dass A eine Wurzel 
der biquadratischeu Gleichung J = 0, die Coordinaten der 
Spitze des durch die Schnittcurve der Oberflachen f — 0 und 
(p = 0 gelegten Kegels zweiter Ordnung bestimmt. 

Eliminirt man aus je zwei Gleichungen dieses Systemes 
(3) die Grosse A, so erhiilt man die Gleichungen von 6 Ober- 
flachen zweiter Ordnung: 

f(x)tpX y) — r = 0 , f (x)<p(z) - f (. t)<p'(x ) = 0 , . . . . , 

welche sainmtlich durch die vier Spitzen der durch die Schnitt- 
curve der beiden Oberfliichen f = 0 und tp = 0 gelegten Kegel 
zweiter Ordnung hindurchgehen. Es ist daher: 
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(?) x = p«, ITWW — fO/M*)] 

+ jM/woo — /»9>'(*)i + — apm*)] 
f rfWW — /'(?>)<*>'(»] + iJ i; ,[r(i/)9>'(jO — f CpMiO] 
+ i>n[T(y)v'M — / y W9>'(y)] = 0 

die Gleichung einer Oberflache zweiter Ordnung * welche durcli 
die vier Kegelspitzen geht. Es ist dieses aber auch zugleich 
die allgemeinste Gleichung der Oberflachen zweiter Ordnung, 
welche durch dje vier Kegelspitzen gehen, weil sie die Ver- 
hiiltnisse von 6 willkurlichen Constanten p,i mit sich fiihrt. 
Denn diese Constanten lasseu sich noch so bestinimen, dass 
die Oberflache (7) iiberdies durch 5 gegebene Punkte hin- 
durchgeht, wodurch die'Obcrfliiche erst v.ollstiindig bestimmt ist. 

Wenn man die Gleichung (7) entwickelt, so nimmt sie 
die Gestalt an: 

(8) . . . x = V* + ol xy -f- «„ y 7 + =0. 

Die Ooefficienten e,i in dieser Gleichung genUgen vier 
linearen Bedingungsgleichungen , weil die Oberflache x = 0 
durch vier bestimmte Puukte, die vier Kegelspitzen, hindurch- 
geht. Von diesen vier Bedingungsgleichungen >verden wir 
vorlaufig nur eine entwickeln. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an die Relationen (9) 
der zehnten Vorlesung zwischen den Coordinaten eiues belie- 
bigen Punktes der Oberfliiche zweiter Ordnung f = 0 und den 
Coordinaten der Tangeutenebene in diesem Punkte: 

kfi x ) = «, i r(y) = v, i/» = w > if'(p) = r - 

Diese Relationen sind in grosserer Ausfiihrlichkeit unter 
Berucksichtigun^ von (1): 

«oa x + "»i» + a m z + «m P = « » 

«iu* +"11!/ + «n z + «nP = « , 

a n x -f a„y + a,,z + a n p = w , 

+ « 3 i y + «3 t 2 + P = r. 

Die Auflosung dieses Systemes Gleichungen giebt nach 
(12) der zehnten Vorlesung Gleichungen von dcr Form: 

±F'(u) = x , {F\v) = y , \F\w) = * , ±F'(r) =p, 
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welche, (lurch Multiplication befrcit von deni gemeinsanien 
Nenner A, sick also gestalten : 

y luu M + A )a v + A., (l w -f -1 r — Ax , 

■4ll M + -1 1 1 ® + -'K>| w + '■ — -t'/h 

A„u -f A n v + A t , w -f A n r - As , 

Ao 3 tt + J + A rl w -f- — Ap, 

iudem A x i — A*,, weil a,i — an, , uml F — 0 oder A . F — 0 
die Gleiehung der Oberfliiche zweiter Orduung in Ebeuen- 
coordinaten ist. 

Zwischen den Coeffkienten des ersten Systemes linearer 
Gleieliungen und den Coeffieienten ihrer Auflbsungen hat man 
bekanntlich die ilelationen: 

A = a Xil A x „ -)- (ly\A ltl -|- (I, A*! a *jA, 3 
0 = a x „Ai, -f- HxiAif -f- fix-jAi-, -f- . 

VVir drueken diese Ilelationen zweckniiissig in Worten 
also a us: 

, ,,Wenn man in der Entwiekelung der 1(1 AusdrOcke: 

i*r(x), h'jf( x ) > h>f \ x ) » 

ixf'(ij), \ sf{y) , \pt"(!l) , 

ixf"(s) , \yf{s), i zf(z) , i l>r(z), 

• 

„tilr die Producte: 

XX, X1J , IJtJ, 

Respective setzt: 

A 4 1 

•^uu > -“oi > - 1 n > > 

„so gehen dieselbeu tiber in: 

A, 0, 0, 0, 

0, A, 0, 0, 

0, 0, A, 0, 

0, 0, 0, A. 

Daraus folgt, dass das erste mit p nl niultiplicirte (Hied : 

t' {*)<?’ 0j) — /W(») 
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iu iler Gleichuag (7) dureli die gleiclie Veriliiderung verscliwin- 
det. Denn dieses mit deal Factor -J- multiplicirte Glied liisst 
sich ja so darstellea : 

K i xf(x) + \yf{. x ) + k.-i 't z t'( x ) + ^.ii hvl (*) 

— Ki x f(y) - K lyf'iy) - KA*fte) -KAvf'iv)- 

Aber es versehwindet dureli diese Veraaderuag aiebt bloss 
das erste Glied der Gleichuag (7), soadera auch jedes der 
Ubrigen 5 Glieder. Es versehwindet daher auch die gauze 
Function x dureli die geiianate Veriinderung. Ninunt ’man- 
nun statt der Function % ans (7) ihre Entwickelung (8), so 
ergiebt sich daraus die eiue von deu liaearen Bedingungs- 
gleichuagen zwischen den Coeffieienteu i„i: 

(9) Gl4l» + 2f 0 |^loi + f ll'4|l + — 

welcher alle Oberfluehen zweiter Ordaung % = G zu geaflgeu 
liaben , welche dureli das den beideu Oberfliichen zweiter Ord- 
nung /'== 0 uad <p = 0 geineinschaftliehe System harmoni- 
scher Pole liindurchgehen. 

Bemerkt "man nun , dass in die Gleichuag (9), da die 
Griissen A„i Functionen siad allein voa deu Coeffieienteu a„i, 
die Coeffieienteu lt„i gar nicht eingehen, so sieht man, dass 
jede beliebige der Qberflachen zweiter Ordaung q — 0 auf 
die Bedingungsgleiehuiig (9) keineu Eiatluss ausiibt. Die 
vier Puukte, dureli welche die Oberflache jr = 0 hiudureli- 
geht, bildeu daher unter der Bedmgung (9) nur ein System 
harmoaischer Pole der Obertliiehe f = 0. Diese Bemerkuug 
driieken wir als Satz aus wie folgt: 

Wean: _ 

«««** + 2e vi xij + £, , y 3 + . . . = 0 

die Gleichuag eiuer Oberflache zweiter Ordaung 
ist iu homogeuen Punktcoordiuatea uad: 

Ao*** + 2.4 ,, uv + A u v 2 + . . . = 0 

die Gleichuag einer zweiten Oberflache zweiter 
Ordauag in homogenen Ebenencoordiuaten , so ist: 

f uo'4„„ + Gi^ii +•••■=* 0 

die Bed inguugsg lei chung, dass die erste Oberflache 
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durch irgend ein System harmonischer Pole der 
zweiten Oberfliiche hiudurchgehe. 

Da wir in dem Folgeuden von diesem Satze vielfaltige 
Auwendungen zu machen haben werden, so fassen wir den- 
selben als eine Regel auf, der wir folgenden Ausdruck geben. 

W e n n 

*<X + ‘2e ol xy -f f,, if + • . • = 0 

die Gleiehung einer Oberfliiche zweiter Ordnung 
in Pun ktcoordin aten ist und: 

AX + 2Ai«» + AX + . . . = o 

die Gleiehung einer zweiten Oberflache zweiter 
Ordnung in Ebenencoordinaten, so erhiilt man die 
Bedingungsglei chung, dass die erste Oberflache 
durch irgend ein System harmonischer Pole der 
zweiten Oberflache hiudurchgehe, entweder, wenn 
man in der Punktcoordinatengleichung ftir die Pro- 
ducte der Variabeln: 

xx, xij, ijy, . . . 

respective die Coefficienten aus der Ebenencoor- 
di naten gleiehung setzt: 

Ao > Ai > Ai > • • • 

oder, wenn man in derEbenencoordinateugleichung 
fiir die Producte der Variabeln: 

hu , uv , vv , . . . . 

respective die Coefficienten aus der Punktcoordi- 
natengleichung setzt: 

*oo > *01 » *n i • • • • 

Der genannte Satz giebt die geometrische Bedeutung einer 
ganz allgemeinen linearen Bedingungsgleichung zwischen den 
Coefficienten in der, durch ihre Gleiehung in Punktcoordinaten 
gegebenen, Oberfliiche zweiter Ordnung % — 0. Durch ihu 
wird die analoge Frage fiir die Oberfliichen zweiter Ordnung 
beantwortet, welche wir im Anfange der fiinften Vorlesung 
fiir die Ebenen aufgeworfen und beantwortet haben. Die 
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Bedingungsgleichung, (lass eine Oberfliiche zweiter Ordnung 
durch einen gegebenen Punkt gehe , ist zwar auch eine lineare 
Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten in der Glei- 
chung der Oberfliiche, aber diese Bedingungsgleichung hat 
einen ganz speciellen Charakter. Denn sie enthalt nicht 
10 Constanten, sondern nur die 4 Coordinaten des gegebenen 
Punktes als Constanten. 

Sind zwei Oberfliichen zweiter Ordnung durch ihre Punkt- 
coordinatengleichungen 2 = 0 und f = 0 gegeben und man 
verlangt die Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten 
in diesen Gleichungen , welche erfilllt werden muss, wenn die 
erste Oberfliiche 2 — 0 durch irgend ein System harmonischer 
Pole der anderen Oberfliiche f = 0 hindurchgehen soli, so hat 
man die Oberfliiche f = 0 durch Ebenencoordinaten auszu- 
drflcken. Dieser Ausdruck ist nach (16) der zehnten Vorle- 
sung, in der Voraussetzuug, dass f — 0 die erste Gleichung 
(1) ist, folgender: 


a 0l) > 

«#l 1 

(, «1 t 

> 

11 

«I0 > 

rt ll J 

a rj > 

a t3 > 

V 

O'ZO, 

a i l > 

a 21 > 

t 

w 

a 30 > 

fl 31 > 

a 32 1 

fl 33 ) 

r 


v, 

w, 


0 


In dieser durch Ebenencoordinaten ausgedriickten Glei- 
chung der Oberfliiche f = 0 hat man filr : 

till, HVy VV , . 

respective zu setzen die Coefficienten aus der Gleichung 2 = 0: 

f 00> *01 J *11 1 • • • ) 

um che gesuchte Bedingungsgleichung (9) zu erlialten. 

Wir haben diese an sich einfacben Operationen zur Bil- 
dung der Gleichung (9) deshalb so weitliiufig auseinander ge- 
setzt, weil dieselben sich in dem Folgenden mehrmals wieder- 
holen werden in etwas eomplicirten Ausdriicken. 

-Von den vier linearen Bedingungsgleichungen zwischen 
den Coefficienten in der Gleichung der Oberfliiche zweiter Ord- 
nung 2 = 0, welche diese Coefficienten zu erfiillen haben, 
wenn die Oberfliiche durch das den beiden Oberfliichen zweiter 
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Ordnung f = 0 und rp — 0 gemeinsame System harmonischer 
Pole gchen soil, liaben wir bisher nur eine, die G lei cluing 

(9) , hervorgehoben. Wir werden jetzt alle vier Bedingungs- 
glcichungen aufstellen. 

Zu diescm Zweeke bcmcrkcn wir, dass die Gleichung: 

( 10 ) xf+l<p = 0 

mit ganz willkUrlich gewiiblten Werthen yon x und A eine 
Oberfliiehc zweitcr Ordnung darstellt, fur welclie das den beiden 
Oberfltichen f — 0 und <p — 0 gemeinsame System harmonischer 
Pole ebenfalls ein System harmonischer Pole ist. Die Obcr- 
fliiche (8), j; = 0, welche dureh das den geuannten beiden 
Oberfliichen f — 0 und <jp* = 0 gemeinsame System harmo- 
nischer Pole geht, geht also auch durch ein System harmo- 
nischer Pole der Oberfliiche (10). Die Bedingung, dass das 
Letztere zutreffe, erhalten wir nacli der vorliin angegebenen 
Hegel nuf folgende Art. Wir drtlcken die Oberfliiche (10) in 
Ebcnencoordinaten mis wie folgt: 


* "„n 

+ 

^ ho y 

Xff,„ 

+ 

Ah„.,.. 


+ 

^ fy)3 J 

u 

xa io 

+ 

^ ^ 10 ? 

*«.l 

+ 

Ah,j, . . 

• • *"|3 

+ 

^13 > 

V 

Xffj n 

+ 

A , 

* n i\ 

+ 

A b 2l , . . 

• . 7C ^23 

+ 

A ftj 3 , 

w 

*'h,n 

+ 

^ ho y 

xa M 

+ 

Aft.,, , . . 

• ■ X( hs 

+ 

^ ^33 ) 

r 

« » 



v, 



■ • 



0 


( 11 ) 


Wir cntwickeln den linken Theil dieser Gleichung der 
Oberfliiche (10) in Ebenencoordinaten nach Potenzen und Pro- 


( 12 ) 


der 

Variabel 

n n , 

r, 

r, 

indeui w 

ir setzen 


* 

+ M‘m> 

*«0I 

+ ^01 

1 > ‘ 


■ *«,I3 

+ ^ fyl3 J 


*<’ U> 

+ i 

Xrt,, 

-f Ali,, 

1 y • 


• X,, I3 

+ ^&I3> 

r 

xn n 

-(- A b Jn , 

X«,| 

+ Ahj 

1 > • 



+ 

w 


+ 

*«3I 

+ X ^31 J • 


• *» 33 

, + ^ * 33 ) 

r 

« j 


»'•> 




. r 


0 


= O mi «* 

■j - 2C„, «r 

+ 

C‘ 

> 7 + 




Setzen wir hierauf diese Entwickelung gleich 0, indcm 
wir nach der angegebenen Hegel die Potenzen und Product© 
der Yariabeln u-, uv, v 1 . . . respective veriindern in e„„, t ol , 
e n ... , so erhalten wir: 
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(13) t m C -f- 2f„, (J -|- £,, C n + =0, 

die Bedingung, (lass die Oberfliiche (8) £ = 0 (lurch ein Sy- 
stem harmonischer Pole der Oberfliiche (IQ) gche. • 

In dem weitern Verlauf unscrer begonnenen Untersuchimg 
werden wir vielfiiltig auf Gleichungen von der Form (13) ge- 
fiilirt werden. Wir wiihlen daher, weil und6 r ,„„— (7„,„ 

ist, die folgende kiirzere Darstellungswei.se dieser Gleichung: 

(14) £t,nnC' m , = 0. 

Die Oleichung (11) ist eine homogene in It Ocksicht auf x 
und A und vom dritten Grade. In der Entwickelung (12) 
wird daher auch jeder Coefficient C/ mn hoinogen vom dritten 
Grade sein von der Form: 


(15) . . 


= x’C. 0 + x-’Acr + xpc ::: + 


A 'Cl 


Denkt man sich diese Ausdriicke in die Gleichung (14) 
gesetzt und beachtet, dass diese Gleichung ftir alle Wert he 
von x und A erfiillt werden muss, so zerspaltet sich dieselbe 
in folgende vier Gleichungen: 


(16) 



-,n 1 1 

J m n 




^,00 1 
^■ / )n n 

pH\ 

h 



Dieses sind die vier gesuchten linearen Bedingungsglei- 
chimgeu zwischen den Coefficienten in der Gleichung der 
Oberfliiche = 0, welche erfiillt werden nnissen, wenn die 
Oberfliiche durch das den beiden Oberfliichen f — 0 mid <p — 0 
gemeinsame System harmonischer Pole gehen soil. 

Ein dicsem System von vier Gleichungen iiquivalentes 
System linearer Gleichungen wiirde man erhaltcn, wenn man 
die Bedingungen aufstellte, dass die Oberfliiche (8), % = G, 
durch jede einzelne Spitze der vier Kegel gehe, welche sich 
durch die Schnittcurve der beiden Oberfliichen f = 0 und 
(p = 0 legen lassen. Aber die Coordinaten dieser vier Kegcl- 
spitzen, die in die Bedinguugsgleiehungen eingelien, invol- 
viren noc-h, wie man geschen hat, die Wurzeln der bicpia- 
dratischen Gleichung z/ = 0, deren Kenntniss zur Aufstellung 
der Gleichmigen (16) nieht nothwendig ist. 

Wir werden jetzt die vier Bedingungsgleichungen auf- 
stelleu, welche die Coefficienten in der Gleichung der Ober- 
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flilche (8), % — 0, zu erfiillen haben, wenn dieselbe durcli das 
der ersten Oberfliiche (1), f = 0, und einer dritten Oberfliiclie 
zweiter Ordnung tp — 0: 

(17) ... ^ = c 0 -f- 2c ux ry + r,,y 5 -f- = 0 

gemeiusame System liarmonischer Pole gelien soil. 

Zu diesem Zwecke bilden wir die analoge Gleichuug (ll) ? 
indem wir in jener Gleichung filr die Buchstaben b und A die 
Buchstaben c und p setzen, und entwickeln den linken Theil 
der so gebildeten Gleichung nach Potenzen und l’roducten der 
Variubeln «, v, to, r wie folgt: 


*«(,0 

+ 


xa„ x 

+ 

f^Oll • • 

• ■ 

+ 

1*^03 > 

u 

X«l„ 

+ 


xt > it 

+ 

fie,,, . . 

■ • *«n 

+ 

l 1C t3 t 

V 

*«*> 

+ 

l l C 20 > 

*«!l 

+ 

ftCj,, . . 


+ 

#*C, a, 

w 

*«30 

+ 


*«3t 

+ 


. . Xfljj 

+ 


r 






. . 

• • *■> 



0 


- ir 00 u' + ‘2B- n ,»v + ir l y+ . . . 


Die der Gleichung (14) nachgebildete Gleichung, woraus 
sich schliesslich die vier Gleiehungen (16) ergaben, ist liier- 
uach folgende: 

(19) Jr„„==o. 

Beachten wir wieder, dass die Coefficieuten lf m „ in der 
Entwickelung (18) von der Form sind: 

(20) B’mn = * 3 Z?r + + p'Bl” , 


so ergeben sich aus der Gleichnng (19) die verlangten vier 
Bedingungsgleichungen : 

= 0 , U* V = 0 , 

“ ’ ’ ’ ’ ‘ = 0, Zt mn Bl\' = 0. 


Soli hiernach die Oberflache (8), x — 0, durcli das den 
Oberfliichen f = 0 und cp = 0 gemeinsame System harmoni- 
scher Pole geheu, also durch vier bestimmte Punkte, so iuiis- 
scn die Coefficieuten in der Gleichung der Oberflache % = 0 
den vier linearen Bedingungsgleichungen (16) genugen. Soil 
die Oberfliiche (8), % = 0, durch das den Oberfliichen / = 0 
und tp — 0 gemeinsame System liarmonischer Pole gehen , also 
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wieder durcli vier bestimuite Punkte, so mlissen die Coefli. 
cienten in der Gleichung der Oberfliiche % = 0 den vier li- 
nearen Bedingungsgleicbungen (21) geniigen. Soli endlich 
die Oberflacbe (8), % = 0, durcli bfcide Systeme harmonischer 
Pole der Oberflache f= 0, also durch 8 bestimmte Punkte 
geheu, so baben die Coefficienten in der Gleichung (8), % = 0, 
den 8 Gleichungen (16) und (21) zu gleicher Zeit zu geniigen. 

Man wird in dem Umstande, dass die Coefficienten in 
der Gleichung einer Oberfliiche zweiter Ordnung, welche durch 
8 gegebene Punkte geht, auch 8 linearen Bedingungsglei- 
chungen geniigen, nichts Ungewbhnliches erblicken. Urn so 
mehr muss es ilberraschen , wenn man sieht, wie in unserem 
Falle die 8 Bediugungsgleichungen (16) und (21) sich auf • 
nur 7 Bedingungsgleichungen reduciren , iudem die erste ( rlei- 
chung (16) mit der ersten Gleichung (21) zusammenfiillt. 

Denn getzt man x — 1 und A = g = 0, so wird aus (15) 
und (20): 


fr /t° ou D' 

v mu — v « n y ^ ni 


B 

I'm 


wiihrend (12) und (18) die Entwickelung eines und desselben 
Ausdruckes nach Potenzen und Producten der Variabeln u, v, 
to, r darstellen, namlich: 

+ 2C®; o «v + G™° + . . . und: 

+ + B^v 1 4- . . . 


Da aber diese Entwickelungen Glied fiir Glied iiberein- 
stiinmen miis^gi , so hat man: 


(22) 


»>0 0 0 ^,00 0 

n vjh n y 


wodurch eben der Beweis gefuhrt ist, dass die erste Gleichung 
(16) und die erste Gleichung (21) eine und dieselbe Gleichung 
sind. 

Es tritt uns hier nun das Paradoxon entgegen , dass die 
Coefficienten in der Gleichung der Oberflache (8), % = 0, nur 
7 linearen Bedingungsgleichungen (16) und (21) zu geniigen 
brauchen, damit die Oberflache durch 8 bestimmte Punkte 
gelie, namlich durch das den Oberfliichen f = 0 und <p = 0 
gemeinsame System harmonischer Pole und zugleich durch 
das den Oberfliichen f — 0 und ^ = 0 gemeinsame System 
harmonischer Pole. 

Hkkhk, analyt. Geomctriu d. Kaumw. 2. Aufl. 13 
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Dieses Paradoxon findet seine Erkliirung in deni in der 
neuuten Vorlesung aufgestellten Satze, „dass alle Oberfliiclien 
zweiter Ordnung, welche durch 7 gegebene Punkte gehen, 
auch durch einen durch diese 7 Punkte bestimmten achten 
Punkt gehen." Denn wenn die 8 Punkte, durch welche cine 
Oberfliiehe zweiter Ordnung hindurchgehen soli, im Itaume 
so gewiihlt sind, dass sich in ihneu drei Oberfliichen zweiter 
Ordnung schneiden , welche nicht durch dieselbe Schnittcurve 
gehen, so reduciren sich die 8 Bedingungsgleichungen auf 7. 
Dieses ist aber gerade unser Fall. Denn es gehen alle Ober- 
fliichen zweiter Ordnung, welche durch 7 Punkte aus den 
beiden Systemen harmonischer Pole gehen, auch durch den 
achten Punkt. 

Die beiden Systeme harmonischer Pole werden , wenn man 
die Oberfliiehe f— 0 als gegeben betrachtet, die Oberfliichen 
<p — 0 und ip — 0 aber als veriinderlich , irgend zwei Systeme 
harmonischer Pole der gegebenen Oberfliiehe f = 0 sein. Von 
ihneu gilt dasselbe, was wir von den beiden gemeinsamen 
Systemen harmonischer Pole auseinander gesetzt haben. Wir 
konnen daher dio vorausgegangenen Bemerkungen in doppel- 
ter Ausdrucksweise also wiedergeben: 

# x 
Irgend zwei Systeme harmonischer Pole einer 
Oberflache zweiter Ordnung bilden ein System von 
SPunkten, in welchen sich d rei Oberfliichen zwei- 
ter Ordnung schneiden, welche nicht durch dieselbe 
Scbnitteurve gehen. • 

Alle Oberfliichen zweiter Ordnung, welche durch 
7 Punkte aus zw ei Systemen harmonischer Pole einer 
Oberfliiehe zweiter Ordnung hindurchgehen, gehen 
auch durch den achten Punkt. 

Um auch die Umkehrung dieser Siitze zu rechtfertigen, 
stellen wir folgende Betrachtungen an: 

Wir bezeichneri mit 0, 1 , 2, ... 7 irgend 8 Punkte im 
Itaume und durch Beifiigung dieser 8 Zahlen als Indices der 
homogenen Coordinaten die Coordinate]! der 8 Punkte. Wir 
vertheilen die 8 Punkte in zwei Systeme von vier 4 Puukten 
<), 1, 2, 3 und 4, 5, 0, 7 und stellen, indem wiv unter ft 


* 
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und v irgernl zwei verschiedene von den Zahlen 4, 5, 6, 7 
verstelien, die 6 Bedingungen auf, welche zu erfiillen sind, 
wenn fiir eine Obertliiehe zweiter Ordnung f = 0 das zweite 
System von 4 Punkten ein System harmonischer Pole sein soil: 

( 23 ) . . . x M n*.) + y,r\ vr) + + p,s(jk) = o. 

Wir driicken ferner die G Bediilgungen aus , welche die Coeffi- 
cienten in der Gleichung derselben Obertliiehe f= 0 zu er- 
fiillen haben, wenn auch das erste System von 4 Punkten 
ein System harmonischer Pole sein soil: 

ZiTOj) + Uj'i'h) + + Pi/'tP?) = 0 , 

(24) . . . x t f (j'.|) + ?/, /”(//,) + sj'izi) + PiHPj) = 0 . 

^r(x 3 ) + y,f(y,) + f(* a ) + lhfiPi) = 0, 

^of(5) + .VoAtfl) + *of (*l) + Pnfilh) = 0 , 

(25) . . . x n f (x 2 ) + ?/„/'(>,) -f- z„f(e t ) + = 0 , 

x 0 r(x 3 ) +, %r(y s ) + zj\z 3 ) + Pu f(p 3 ) = o . 

Wenn die 8 Punkte ini Ilaume beliebig gegeben sind, 
so sieht man wohl , dass die 10, in die aufgestellten 12 Glei- 
chungen (23), (24), (25) linear und homogen eingehenden, 
Coefficienten aus der Gleichung der Obertliiehe f = 0 sich 
nicht so bestimmen lassen, dass alien dieseu Gleichungen 
zugleicli geniigt wird. Dagegen lassen sich die Verhiiltnisse 
der geuannten Coefficienten unzweideutig so bestimmen, dass 
den G Gleichungen (23) und zugleich den 3 Gleichungen (24) 
geniigt wird, welches auch die 7 Punkte 1, 2, ... 7 seien. 
Auf diese Weise ist die Obertliiehe f — 0 durch die 7 Punkte 
unzweideutig bestimint. Bestimmt man hierauf den Punkt 0 
als den Pol der durch 1, 2, 3 gelegten Ebene, niimlich so, 
dass seine Coordinaten den 3 in Riieksieht auf sie linearen 
Gleichungen (25) geniigen, so hat man 2 Systeme harmoni- 
sclier Pole der unzweideutig bestimmten Obertliiehe f— 0, 
von welchen die letzt geuannten Siitze gelten. Dieser Punkt 0 
ist deipnach der acbte Schnittpunkt von 3 Oberfliichen zweiter 
Ordnung, welche durch die 7 beliebig gegebenen Punkte 
1, 2, ... 7 hindurchgeheu , sich uber nicht in derselben Curve 
schneiden. Wir geben diese Bemerkungen in der Kiirze also 
wieder : 

Die 8 Schn ittpun k te dreier Oberfliichen zwei- 
ter Ordnung, welche ausser den 8 Punkten weiter 

13 * 
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keinen Punkt geraein liaben, bilden, in 2 Gruppen 
von 4 Punkten vertlieilt, 2 Systeme harmonise her 
Pole einer unzweideutig bestimmten Oberflache 
zweiter Ordnung. 

Da die Art der Vertheilung der 8 Sehnittpunkte der 
Oberfliicheu zweiter Ordnung willkfirlich bleibt, so entspricht 
jeder anderen Vertlieilungsart auch eine andere Oberflilche 
zweiter Ordnung. 

Eine unmittelbare Folge aus dem vorletzten Satze ist 
der Satz: 

Wenn eine Oberflache zweiter Ordnung durch 
ein System harmonisclier Pole einer gegebenen 
Oberflache zweiter Ordnung geht, so geht dieselbe 
Oberflache durch unendlichviele Systeme harmoni- 
scher Pole der gegebenen Oberflache. 

Denn nimmt man auf der Oberflache, welche durch ein 
System harmonisclier Pole einer gegebenen Oberflache geht, 
einen Punkt 0 beliebig an, construirt die Polarebene dieses 
Punktes rttcksichtlich der gegebenen Oberflache, nimmt hier- 
auf auf der Schnittcurve der Polarebene und der ersten Ober- 
flache einen zweiten Punkt 1 und construirt wieder die Polar- 
ebene riicksichtlich der gegebenen Oberflache, so schneiden 
die beiden Polarebenen und die erste Oberflilche sich in zwei 
Punkten 2 und 3. Die Punkle 0,1,2 bilden dann ein un- 
vollstandiges System liarmonischer Pole der gegebenen Ober- 
flache. Da aber die erste Oberflache der Annahme nach durch 
ein vollstilndige8 System harmonischer Pole der gegebenen Ober- 
flache geht, und da dieselbe Oberflache auch durch das ge- 
nannte unvollstandige System harmonischer Pole der gegebenen 
Oberflache geht, so geht sie auch durch den noch ttbrigen Pol. 

Von besonderem analytischen Interesse ist die lineare Be- 
sti.mmung der Coordinaten des achten Schnittpuuktes 0 von 
drei Oberfliicheu zweiter Ordnung durch die Coordinaten der 
tibrigen Sehnittpunkte 1, 2, ... 7. Denn setzt man die dnrch 
die Gleichungen (23) und (24) gegebenen Verhaltnisse der 
Ooefficienten aus der Gleichung der Oberflache /'= 0 in die 
3 Gleichungen (25), so enthalten diese, in ItUcksicht auf die 
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Coordinate!! des achten Schnittpunktes 0 linearen Gleichungen, 
nichts, als die Coordinaten der 8 Schnittpunkte. 

Schliesslich entwickeln wir die 4 Bedingungsgleichungen, 
welchen die Coefficienten in der Gleiehung der Oberflacke (8), 
X — 0, zu gentigen haben, wenn diese Oberfliiche durch das 
der zweiten Oberfliiche (1), <p = 0, und der Oberfliiche (17), 
ij> — 0, gemeinsame System harmonischer Pole gelien soli. 

Wir bilden zu diesem Zwecke die analoge Gleiehung (11), 
indem wir in jener Gleiehung fflr die Buchstaben a und x 
die Buchstaben c und g setzen, und entwickeln den liuken 
Theil der so veriinderten Gleiehung nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabeln it, v, tv, r wie folgt: 



+ 


r 00 1 

A ^oi 

+ 

#*Cbl 2 • • 


+ 

03 2 

u | 

A6,„ 

+ 

f* 

C I0 l 

A 

+ 

gc M , • • 

• • ^13 

+ 

#^132 

V 

A o 
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^20 y 

lb 7i 

+ 

ge,i , . . 

. . a?> 2 3 

+ 

f*C M , 

tv 

^30 
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c 3» 2 

A h 3 , 

+ 

gc 31 , .. 

• • ^33 

+ 

l 1 C 33 2 

r 





v, 



• - r t 



0 


• = A’ 00 u- + 2.4' 01 uv A',, v* -|- . . . . 

Alsdann hat man fur beliebige Werthe von A und g die 
der Gleiehung (14) entspreebende Bedingungsgleichung: 

(27) A' mn = 0. 

Da aber nach der Entwickelung (26) die Ausdriicke A' m , 
von der Form sind: 


.231 
*-m m ) 


(28) . . . A' m „ = A 3 XV + A 3 g XV -f A g 3 XV + g 3 X 

so zerfallt die Gleiehung (27) in die folgenden gcsuchten Be- 
dingungsgleichungen : 


(29) 


0 


£t mn XV = 0 , 


_ 0 


A s m H A m 

Afpni|d mB — 0 , A. l n 

Unter diesen 4 Bedingungsgleichungen befinden sieh 
zwei, welche wir bereits entwickelt haben. Denu setzt man 
A = 1 , x == g = 0, so wird nach (28) und (15) A',„ n = Am* 
und Cmn — Cmn, und da unter diesen Umstanden (26) und 
(12) die Entwickelungen desselben Ausdruckes darstellen, so 
hat man: 

(30) c;.v = a',,:: . 
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Ehenso tindet niuii, weun mnu die Entwickelungeu von 
(20) uml (IS) vergleieht in der Voraussetzuug, dass fi = 1 , 
x — A = 0, d.iss : 


( 31 ) 


I.2J* 


llieruach f'tilll die erste Gleichung (211) mit der letzten 
Gleichung (16) zusammeu und die letzte Gleichung (29) mit 
der letzten Gleichung (21), gleich wie die erste Gleichung 
(16) und die erste Gleichung (21) zusanimentielen. 

Die 12 linearen Bedingungsgleichungen, welche die Coeffi- 
cienten in der Gleichung der Oberflache zweiter Orduung (8), 
l = 0, zu erfiillen haben, wenn diese Oberflache durch die 
drei betrachteten Systeme harmonischer Pole gehen soli, re- 
duciren sicli also auf 9 Bedingungen , welchen unter alien 
Uiustandeu geuiigt werdeu kann; was wir als geoinelrischen 
Satz also ausdriicken : 


Durch die Hpitzen der 12 Kegel zweiter Ord- 
n u n g , w el c h e s i c h d u r ch dieSchnittcurveje z w e i e r 
von drei Oberflachen zweiter Orduung legen lassen, 
geht oine uuzweideutig bestinuute Oberflache z wel- 
ter Orduung hindurch. 


Wir legen auf diesen Satz besondcrs deshalb ein Gewicht, 

weil er lehrt, aus den Coeffieienten in den Gleiclmngen von 

irgeiul drei Oberlliichen zweiter Ordnung in symiuetrisclier 

W cisc die Coefficienten in der Gleichung einer unzweideutig 

bestiminten Oberlliiclie zweiter Ordnung zu bilden, die eine 

lcicht ausdriickbare geometrische Beziehung hat zu den ge- 

gebcnen ;$ Oberfliichon zweiter Ordnung. 

\ 

Es bedarf nicht der drei auseinandergesetzten Operationen, 
urn die 9 linearen Bedingungsgleichungen zwisehen den t'oeffi- 
cienten in der Gleichung der Oberfliiche (8), i = (I, herzu- 
lciten, wenn diese OBerHache durch die gcnanntcn 12 Kegel- 
spitzen gehen soli. Man kann diese drei Operationen in eine 
vereinigen. 

Zu dieseni Zwecke bemerken wir, dass die drei Aus- 
driicke (12), (18), (26) sicli durch folgeuden, allgemeineren, 
darstellen lassen : 
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Xa 0(l + M<iO + #*■ c 00 > ■ ■ • ■ x «|)3 + All,,., + P C (I3 > 11 

*«u> -f- Ali,„ -f fic,„ , *fl J3 + Afc n + ftc, 3 , i) 

(32)... x« J0 + + xa„ + A6 M + /tc J3 , w , 

xa 3 „ + A1/ :J „ -f ftc :l0 , *a 3 u+ *& 33 + pc.® , r ! 

I «i r , o\ 

weun man annimmt, dass eine von den drei Variabeln x, A, u, 
gleichviel welehe, gleieh 0 ist. Unter dieser Annahme er- 
halteu wir nun die gesucliten Bedingungsgleichungen, indem 
wir den angegebenen Ausdruck (32) nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabeln u, v, tv, r entwickeln, fiir ti 2 , uv, v 2 , . . . 
respective setzen r 0I , f n , . . ., den so geiinderten Aus- 
druck (32), der eine homogene Function der Variabeln x, X, u 
von der dritteu Orduung ist, nach Potenzen und Productcn 
dieser Variabeln entwickeln und die Coefficienten derselben 
in der Entwickelung einzeln gleieh 0 setzen, mit Ausnahme 
des zehnten Coefficienten, der mit dein Product xXfi multi- 
plicirt ist, welches unter jeder der obigen Annahmen ver 
schwindet. 

Was den Ausdruck (32) betrifft, so erinnern wir daran, 
dass er, gleieh 0 gesetzt, nichts auderes ist, als die Gleicliuug 
derjenigen Oberflache zweiter Orduung, welehe in Punktcoor- 
dinaten sicli so darstellt: 

xf -\- Xtp -|- ft <l' = 0. 

An diese allgemeinen Uetrachtungen schliessen sich die 
folgenden specicllen Untersuchungen an. 

In der Bestimmnng eines Systems von vier harmouischen 
Polen einer gegebenen Oberflache zweiter Orduung herrscht, 
wie wir gesehen haben, eine grosse Willkflr. Der erste Pol 0 
kann ganz willktlrlich genommen werden, der zweite 1 be- 
liebig auf der Polarebeue des ersten, der dritte 2 beliebig 
auf der Schnittlinie der Polarebenen der beiden ersten, wo- 
durch cndlich der vierte Pol 3 als der Schnittpunkt der Polar- 
ebenen der drei ersten Pole bestimmt ist. Wiihlt man den 
Mittelpunkt der gegebenen Oberflache als den ersten Pol, so 
fallen zwar die drei ubrigen 1, 2, 3 in das Unendliche, je- 
doch bleibeu die ltichtungslinien 01, 02, 03, in welchen die 
drei Pole von tie in Mittelpunkte aus gesehen werden. Die drei 
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Sehnen der Oberfliiche zweiter Ordnung, welche auf den ge- 
nannten Richtungslinien von der Oberfliiche begrenzt werden, 
nennt man conjugirte Durcbmesser der Oberflache zwei- 
ter Ordnung. 

Aueh die Bestimniung der Richtungen der conjugirten 
Durcbmesser einer Oberflache zweiter Ordnung enthiilt viol 
Willkiirliches. Denu man kann einen Durcbmesser beliebig 
durch den Mittelpunkt der Oberfliiche gehen lassen. Der 
zweite durch den Mittelpunkt gehende conjugirte Durchmesser 
wird beliebig gewahlt werden konnen in der Polarebene des 
auf dem ersten Durchmesser unendlich entfernten Punktes. 
Der dritte conjugirte Durchmesser ist dann die Schuittlinie 
der Polarebenen der beiden auf den zwei ersten Durchmesscrn 
unendlich entfernten l’unkte. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der conjugirten 
Durchmesser einer Oberfliiche zweiter Ordnung, dass die 
Sehnen der Oberflache zweiter Ordnung, welche 
dem einen Durchmesser parallel siud, halbirt wer- 
den durch die Ebene, welche durch die beiden an- 
deren conjugirten Durchmesser gelegt ist. Diese 
Eigenschaft der conjugirten Durchmesser ist eine unmittelbare 
Folge aus ihrer Definition und der aus der zelinten Vorlesung 
bekannten Eigenschaften des Poles und der Polarebene. Wir 
bezeichnen diese Eigenschaft als eine charakteristische, weil 
auch der umgekehrte Satz gilt: Wenii die Sehnen einer 
Oberflache zweiter Ordnung, welche parallel lau- 
fen cinem von droi Durchmessern der Oberflache 
zweiter Ordnung, durch die Ebene halbirt werden, 
welche durch die beiden anderen Durchmesser ge- 
legt ist, so sind die drei Durchmesser conjugirte 
Durchmesser. Denu der Mittelpunkt der Oberflache und 
die drei auf den Durchmessern in dem Unendlichen liegenden 
Punkte bilden ein System harmonischer Pole der Oberfliiche. 

Man nennt die conjugirten Durchmesser Hauptaxen 
der Oberfliiche zweiter Ordnung , wenn sie auf einander senk- 
recht stehen. Die Ilestimmung derselben wird den Gegen- 
staud der neuuzehnten Vorlesung bilden. 

Wenn zwei Systems harmonischer Pole 0, 1, 2, 3 und 
4, 5, 6, 7 einer Oberfliiche zweiter Ordnung gegebeu sind, so 
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weiss man, (lass jede Oberfliiche zweiter Ordnung, welche 
(lurch 7 von diesen Punkten hindurchgeht, auch dureli den 
achten Punkt geht. Lasst man die Punkte 0 und 4 zusammen- 
fallen, so bestimmen die 5 geraden Linien 01, 02, 03, 05, 06, 
als Kanten , einen Kegel zweiter Ordnung. Da dieser Kegel, 
eine Oberfliiche zweiter Ordnung, durch 7 von den genannten 
Punkten hindurchgeht, so geht er auch durch den achten 
Punkt, und die gerade Linie 07 ist mithin auch eine Kantc 
des Kegels. Man hat daher den Satz:_ 

Wenn von zwei Systemen harmonischer Pole 
einer und derselben Oberflache zweiter Ordnung 
ein Pol des einen Systemes mit einem Pole des an- 
deren Systemes zusammenfiillt, so liegen die von 
dem gemeinsamen Pole nach den 6 anderen Polen 
gezogenen geraden Linien auf einem Kegel zweiter 
Ordnung. 

Rilcken die beiden Punkte 0 und 4 in den Mittelpuukt 
der Oberflache, so werden die 6 geraden Linien 01, 02 , 03, 
05, 06, 07 zwei Systeme conjugirter Durchmesser der Ober- 
flache, und man hat den Satz: 

Irg end zwei Systeme conjugirter Durchmesser 
einer Oberflache zweiter Ordnung sind 6 Kanten 
eines Kegels zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnuug (lurch ein 
System conjugirter Durchmesser einer Oberflache 
zweiter Ordnung geht, so geht er durch unendlich 
viele Systeme conjugirter Durchmesser der Ober- 
fliiche. 

Denn man kann jede h'ante des Kegels als Durchmesser 
eines zweiten Systemes conjugirter Durchmesser betrachten. 
Die beiden anderen Durchmesser des Systemes, welche auf 
dem Kegel liegen, werden dadurch bestimmt sein. 

Die um den Coordinatenanfangspunkt mit beliebigem Ra- 
dius beschriebene Kugel ist, wie aus der Gleichung derselben 
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ersiclitlicli , eiue Oberflache zweiter Ordnung. Jeile ilrei durch 
den Mittelpunkt gelegto und auf einander seukrecht stehende 
gerade Linien sind naeh dem Vorhergehenden conjugirte 
Durclmiesser der Kugel, und von zwei solchen Systemen con- 
jugirter Durchmesser gilt der Satz: 

Zwei Systeme von drei aus demselben Punkte 
ausgelienden geraden Linien, welche auf einander 
seukrecht stelien, sind 6 Kan ten eines Kegels zwei- 
ter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Weuu ein Kegel zweiter Ordnuug auf seiner 
Oberfliiche drei auf einander seukrecht stehende 
Kanten hat, so hat er unendlich viele Systeme von 
drei auf einander senkrecht steheuden Kanten. 

Denn man kann jede beliebige Kante des Kegels als 
einem solchen Systeme zugehorig betrachten. 

Da eine gerade Linie eiue Oberfliiche zweiter Ordnung 
in zwei Punkten schneidet, und eine Ebene dieselbe Ober- 
lliiche in einem Kegelschnitt schneidet, so muss auch eine 
gerade Linie, welche in der Ebene des Kegelschnittes liegt, 
deusclben in zwei Punkten schneiden. Zwei Punkte in der 
Ebene des Kegelschnittes, deren Verbindungslinie den Kegel- 
- schnitt in harmonischen Punkten schneidet, sind har mo- 
il is che Pole des Kegelschnittes. Drei Punkte, von welcheu 
je zwei . harmonische Pole des Kegelschnittes sind, bilden ein 
System harmonischer Pole des Kegelschnittes. 

Dieses vorausgesetzt, kehren wir zu der beschriebenen 
ltaumfigur zuriick. Wir hatten eine Oberfliiche zweiter Ord- 
nung und irgend zwei Systeme harmonischer Pole 0, 1, 2, 3 
und 4, 5, 6, 7, von welchen die Pole 0 und 4 in eineu Punkt 
04 zusammenfielen , mithin auch die Ebenen 12 3 und 50 7 
in eine Ebene E. Diese Ebene E schneidet die Oberfliiche 
in einem Kegelschnitt, in fttlcksicht auf welchen die Punkte 
1, 2, 3 ein System harmonischer Pole, die Punkte 5, 6, 7 ein 
zweites System harmonischer Pole bilden. Wir hatten ferner 
einen Kegel zweiter Ordnung, der durch die genannten beiden 
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Systeme ging, und (lessen ESpitze in dem gemeinsamen Punkte 
04 lag. Dieser Kegel wird von der Ebene E wieder in eineui 
Kegelsehnitt -geschuitten, der dureh die beiden Systome har- 
ruonischer Pole dcs Kegelschnittes geht. 

Sieht man ab von der Raumfigur und driickt die besckric 
bene Figur in der Ebene E durch Worte aus, so hat man 
den Satz: 

Dureh irgend zwei Systeme harmoniseher Pole 
eines Kegelschnittes liisst sick wieder ein Ivegel- 
sehuitt legeu. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegelsehnitt dureh ein System liar- 
mouischer Pole eines gegebeneu Kegelschnittes 
geht, so geht er dureh unendlicli viele Systeme 
harmoniseher Pole des gegebenen Kegelschnittes. 

Man kann den vorletzten Satz aucli umkehren, wodurch 
er die Gestalt erhiilt : 

Irgend 6 Punkte eines Kegelschnittes, in zwei 
Gruppen von drei Puuktcn zertheilt, bilden zwei 
Systeme harmoniseher Pole eines bestimmten Kegel- 
schnittes'. 

Auf die weitere Begrttndung dieses Satzes gehen wir 
jedoch nieht ein. 

Werfen wir schlicsslich eineu lttickblick auf das am Au- 
faiige der Vorlesung behandelte Problem „die Spitzen der 
vier Kegel zu bestimmen , welclie durch die Schnittcurve 
zweier gegebeueu Obcrflachen zweiter Orduung, f = 0 und 
<p = 0, bindiirchgehen", so sehen wir, dass dasselbe sich rein 
algebraiseh auffassen liisst. Das algebraische Problem lautet 
also: 

Die liuearen Sn bstitutionon: 

x = ur 0 X -f- a?, Y -)- r., Z -f- x, V , 

V — Ui> -X + Hi Y -f- ’J 2 Z + ?/ 3 P , 

s — -j- z,Y + s-i Z -f- z 3 P , 

V = 1>0 X -f P, Y -f p 2 Z 4- p 3 P, 
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so zu bestinimen, dass zwei gegebene, bomogenc 
Functionen f und <p der Variabeln x,y,z,p von der 
zweiten Ordnung durch die Substituticuien trans- 
formirt werden in die Form: 

f = + PiY 2 + ViZ 1 + PsP 1 , 

<P = V t) X 2 v l Y 2 + V 5 Z 4" v 3 P 1 ■ 

Denn macbt man die angegebeuen Substitutionen in den ge- 
gebenen Functionen f und <p und liisst die Coefficienten der 
Producte der neuen Variabeln versekwinden, so erhalt man 
gerade die 12 Gleichungen (6), welcke die Coordinaten der 
vier Kegelspitzen bestimmen. Daraus ergiebt sich die geo- 
metrische Bedeutung der Coefficienten in den angegebeuen 
Substitutionen des vorgelegten algebraischen Problemes. Sie 
stellen uamlich die homogenen Coordinaten der Spitzen der 
vier Kegel dar, welehe sich durch die Schnittcurve der beiden 
Oberfliichen zweiter Ordnung /’ = 0 und <p = 0 kindurch- 
legeu lassen. 

Wir begnflgen uns an dieser Stelle, den Zusammenkang 
des algebraischen Problems mit dem entsprechenden geometri- 
schen Probleme dargelegt zu haben als Einleitung in die 
zwanzigste Vorlesung, in welcker das erweiterte algebraische 
Problem ausfuhrlicher wird behandelt werden. 


Siebenzehnte Vorlesung. 

Grenzflachen zweiter Ordnung, welehe acht 
beliebig gegebene Ebenen beruhren. 

Acht Tangentenebenen bestimmen eine Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung nicht vollstiindig. Es seien daher: 

(11 F + 2 Ai«« ; + Ai t,2 + ... = 0-, 

} ' ‘ ' , a> = + 2Ii 0l uv + B n V* + . . . = 0 

die homogenen Gleichungen zweier gegebeneu Oberfliichen 
zweiter Ordnung, welehe 8 gegebene Ebenen beruhren. Unter 
dieser Voraussetzung stellt die Gleic-hung: 
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(2) F+ A<X> =0 

mit dem willkiirlichen Factor X alle Oberfliichen zweiter Ord- 
nung dar, welche die 8 gegebenen Ebenen beriihren, oder, 
um einen anderen Ausdruck zu brauchen, welche die den 
gegebenen beiden Oberfliichen gemeinsaraen Tangentenebenen 
beriihren. 

Unter den Oberflachen (2) wird wenigstens eine Grenz- 
fliiche zu finden sein, weil der unbestimmte Factor X aicli 
immer so bestiramen liisst, dass der in (4) der ftinfzehnten , 
Vorlesung entwickelten einzigen Bedingung fiir die Grenz- 
flache Geniige geschieht. Das heisst, es giebt wenigstens 
einen Kegelschnitt, welcher von 8 beliebig gegebenen Ebenen 
berilhrt wird. 

Um die Anzahl der verschiedenen Grenzflachen (2) zu 
bestimmen, nehmen wir an, dass der Factor X in jener Glei- 
chung der Grenzfliiche entspreche, und dass «, v, to, r die 
Coordinaten der Ebene der Grenzfliiche seien. In dieser Vor- 
aussetzung hat man nach (3) der fUnfzehnten Vorlesung: 
F\u) + Xd>\u) = 0, 

/(i-v F'(v) -f- X — 0, 

F(») -f = 0, 

+ W(r) = 0 , 

woraus sich durch Elimination der Coordinaten ergiebt: 

| 4|0 + > All + I • • • • A 3 + 

(4) V 7 = I An + Ai + *-®n > • • • • As + _q 

Ao -f- XB W , Ai -f- XB n , . . . . A 33 -}- XB 3 3 

\ A» “1“ ^-®30 ’ Al *4" ^-®31 > • • • • A|3 “I” ^-®33 

Diese Gleicliung ist eine biquadratische in A. Daher hat 
man den Satz: 

Es giebt vier Grenzfliichen zweiter Ordnung, 
svelche alle, zweien gegebenen Oberflachen zweiter 
Ordnunggemeinsa men, Tangentenebenen beriihren; 

oder mit anderen Worten: 

Es giebt vier Kegelschnitte, welche von 8 be- 
liebig gegebenen Ebenen beriihrt werden. 
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Bezeichnet man mit A |p , A,, A.,, A., die vier Wurzeln der 
biquadratdschon Gleiehung (4), mit 0, 1, 2, 3 die Ebenen der 
vier Grenziiiichen und durch Beifiigung der Indices 0, 1, 2, 3 
an die Variabelu respective die Coordinaten der Ebenen der 
vier Grenzfliichen.. so ergeben sieh auf dem in der vorlier- 
gehenden Vorlesung eingescblagenen Wege die Gleichungen: 

^ ««. ® '(«») + & '(»«) 4 »* * '(«'’») + »'m '(»n) = 0 , 

u,„F\u m ) 4 v m F'(v») + w m F'(tc„) -j- r m F’(r n ) = 0, 

in welchen m und n irgend zwei verschiedene von den Zah- 
len 0, 1,2,3 bedeuten, und daraus endlich: 

M m { I \u x ) 4 Ad) («„) J 4 v m { -^'( (: «) 4 Ad» (t’n) } 

4 *0 m { 1' ( m ’pi) 4 Ad) (ic„) } 4 )’m { i‘ ()’») 4 Ad* (r„) } = 0, 

welclie Gleiehung folgende geometrische Deutung zulasst: 

Es giebt vier Grenzfliichen zweiter Ordnung, 
welche 8 gegebene Ebenen beriihren. Die Ebenen 
dieser vier Grenzfliichen bilden ein System liarino- 
nischer Polareberien jeder Oberfliiche zweiter Ord- 
nung, welche die 8 gegcbenen Ebenen beriihrt. 

Da die vier l’unkte, in welchen sich je drei Ebenen aus 
cinem Systeme harmonischer Polarebenen schneiden, ein 
System harmonischer Pole bilden, so schneiden sich je drei 
Ebenen der vier Grenzfliichen in vier Punkten , die ein System 
harmonischer Pole fiir alle jene Oberfliichen zweiter Ordnung 
bilden. Diese Bemerkung, zusammengehalten mit den Re- 
sultaten der vorhergehendcn Vorlesung, giebt den Satz: 

Das zweion gegebenen -Oberfliichen zweiter 
Ordnung gemeinsame System harmonischer Pole 
ist nicht allein ein System harmonischer Pole fflr 
jede Oberfliiche zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnittcurve der beiden gegebenen Oberfliichen 
hindurekgeht, sondern auch fUr jede Oberfliiche 
zweiter Ordnung, welche alle gemeinsamen Tan- 
gentenebenen der gegebenen beiden Oberflachen 
beriihrt. Die vier Ebenen, welche je drei harrno- 
nische Pole des Systemes verbinden, sind die 
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Ebenen tier vier Grenzflacken zweiter Ordnung, 
welche die gemeinsamcii Tangentenebenen der ge- 
gebenen beiden Oberfliichen beriihren. 

Eliminirt man aus je zwei Gleichungeu (3) den Factor A, 
so erhiilt man die Gleichungeu von seclis Oberfliichen zwei- 
ter Ordnung, welche das den gegebenen beiden Oberfliichen 
gemeinsame System harmonischer Polarebenen beriihren. Oom- 
ponirt man aus diesen Gleichungen die Gleicliung: 

(6) X = q nl {F'(u) <D'(v) — F'(v)<Z>'(u)} 

+ 

+ (?23 { F '( W ) ®'(t) ~ F X r ) ®'( W ) t = 0 
mit den sechs willkiirlichen Constanten q mH , so stellt diese 
Gleichung in Ebenencoordinaten eine jede Oberfliiche zweiter 
Ordnung dar, welche das genannte System harmonischer Polar- 
ebenen beriihrt. 

Zwischen den Coefficienten in der Entwickelung dieser 
Gleichung : 

(7) . . . X = .E on u 5 + 2 E ol uv -\- E , , v 7 -f- = 0 

linden vier lineare Bedingungsgleichungen statt, von welchen 
wir eine besonders hervorheben, aus der die iibrigen ohne 
Schwierigkeit hervorgehen. 

Um die Gleichung der Oberfliiche F — 0 in Punktcoor- 
dinaten zu iibertragen, hat man nach den Vorsehriften der 
zehnten Vorlesung bekanntlich die linearen Gleichungen auf- 
zuliisen : 

2 F'(u) = X , i F\v) = y, i F\w) = e, $ F\r) = p , 

welche in dem vorliegenden Falle, wo die Function F durch 
(1) gegeben ist, sich also gestalten: 

A, m u -(- A „ j v -f- A, n w -)- A, a r = x , 

A tl ,u -f- A u v -f- A ri w -j- A l3 r — y , 

A w u -f- A. n v -f- A-j.pc -f- A n r — a , 

A m h -f- A :n v + A 3 ,tv + A 33 r ■=;). 

Die Auflbsungen dieser Gleichungen von der Form: 

j r (•'■) = « , ir (?/) = «■ i iro) = ir (p ) = »• 
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befreit von dem gemeinsamen Nenner a, seien: 

«oo* + «0. !/ + a n z + o„j p = au , 

«io* + «ny + a i2* + «tsP = av , 
n w r + a n y + a n z + a 23 p = aw , 

+ «ai?/ + a zi s + «3iP = ar , 

imlem f = 0 oder af = 0 die Gleichung der OberHiiche ist 
in Punktcoordinaten. Alsdann hat man r.wischen den 10 (Joef- 
iicienten A ti und den 10 Coefficienten <i,i die Iielationen: 

a = AboUxq -f- -4*10,1 -|- -4*xa*g -(- zl,sa*:i , 

0 = A m a -(- A„i an -)- -4*2 an -f- -4*3 0*3 , 
welclie wir in Worten also ausdrficken: 

,,Wenn man in der Entwickelung der 16 Ausdriicke: 


, 

ivF’(H), 

±icF\u) , 

i>-F'(u) , 


\vF\v) , 

±wF\v) , 

ivF' («), 


\rF\ir), 

i toF\w ), 

irF'(w), 

i« F'(r) , 

i« >F\r), 

i[WF\r), 

i rF'(r), 

„fiir die Producte: 





uu, uv } 

vv , . . . 


„respective setzt: 





«oo i a oi y 

a,, , . . . 


„so gehen dieselben fiber in : 




a, 0, 

0, 0, 



0, a, 

0, 0, 



0 , 0 , 

a, 0, 



0, 0, 

0, a“ 



Daraus folgt, dass das erste mit q ol multiplicirte Glied: 
F\u) <P'(v) — F‘(v) <Z>'(u) 

in der Gleichung (6) durch die gleiche Veranderung verschwin- 
det. Aber es verschwindet durch diese Veranderung ebenso 
jedes Glied der Gleichung (6) und es wird auch die Gleichung 

(7) nach der genannteu Veranderung erftlllt. 

Es ist daher: 

(8) £Em n a uu = 0 
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eine von den Bedingungsgleichungen , die erffillt werden miis- 
sen, wenn die Oberfliiehe (7), X = 0, das den beiden Ober- 
fliichen (1) F — 0 und 0=0 gemeinsame System harmo- 
nischer Polarebeneu beriihren soil. 

Da dicse Gleichung unabhangig ist von der Natur der 
Oberfliiehe 0 = 0, weil die Coefficienten aus der Gleichung 
der Oberfliiehe nicht in sie eingehen, so hat man zu ihrer 
Bildung folgende Regel: 

Wenn : 

#oo« J + 2 F in uv + E,,v 2 -f = 0 

die Gleichung einer Oberfliiehe zweiter Ordnung 
in Eben encoordinaten ist und: 

«oo* J + 2 0,1 *y + «m y 2 + — = 0 
die Gleichung einer zweiten Oberfliiehe in Punkt- 
eoordinaten, so erhalt man die Bedingungsglei- 
ehuug, dass die erste Oberfliiehe irgend eiu System 
harmonischer Polarebeneu der zweiten Oberfliiehe 
berflhrt, entweder, indem man in der Ebenencoor- 
diuatengleiehung fur die Producte der Variabeln: 
«n , uv , vv , . . . 

respective die Coefficienten aus der Punkteoordi- 
natenglei chu ng setzt: 

rt oo > a oi > a u > • • • 

oder wenn man in der Punktcoordinatengleichung 
fiir die Producte der Variabeln: 

xx, xy , yy , . . . 

respective die Coefficienten aus der Ebenencoor- 
dinatengleichung setzt: 

#o# > #oi > #u > ■ • • 

Aus dem Vergleich dieser Regel rait der entsprechenden 
der vorhergehenden Vorlesung oder der geometrischen Be- 
deutung der' Gleichung (8) mit (9) der vorhergehenden Vor- 
lesung geht folgender Satz hervor: 

Wenn eine Oberfliiehe zweiter Ordnung durch 
irgend ein System harmonischer Pole einer zweiten 

Hkshe, ati«lyt. (iootnetr. d. Kaumea. 2. Aufl. 14 
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Oberfliiche zweiter Ordnung hindurchgeht, so be- 
riihrt die erste Oberfliiche ein System harmonischer 
Polarebenen der zweiten Oberfliiche. 

Um aus der angegebeuen Kegel die vier linearen Bc- 
diugungsgleichungen abzuleiten , welche die Coefficienteii in 
der Gleichung (7), X — 0, zu erfullen haben, wenn die durcli 
sie dargestellte Oberfliiche das den beiden Oberfliichen F = 0 
und <5 = 0 gemeinsame System harmonischer Polarebenen 
beriihren soli, bemerkeh wir, dass, welches auch die Werthe 
von x und A seien, die Gleichung: 

xF+ A<2> = 0 


eine Oberfliiche zweiter Ordnung darstellt, welcher jenes Sy- 
stem harmonischer Polarebenen ebenfalls zugehort. 

Drucken wir daher diese Oberfliiche durcli ihre Gleichung 
in Punktcoordinaten aus, wie folgt: 


(9) . . 


“I - A£ 00 » 
*■^■10 “ I " ^,0 ) 
x 4" ^ -®jo » 

X -^30 4" ^ ^3U > 


X, 


• • x -^03 4” ^ -B<>3 1 X 

• • X ^I3 4- *1*13, V 

. . xA n 4~ e 

• • x -^33 4" ^ ^33 ) V 

■ ■ - 0 


und setzen in der Entwickelung nach Potenzen und Producten 
der variabeln Coordinaten fiir: 


xx, xy, yy , . . . . 
respective: E w , E nl , E U) 

so erhalten wir eine Gleichung, welche fiir beliebige Werthe 
der Variabeln x und A Statt findet. Da diese Gleichung aber 
homogen und vom dritten Grade ist, so zerfallt sie in die 
gesuchten vier Bedingungsgleichungen , indem die Coefficien- 
tcn der vier Potenzen und Productc der Variabeln emzeln 
verschwinden. 

Die vier Bedingungen, dass die Oberfliiche (7), X = 0, das 
den beiden Oberfliichen zweiter Ordnung F = 0- und V = 0: 

(10) ... w= c ao u 2 4- 2c ;, uv 4- c,y 4- . . . . = 0 

gemeinsame System harmonischer Polarebenen beriihre, er- 
halten wir demnach auf gleiche Weise aus der dadurch ver- 
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underteu Gleichung (9) , dass man fur den Buehstaben B den 
Buchstaben C setzt. Da jedoch durch diese Veranderung der 
Coefficient von x 3 in jener Gleichung ungeiindert bleibt, so 
sieht man, dass von den vier neuen Bedingungsgleichungen 
eine mit einer der vier vorhin erwiilmten zusammenfallt, dass 
also die 8 Bedingungen , welche die Oberfliiche (7), X — 0, zu 
erfiillen hat , wenn dieselbe sowohl das den Oberflachen F— 0 
und <f> = 0, als auch das den Oberflachen F — 0 und V = 0 
gemeiusame System harmonischer Polarebenen beruhren soil, 
sich auf nur 7 Bedingungen reduciren. 

Das Paradoxon, dass in dem vorliegenden Falle 7 Be- 
dingungen hinreichen , dam it eine Oberfliiche zweiter Ordnung 
8 bestimmte Ebenen berQlire, findet seine Erklarung in dem 
Satze der elften Vorlesung „dass alle Oberflachen zweiter 
Ordnung, welche 7 Ebenen beruhren, auch noch eine durch 
diese 7 Ebenen bestimmte achte Ebene beriihren." Aus die- 
ser Erklarung schbpfen wir zugleich den Satz, der sich auch 
nach dem in der zwolften Vorlesung entwickelten Princip der 
Iieeiprocitiit aus dem entspreclienden Satze der vorhergehen- 
den Vorlesung leicht ableiten liisst: 

Alle Oberfliichen zweiter Ordnung, welche 7 
Ebenen aus zwei Systemen harmonischer Polarebe- 
nen einer und derselben Oberfliiche zweiter Ord- 
uung beriihren, beruhren auch die achte Ebene. 

Der umgekehrte Satz findet gleichfalls Statt: 

Acht Ebenen, welche drei Oberfliichen zweiter 
Ordnung beruhren, die von keinen Ebenen ausser 
diesen gemeinsam beruhrt werden, in zwei Grup- 
pen von vier Ebenen zertlieilt, bilden zwei Systeme 
harmonischer Polarebenen einer unzweideutig be- 
stimmteu Oberfliiche zweiter Ordnung. 

Denn stellt man die 19- Bedingungen auf, dass 8 Ebenen, 
in zwei Gruppen von 4 Ebenen, 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 zer- 
theilt, zwei Systeme harmonischer Polarebenen einer und der- 
selben Oberfliiche zweiter Ordnung bilden , und betrachtet die 
Coordinaten der 7 Ebenen 1, 2 . . . 7 als gegeben, dagegen 

14 * 
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die Coefficienten in tier Gleicliung dor Oberfliiche und die 
Coordinaten der Ebene - 0 ala gesuclit, so hat man 9 lineare 
nnd homogene Gleiclmngen zwischen den Coefficienten, wo- 
(lurch sich die Verhiiltnisse dcrselben unzweideutig bestimmen, 
und, nachdem diese bestimmt sind, noc.li 3 lineare homogene 
Gieichungen zwischen den Ooordinaten der Ebene 0. Diese 
letzteren bestimmen auf lineare Weise die Ooordinaten der 
achten Ebene 0, welche init den drei anderen Ebenen 1, 2, 3 
das zweite System harmonisclier Polarebenen der Oberfliiche 
bildet, oder mit anderen Worteii, sie bestimmen die Coordi- 
naten der achten Ebene 0, welche alle Oberfliichen zweiter 
Ordnung bertthrt, welche die 7 gegebenen Ebenen berQliren. 

Aus dem vorletzten Satze folgt ferner der Satz, dessen 
reciproker in der vorhergehenden Vorlesung bereits entwickelt 
worden ist: 

Wenn cine Oberflache zweiter Ordnung ein Sy- 
stem harmonischer Polarebenen einer gegebenen 
Oberfliiche zweiter Ordnung beriihrt, so berflhrt 
sie zugleich unendlich vieleSysteme harmonischer 
Polarebenen der gegebenen Oberfliiclie. 

Wenn drei Oberfliichen zweitor Ordnung (1) und (10): 
F = 0, rp = 0, W — 0, gegeben sind , so sind mit ihnen zn- 
gleich auch drei Systeme harmonischer Polarebenen gegeben, 
von welchen jedes cinem Oberflachcnpaare zugehort. Von den 
12 linearen Bedingungsgleichungen , welche die Coefficienten 
in der Gleichung der Oberfliiche (7), X = 0, zu erfiillen haben, 
wenn diese Oberflache jene drei Systeme harmonischer Polar- 
ebenen gleichzeitig beriihren soil, fallen nach dem Vorher- 
gehenden drei fort, weil sie doppelt vorkommen. Es reduciren 
sich demnach die 12 Bedingungsgleichungen auf 9, welchen 
die Coefficienten in der Gleichung (7), X = 0, immer eindcu- 
tig geniigen konnen. Man hat daher den Satz: 

Drei Systeme harmoniseher Polarebenen, von 
welchen jedes zweien von drei gegebenen Oberflii- 
chen zweiter Ordnung gemeinsam ist, werden von 
einer unzweideutig bestimmt en Oberfliiche zweiter 
Ordnung berQhrt. 
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Die 9 verschiedenen Bedingungen zwischen den Ooeffi- 
cieuten in der Gleichung der Oberflache (7), X = 0, dass 
diese Oberfliiehe die drei Systeine harmonischer Polarebenen 
je zweier der drei gegebenea Oberfliichen F — 0, == 0, 

! / f = 0 beriihre , ergeben sich anf einfache Art aus folgen- 
der Betrachtung. 

Es stellt unter der Voraussetzung, dass eine von den 
drei variabeln Grossen x, A, g gleich 0 sei, die Gleichung: 

xF+ JL<P + ft W=0 

eine Oberflache zweiter Ordnung dar, welcher irgend eines 
von den drei Systemen harmouischer Polarebenen zugehort. 

Uni die Bedingung auszudriicken , dass die Oberfliiehe (7), 
X=0, durch cin System harmouischer Polarebenen jener Ober- 
fliichc hindurchgehe, iibertragen wir jene Gleichung in Punkt- 
coordinateu wie folgt: 


xAo + ^oo + PQio, • • • + + * 

X '4 I0 +^F t0 -l-/iC l0 , . . . *A n -\-XB u -\-y,C n , y 
(11) xA. 2t -\-XB w -\-y.C w , . . . xA 23 -\-KB n -\-pG n , e 

j x Ao + *-#30 +1*^30 ; • • • X ^33 + ^-®33+f t C;l3> P 

X, . . . 1> , 0 


= o. 


entwickeln diese Gleichung nach Potenzen uml Producten der 
variabeln Coordinaten und setzen nach der zuletzt angege- 
benen Regel fAr: 

xx, xy , yy , . 

respective: E w , E ol , E u , . . . . 

Die auf diese Weise geanderte Gleichung (11) ist homo- 
gen und von der dritten Ordnung in Itiicksicht auf die varia- 
beln Grossen x, A, ft. Da dieselbe nun fur beliebige Werthe 
jener variabeln Grossen, unter der Voraussetzung, dass eine, 
gleich viel welche, gleich 0 ist, erfullt werden muss, wenn 
die Oberfliiehe X = 0 jene drei Systeme harmouischer Polar- 
ebenen berahrt, so milsaen von den 10 Coefficienten in der 
Entwickelung der Gleichung nach Potenzen und Producten 
der variabeln Grossen alle verschwinden mit Ausnahme des 
zehnten Coefficienten, der mit dem Product x A ft multiplicirt 
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ist, welcher nicht zu verschwinden braucht, weil eben das 
Product selbst versehwindet. 

Man erhalt also die gesucbten 9 Bedingungen, wonn man 
jone 9 Cocfficienteu in der Entwickelung der auf die ange- 
gebene Weise geiinderten Gleicbung (11) einzeln gleieli 0 
setzt. 

Um aus den vorgetragenen allgemeinen Siitzcn specielle 
Folgerungen filr die Ebene zu machen, schicken wir einige 
Definitionen und Satze aus der Geometrie in der Ebene voraus. 

Wenn, wie bekannt, der geometrische Ort des, einem 
gegebenen Punkte zugeordneten , harmonischen Poles einer 
Oberflache zweiter Ordnung die Polarebene dieses l’unktes ist, 
und man legt irgeud cine Ebene durch den gegebenen Punkt, 
welche die Oberflache in einera Kegelschnitt schneidet, so 
muss der geometrische Ort des, dem gegebenen Punkte zuge- 
ordneten, Poles, in Bezug auf den Kegelschnitt, eine goradc 
Linie sein, in welcher sich die Polarebene und die Ebene 
schneiden. Diese gerade Linie nennt man die Pol are des 
Punktea in Rucksicht auf den Kegelschnitt und den gegebe- 
uen Punkt den Pol der geraden Linie. 

Zwei gerade Linien in der Ebene eines Kegelschuittes, von 
welchen jede durch den Pol der anderen gelit, sind liarnio- 
nische Polaren des Kegelschnittes. 

Drei gerade Linien in der Ebene des Kegelschnittes, von 
welchen je zwei hannonische Polaren des Kegelschnittes sind, 
bilden ein System harmonischer Polaren des Kegel- 
schnitts. Sie schneiden sich also zu je zweien in drei Punk- 
ten, die ein System harmonischer Pole des Kegelschnittes 
bilden. Man sieht hieraus ferner, dass die drei geraden Li- 
nien, welche ein System harmonischer Pole eines Kegelschnit- 
tes verbinden, ein System harmonischer Polaren des Kegel- 
schuittes bilden. 

Wir erinnern endlieb an den Satz aus der vierzehnten 
Vorlesung, ,,dass 5 Taugentenebenen eines Kegels zweiter 
Ordnung den Kegel unzweideutig bestimmen, und dass jede 
5 Ebenen, welche durch einen und denselben Punkt gehen, 
sich als Taugentenebenen eines ganz bestimmten Kegels zwei- 
ter Ordnung betrachten lasacn woraus der Satz fur die 
Ebene folgt, „dass 5 Tangenten eines Kegelschnittes 
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denKegelschnitt unzweideutigbestimmen,und dass 
jede 5 geradc Linien iu einer und derselben Ebene 
sich als die Tangenten eines ganz bestimmten Ke- 
gelsehnittes betrachten lasson." 

Mit diesen Daten ausgeriistet gehen wir an die Speciali- 
siruug der in dem Vorhergehenden beschriebenen Figur. 

Es lag eine beliebige Oberflache zweiter Ordnung vor und 
zwei Systeme harmonischer Polarebenen 0, 1, 2, 3 und 4, 5, 6, 7 
dieser Oberflache. Von den letzteren wissen wir, dass jede Ober- 
flache zweiter Ordnung, welche 7 derselben berilhrt, auch die 
achte Ebene berilhrt. Wir lassen dieEbenenOund 4 in eine uud 
dieselbe Ebene E zusammenfallen, wodurchdie 6 geraden Linien 
01, 02, 03; 05 , 06 , 07 in jene Ebene zu liegen kommen. 
Die drei erstert bilden ein System harmonischer Polaren des 
Kegelschnittes, in welchem die Ebene E die gegebene Ober- 
flache schneidet. Die drei anderen bilden ebenfalls ein System 
harmonischer Polaren desselben Kegelschnittes. Wir beschrei- 
ben in der Ebene E einen zweiten Kegelschnitt K, welcher 
die 5 geraden Linien 01, 02, 03, 05, 06 beruhrt. Fassen wir 
diesen Kegelschnitt als Grenzflaehe zweiter Ordnung auf, so 
ist derselbe eine Oberflache zweiter Ordnung, welche von den 
beiden Systemen harmonischer Polarebenen 7 Ebenen berilhrt. 
Sie beruhrt also auch die achte Ebene, das heisst, die gerade 
Lime 07 ist Tangente des beschriebenen Kegelschnitts K. 

Loset man die in der Ebene E beschriebene Figur ab 
von der Raumfigur, so beweiset sie den Satz: 

Irgendzwei Systeme harmonischer Polaren eines 
Kegelschnittes beriihreu einen Kegolschnitt. 

Daraus folgt wciter.: 

Wenn ein Kegelschnitt ei u System harm on is c her 
Polaren eines gcgebenen Kegelschnittes beruhrt, 
so beruhrt derselbe Kegelschnitt unendlich viele 
Systeme harmonischer Polaren des gegebenen Ke- 
gelschnittes, 

indem jede Tangente des ersten Kegelschnittes sich als eine 
harmouische Polare aus einem zweiten Systeme harmonischer 
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Polaren des gegebenen Kegelschnittes betrachten Iiisst, wel- 
ches den ersten Kegelschnitt beriihrt. 

Den umgekehrten Satz fiihren wir nur historisch an : 

Irgend 6 Tangenten eines Kegelschnittes, in 
zwei Gruppen von 3 Tangenten vertheilt, bilden 
zwei Systeme harmonischer Polaren eines Kegel- 
schnittes. 

Stellt man diese Satze zusammen mit den reciprokeu der 
vorhergehenden Vorlesung, so ergiebt sich daraus folgender: 

ZweiDreiecke, welche einem Kegelschnitte ein- 
beschrieben sind, sind einein Kegelschn itte uuibe- 
schrieben; und zwei Dreiecke, welche einein Kegel- 
schnitte umbeschrieben sind, sind einein Kegel- 
schnitte einbeschrieben. 

Keliren wir zuriiok zn der zuletzt beschriebenen llaum- 
figur und beschreiben in ihr einen Kegel zweiter Ordnung, 
welcher durch die 5 Tangentenebenen 1,2, 3, 5, 6, die sich 
mit der Ebene 7 in dem Pol c der Ebene E sclineiden, un- 
zweideutig bestimmt ist, so schneidet dieser Kegel die Ebene 
E in einem Kegelschnitte A", der dieselbeu 5 Tangenten 01, 
02,03,05,06 hat, als der Kegelschnitt K. Es fallen daher 
diese beiden Kegelschnitte in einen zusammen. Da aber die 
gerade Linie 07 eine Tangente des Kegelschnittes K ist, so 
ist die Ebene 7 eine Tangentenebene des beschriebenen Kegels. 
Daraus entspringt der Satz: 

Wenn von zwei Systemen harmonischer Polar- 
ebenen einer Oberfliiche zweiter Ordnung eine 
Ebene des einen Systemes mit einer Ebene des an- 
deren Systemes zusainmenfallt, so berlihren die 6 
anderen Ebenen, welche durch den Pol der zusain- 
menfalleuden Ebenen gehen, einen Kegel zweiter 
Ordnung. 

Kiickt der Pol c in den Mittelpunkt der Oberflache, so 
bilden die geraden Linien 12, 23, 31 ein System conjugirter 
Durchmesser der Oberflache, gleich wie die geraden Linien 
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56, 67, 75 ein zweites System conjugirter Durclmiesser bilden. 
In diesein Falle lautet der angegebene Satz also: 

Die drei Ebenen, welche durch je zwei conju- 
girte Durclmiesser eines Systemes einer gegebenen 
Oberflache zweiter Ordnung geheu und die drei 
Ebenen, welche durch je zwei conjugirte Durch- 
messer eines an deren Systemes derselben Oberflache 
geheu, berflliren einen Kegel zweiter Ordnung. 

Darn us folgt ferner: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnuug drei Ebenen 
beriihrt, welche sicli paarweise in drei conjugirten 
Durchmessern einer Oberfliiche zweiter Ordnung 
schneiden, so beriihrt der Kegel unendlich viele Sy- 
stem e von drei Ebenen, die sich paarweise in den con- 
jugirten Durchmessern der Oberflache schneiden. 

1st die gegebene Oberflache zweiter Ordnung eine Kugel, 
so hat man den Satz: 

Drei Ebenen, welche auf einander senkrecht 
stehen, und drei andere auf einander senkrecht 
stehende Ebenen, die sich in demselben Punkte, als 
die drei ersten, schneiden, berfihren einen Kegel 
zweiter Ordnung. 

Daraus folgt: 

Wenn ein Kegel zweiter Ordnung ein System 
von drei auf einander senkrecht stehenden Ebenen 
beriihrt, so beriihrt er unendlich viele Systemevon 
drei Ebenen, die auf einander senkrecht stehen. 

Wir schliessen diese Vorlesung mit der Bemerkung, dass 
das Problem der vier Grenzflachen zweiter Ordnung, welche 
von alien Ebenen beriihrt werden, die gleichzeitig zwei ge- 
gebene Oberflachen zweiter Ordnung, F = 0 und £> = 0, be- 
riihren, von welchem Problem unsere Untersuchungen aus- 
gingen, sich als ein rein algebraisches auffassen lilsst, niim- 
lich : 
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Die liuearen Substitutionen zu bestiinmen: 


M = Mq U -f- M, V -j- M, W -f- u 3 li, 

v = v 0 U -f- », V -f- v 2 W -f- v 3 li , 

w = tc 0 V -f- w t V + w. t W -f- R , 

r — r 0 U + r, V + r 2 W + r 3 R, 

welclie zweigcgebene homogene Functioneu .Fund 
<J>derVariabelnu, v, M>,rderzweitenOrdnungtrans- 
formiren in die Form: 


+ + + 

Mo Mi Mt 

„ v* . v* . m . 
< 1 > = h 

*0 ' V, 1 *, 


H' 
— > 
Mi 

»! 


Denn drtickt man die Bedingungen des Problems aus, so er- 
liiilt man die Gleichungen (5), welclie die Ebenen der vier 
Grenzfliichen bestimmen. 

Dieses Problem in weiterer Ausdehnung wird, wie be- 
reits angedeutet worden, den Gegeustand der zwanzigsteu 
Vorlesuug bilden. 


Aclitzelinte Vorlcsung. 

Lineare Coordinaten -Transformation. Trans- 
formation rechtwinkliger Coordinatensysteme 
mit demselbon Anfangspunkte. 

VVemi irgeiul drei Gleichungen zwischen den drei recht- 
winkligen Coordinaten x, »/, s eines boliebigen Punktes q im 
Raume und drei anderen Grosscn X, Y, Z gegebcn sind, so 
nennt man letztere im weitesten Sinne des Wortes Coordi- 
naten des Punktes, weil sie, gleich viel, ob eindeutig oder mehr- 
deutig, durck die gegebenen Gleichungen die rechtwinkligen 
Coordinaten des Punktes und durch sie den Punkt q im Raume 
bestimmen. 

Ein specieller Fall solcher Coordinaten sind die elliptischen 
Raumcoordinaten , welche den Gegeustand einer besonderen 
Vorlesuug bilden werdeu. 
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Ein anderer specieller Fall ist der, wenn die drei gege- 
benen Gleichungen von der Form sind: 


( 1 ) 


X = 


Uo 

~u> 


Y— V > 

1 - u; 


z = 


U, 

U , 


in welchcn siimmliche U lineare Ausdriicke allein der reclit- 
winkligcu Coordinateu bedeuten. In diesem Falle nennt man 
die Coordinaten X, Y, Z linearo Coordinaten, weil sie 
(lurch die rechtwinkligen Coordinaten cindeutig bestimmt sind, 
uud weil sie zugleich wieder die rechtwinkligen Coordinaten 
eindeutig bestimmen. 

Um die geometrische Bedeutung dieser linearen Coordi- 
naten festzustellen, bilden wir die Gleichungen von vierEbeney : 

U t =0, 0, Z7j = 0, U,~ 0, 

welche durch die Transformationsformeln (1) gegeben sind. 
Auf dieso vier, als die Seitenfliichen eines Tetraeders, des 
Coordinaten-Tetraeders, aufgefassten Ebeuen, werden 
wir die linearen Coordinaten beziehen. ». 


Die Gleichungen der vier Ebenen fiihren wir durch Mul- 
tiplication mit den Factoren (x 0 , /z, , u, 2 , g 3 , nach (5) der zwei- 
ten Vorlesung, zuriick auf ihre Normalformen : 


A 1) = 0, A,= 0, A 3 = 0, A . | = 0, 

welche wir in (1) fiir die allgemeinen Formen einfiihren, in- 
dera wir setzen: 





U 3 = 


a k. 


I)a in die Gleichungen (1), nach den angegebenen Sub- 
stitutionen, nur die Verhiiltnisse der Factoren u eingehen, so 
kann man, ohne die AUgemeinheit dieser Gleichungen zu be- 
schriinken, annehmen, dass siimmtliche Factoren ft kleiner als 
1 seien und gleich den Sinus gewisscr Winkel, namlich: 


g 0 = sin a 0 , (i l = sina l> fi 2 — sin« 2 , ft 3 = since,. . 

Wir denken uns nun vier Richtungslinion L„, L lt L v L 3 
im Raunie, jede derselben einer Seitenfliiche des Tetraeders 
entsprechend der Art, dass die Richtungslinie L 0 mit der 
Seitenflache U 0 — 0 den Neigungswinkel a 0 bildet, dass die 
Richtungslinie A, mit der Seitenflache U l — 0 den Neigungs- 
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winkel «, bildet, und so femer. Ziehen wir alsdann von 
dem Punkte q vier gerade Linien, parallel den vier bestimm- 
teu ltichtungslinien, bis sie respective die Seitenfiiichen des 
Tetraeders schneiden und bezeichnen ihre Liingen mit l n , /,, 
l,, Z.„ so haben wir, weil A 0 , A t , A v A 3 , Mach (8) der zweiten 
Vorlesung die negativen Abstandc des I’unktes q von den 
Seitenfliichen des Tetraeders ausdriicken: 


— h = U 0 , -l, = U lt — !j = U 2 , ■ — l 3 = U 3 , 
und die Gleichungen (1) gehen bei dieser Bczeichnung iiber in: 


X 


h 


y h 

1 ~ 


l, 

h‘ 


vVfclche Gleichungen die geoinetrische Bedeutung der linearen 
Coordinate!! X, Y, Zerkennen lasscn. 

Loset man das System Gleichungen (1) nacli den recht- 
winkligen Coordinaten des I’unktes q auf, so erhiilt man Glei- 
chungen von derselben Form: 


( 2 ) 


.■* x 


«o 

’ 



z — 


«, 

— J 
«'» 


indem siimmtliche u lineare Ausdriicke der linearen Coordi- 
naten X, Y, Z bczeichnen, von derselben Willkllrlichkeit in 
den Cocflicicnten, als die Ausdriicke U in den Gleichungen (1). 
Man kann daher auch die Gleichungen (2) an Stellc der Glei- 
chungen (1) als die urspriinglichen nehrnen. 

Es ist in vielen Fiillen zweckmiissig, statt dreier linearen 
Coordinaten vier homogene lineare Coordinaten X, Y, 

X Y Z 

Z, P zu brauchen, indem man fOr X, Y, Z setzt p > > p • 

Sie bedeuten gerade die in dem Vorhcrgehendcn bezeichneten 
Liingen l (l , l,, l,, l r Multiplicirt man nach Eiufiihruug dieser 
vier Coordinaten Ziihler und Nenner der Ausdriicke (2) mit 
P, so werden die w in (2) von der Form: 


« 0 = x 0 X -f - x t Y x 2 Z -(- x 3 P, 

/gs w i — VoX + Vi Y ■+■ ihZ + y-iP > 

u i — *oX + Y -j- z. 2 Z -|~ z 3 P , 

«3 = Vo x + P\ Y + lh z + Pi 1 '- 
Die geometrische Bedeutung der 16 Coefficicnten in die- 
sen Ausdriicken ergiebt sich, wenn man je drei von den 
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linearen liomogenen Coord itiaten gleich 0 setzt. Setzt man 
zum Beispiel Y = Z — P — 0, wodurch der Schnittpunkt 
der drei Ebenen Z7, =0, U 2 — 0, U 3 = 0 ausgedriickt wird, 
so erliH.lt man fur diesen Schnittpunkt aus (2) die rechtwink- 
ligen Coordinaten : 



y 


Vo 
V 0 ’ 


e 


*0 t 
Vo ’ 


Es sind hiernach :r n , y„, z,„ p„ die rechtwinkligen liomogenen 
Coordinaten der Ecke des Coordiuaten-Tetraeders, welclie der 
Seitenflache U n — 0 gegeniiber liegt , und so ferner. 

Ein specieller Fall unserer linearen Coordinaten-Bestim- 
mung verdient liervorgeholien zu werden , weil er eine statiscbe 
Deutuug zuliisst. Wir meinen den Fall, wenn p 0 = p t — p, 
= p 3 = l, filr welehen die Gleichungen (2) die Gestalt er- 
lialten : 

x 0 X -f x, i r + x X- j- ,r,P 

x ~ X+ y+x + p ’ 


(4) 


y= 1hX+V,Y \+V mX + VmP 1 

z _ ^ + ~t% -j- . 


Betrachten wir nilmlich die Liingen der linearen liomo- 
genen Coordinaten X, Y, Z, Pals Gewichte, welehe an den 
Ecken des Coordiuaten-Tetraeders oluie Masse in der Iiich- 
tung der Sehwerkraft wirken, so sind bekanntlich die Aus- 
driicke filr x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten des Scliwer- 
punktes q des Systemes, dessen Lage sich im Raume zugleich 
mit den Gewichten beliebig iindert. Diese Gewicht-Coordinaten 
bilden das Fundament des barycentrischeu Calculs von Moebius, 
eines der vielen HUlfsmittel zur analytiscben Behandlung der 
Geometrie. 

Kebren wir zu dem allgemeinen Falle zuriick und ftihren, 
indem wir filr die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z setzen 
l 1 ’ 'p ’ P ’ ^omogenen rechtwinkligen Coordinaten ein, so 
ergeben sich aus (2) folgende Substitutionen : 
x = x tt X x,Y -f- ar 2 Z -f- x 3 P , 

/r\ y = yo% + y + y ^ + y.,P, 

z — z u X + z t Y + z 3 Z -J- z 3 P , 

1> = P«X +}),!-(- p,Z -f p 3 P 


V 
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zur Uebertragung aus dem rechtwinkligen System e in das 
Tetraeder-System. 

Die aufgelbsten Gleichungen (5): 

X = UqX + r 0 y -f- w„z -f r u p, 

Y = u t x + *’,*/ -f w,z + r,p, 

Z = u.j x -f v. t y + w^z -f r.,p, 
r = u.jX + v# -f IV 3 z -f r :i p 

dienen zur Uebertragung aus dem Tetraeder-Systeme in das 
rechtwinklige System. Die Coefficienten in den letzten Glei- 
chungen erweisen sicli als die Coordinaten der vier Seiten- 
fliichcn des Coordinaten-Tetraeders. 

Die Coefficienten in beiden Substitutionen (5) und (6) sind 
ganz unabhangig von der Lage des Punktes q. Sie hiingeu 
ab von der Lage der Coordinatensysteme zu einander und 
ihrer Gestalt. Sie hangen ausserdem ab von den Richtungs- 
linien L, weil in die Substitutionen niclit bloss die Verhiilt- 
nisse der horaogenen Coordinaten der Eckeu oder die Ver- 
biiltnisse der homogenen Coordinaten der Seitenflaclien des 
Coord i naten-Tetraeders ein gehen . 

Wenn neben dem genannten Tetraeder-Systeme noch ein 
zweites derselben Art gegeben ist, so vermitteln Gleichungen 
von derselben Form als (5) den Uebergang von dem recht- 
winkligen System in das zweite Tetraeder-System. Setzt man 
in beiden Systemen Gleichungen die Ausdriicke x einander 
gleich, ebenso die Ausdriicke fury, und so ferner, so erhiilt 
man Relationen fiir die Uebertragung von eine/n Tetraeder- 
System in ein anderes Tetraeder-System. Die Auflosungen 
dieser linearen Relationen nach den Coordinaten eines und 
desselben Systemes fiihren wieder auf Gleichungen von der 
Gestalt (5) zuriick. In diesen Gleichungen hangen die Coef- 
ficienten der Coordinaten des anderen Systemes allein ab von 
der Lage der Tetraeder-Systeme zu einander, von ihrer Ge- 
stalt und von den Richtungslinien beider Systeme. 

Durch dicso linearen Transformationeu iindert sich die 
Ordnung einer homogenen Gleichung niclit. Deshalb wird 
jede homogene Gleichung der Coordinaten der zweiten Ord- 
nung, gleichviel nuf welches lineare Coordinateusystem sie sich 
bezicht, immer eine OberHiiche zweiter Ordnung darstellen, 
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sowie eine homogene Gleichvmg erster Ordnnng eine Ebene; 
und eine beliebig gegebene Oberfliiche zweiter Ordnung oder 
Ebene wird in jedem linearen Coordinatensysteme sieh durch 
eine Gleichung zweiter oder erster Ordnung analytisch aus- 
driicken lassen. 

Niinmt man an, die Gleichungen (5) seien die Transfor- 
mationsformeln zur Uebertragung von einem Tetraedersysteme 
in ein beliebiges andere, und es sei die Gleichung einer Ebene 
in dem ersten Systeme gegeben: 

ux -f- vy -f-wz-f rp = 0, 

so geht dieselbe durch die Substitutioneu (5) fiber in eine von 
gleicher Form: 

UX + VY + \VZ + 11P= 0, 
indent man hat: 

U = x u u + y 0 v + z 0 w -f p„r, 

^ v = «t« + y\ v + ^ + Pi r , 

W = x 2 u -f- y,i? -|- *r,«? -f- p,,r , 

R = x 3 u + y 3 v + s 3 to+p 3 r. 

Nennt man die, die Ebene im ersten Coordinatensystem 
bestimmenden , Coefficienten k, v, tr, r homogene Ebenen- 
coordinaten in dem ersten, und demnach die Coefficienten 
U, V , W, R homogene Ebenencoordinaten in dem zweiten 
linearen Coordinatensysteme , so hat man zur Uebertragung 
aus dem einen Systeme in das andere die Gleichungen (7). 

Lbset man diese Gleichungen auf, um die Ebenencoor- 
dinaten des ersten Systemes auszudrucken durch die cntspre- 
chendeu Ebenencoordinaten des zweiten Systemes, so erhu.lt 
man, da die Gleichungen (6) die Auflosungen sind dcr Glei- 
chungen (5), auf Grund von (23) der siebenten Vorlesung: 

« = «„ U + «, V + u 2 W + n 3 R , 
g . v = o, U + t>, V -f v, W + v 3 R , 
iv = w 0 U -f- w, V -f- ic 3 W -f- w 3 R, 
r = r„ U r, V -f r } W + r 3 R . 

Auch diese Substitutionen iindern die Ordnung einer homo- 
genen Gleichung nicht. Es ist daher in jedem linearen Coor- 
dinatensystem eine homogene Gleichung der zweiten Ordnung 
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in Ebenencoordinaten der analytische Ausdruck fflr eine Ober- 
tliiehe zweiter Ordnung und eine homogene Gleichnng der 
ersten Ordnung der analytische Ausdruck fur einen Punkt. 

Wir schlieasen diese allgenioinen Beirachtnngen mit der 
Bemerkung, dass, wenn man in der Gleichung eincr auf ein 
beliebiges lineares Coordinatensysteni bezogenen Oberfliiche 
in Punktcoordinaten eine der Coordinate!! gleieh 0 setzt, man 
den analytischen Ausdruck der Curve erhiilt, in welcher die 
eine Seitenflache des Coordiuaten -Tetraeders die Oberfliiche 
schneidet. Hierdurch iindert sieh der Grad der Gleichung 
nicht und es wird die Schnittcurve einer Oberfliiche zweiter 
Ordnung und einer beliebigen Ebene, die man fiir eine Seiten- 
ftache des Coordinaten -Tetraeders nehmen kann, eine Curve 
zweiter Ordnung, das ist ein Kegelschnitt. 

Als einen specielleu Fall des Tetracder-Coordinatensystemes 
liisst sich das schiefwinklige ( 'oordinatensystem betrachten. 
Denn liisst man drei Ecken des Coordinaten -Tetraeders in 
das Uuendliche fallen, und nimmt an, dass drei von den 
Hiclituugslinien respective den drei im Endlichen liegendeu 
Kanten des Tetraeders parallel gelien , so hat man das schief- 
winklige Coordinatensysteni. 

Um aus den allgemeinen Transformationsformeln (2) fiir 
ein rechtwinkliges Coordinatensysteni in ein beliebiges Te- 
tracdersystem , unter Vermittelung von (.'!), die dem speciellen 
Falle entsprechenden Transformationsformeln herzuleiten , hat 
man zu setzeu p n = p, == p. 2 — 0. Da fiir alle im Endlichen 
liegendeu Punkte die ihnen entsprechenden unendlich grossen 
Wertlie von /’ einander gleieh und constant sind, so nehmen 
die Gleichungen (2) die Form an: 

x — aX -j- a Y - f- a"Z -(- a'", 

(9) y = bX + V Y -f b' Z -f b"', 

z = cX -f cT -f- c'Z c", 

woselbst «"'= x * , b" = , c" = ‘ J die rechtwinkligen Co- 

ordinaten der im Endlichen liegenden Ecke des Coordinaten- 
Tetraeders, des Anfangspunktes des schiefwinkligen Systemes, 
bedeuten. Diese Bedeutung ergiebt sich aus den Transforma- 
tionsfomielu (9), wenn man daselbst setzt: X=Y—Z = 0. 
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Der Durchgaug durch das Unendliche zur Herleitung der 
Formeln (9) wird auf folgendem Wege vermieden. 

Es seien: 

A* = 0, A, = 0, A t = 0 
die Normalformen der Gleichungen der drei Coordinatenebenen 
irgend eines 'schiefwinkligen Coordinatensystemes, bezogen auf 
das zum Grunde gelegte rechtwinklige Coordinatensystem. 
Bedeuten nun .r, y, z dieC'oordiuaten irgend eines Punktes q im 
Rauine, so sind A„, A v A., die negativen senkrechten Abstiinde 
des Punktes q von den crwiihnteii drei Coordinatenebenen. 
Bezeichnet man femer mit a„, a„ a 2 die Winkel, welche die 
Sehnittlinien je zweier Coordinatenebenen, die Coordinaten- 
axen des schiefwinkligen Systemes, mit der dritten Coord f 
natenebene bildeu, und mit X, Y, Z die Coordinaten des 
Punktes q in dein schiefwinkligen Systeme, welclie den Coor- 
dinatenaxon parallel gelien , so lint man zur Bestinunung die- 
ser Coordina'ten folgende lineare Gleichungen: 

— A Y — 'i i y __ — 

sin or„ ’ sin a, 1 ' sin a t ’ 

in welchen die geometrische Bedeutung tier in ihnen enthal- 
teneu 12 Constanten ohne Weiteres zu Tage tritt. Die Auf- 
lbsungen dieser Gleichungen nacli den Coordinaten des recht- 
winkligen Systemes geben wieder Gleichungen von der Form (9). 

Wie diese Gleichungen (9) den Uebergang vermitteln von 
deni rechtwinkligen Coordinatensysteme in ein beliebiges schief- 
winkliges Coordinatensystem , so dieuen analog gebildete Glei- 
chuugen mit verandertcu Constanten zur Transfonnation von 
dem rechtwinkligen Systeme in ein beliebiges andere schief- 
winklige Coordinatensystem. Setzt man nun in beiden Sy- 
stemuu Gleichungen die Ausdriicke fur a:, filr y u. s. w. einau- 
der gleieh, so erhiilt man drei lineare Gleichungen zur 
Uebertragung von dem einen schiefwinkligen Systeme unmittel- 
bar in das andere. Aus den AuflSsungen dieser Gleichungen 
nach den Coordinaten eines und desselben Systemes gehen 
Gleichungen hervor wieder von der Form (9), wobei zu be- 
merken ist, dass die 12 Coefficienton in den aufgelosten Glei- 
chungen unabbiingig sind von der Lage des beliebig im ltaunie 
gewiihlten Punktes q und nur abhiingen von der Lage und 
Gestalt der beiden Coordinatensysteme. 

Hesuw, auulyt. Geometric d. Katuucs. 2 . Aufl. 15 
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Wir werdon im Folgenden annehmen, die Gleichungen 
(9) seien die Trausformationsformeln von einem schiefwink- 
ligen Coordmatensysteme in ein beliebiges andere sehiefwink- 
lige Coordinatensystein , um die geometrische Bedeutung der 
12 Con8tanten unter dieser Voranssetzung zu ermitteln. 

Zu diesem Zwecke lassen wir den beliebigen Punkt q im 
Raume in den Anfangspunkt des zweiten Coordinateusystemes 
XYZ fallen, indem wir setzen X = Y = Z — 0, wodureh 
die Coordinaten des genannten Anfangspunktes in dem ersten 
Systeme erhalten werden: x = d", y = b"', z = c“‘. Es be- 
deuten also die Constanten o'", b'", c" in (9) die 
Coordinaten des Anfangspunktes des zweiten Sy- 
atemes in dem ersten. 

Setzen wir x -(- o'", y -f- b"’, z -(- c " respective fflr x, y, z, 
so andem wir damit nur den Coordinatenanfangapunkt des 
ersten Coordinatensystemes, indem wir ihn in den Coordi- 
natenanfangspunkt des zweiten Systemes verlegen , lassen aber 
die Richtungen der Coordinatenaxen des ersten Systemes un- 
geandert. Durch diese Veranderung gehen die Gleichungen 
(9) liber in: 

V = aX a'Y -f- a'Z , 

(11) y = bX + b'Y + b"Z, 

z = cX +cY + c’Z. 

Sie vermitteln ' den Uebergang von einem beliebigen scliief- 
winkligen Coordinatensysteme in ein beliebiges andere schief- 
winklige Coordinatensystem mit demselben Anfangspunkte. 

Um die geometrische Bedeutung ’der 9 Constanten in die- 
sen Gleichungen zu ermitteln, welche dieselben sind, ala in 
den Gleichungen (9), verlegen wir den beliebigen Punkt q 
des Raumes in die XAxe, vom gemeinsamen Anfangspunkte 
beider Coordinatensysteme um die Einheit entfemt. Fallfr man 
nun Lothe von dem so gelegenen Punkte q auf die yz, zx, xy 
Ebene und bezeichnet die Winkel, welche die XAxe mit den 
genannten Ebenen bildet, mit (X, yz), (X, zx), (X, xy) u. s. w., 
so sind die Lothe auf die genannten Ebenen respective gleich: 
sin (X, yz), sin (X, zx), sin (X, xy) 
und , durch die Coordinaten x, y, z des Punktes q in dem ersten 
Systeme ausgedrUckt : 

a: sin (x, yz) , y sin (y, zx), z sin (z, xy ) , 
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weshalb man fiir den bezeichneten Punkt q hat: 

x _ »in (X, ye) _ rin (X, e x) _ sin {X,xy) _ 
sin (x, yz) ’ ” sin (y, zx) ’ sin (z, xy) 

Da aber filr den so gelegenen Punkt q ist: X= 1, Y — Z= 0, 
so hat man auch nach (11): 

x = a , ;/ == b , z — c 

und daher: 

sin ( X , yz) ^ sin (X, zx) __ gin (X, xy) 

sin ( x , ye) ’ sin (y, ex) ’ sin (e, xy) 

Auf diese Weise erhiilt man die folgende geometrische 
Bedeutung der 9 Coeffieienten in (9) oder (11): 


( 12 ) 


_ .. sin (X, ye) 

b = 

sin (X, zx) 

c _ sin (X, xy) 

Bin (x, ye) ’ 

sin (y, zx) ’ 

sin (z, xy) 

_ sin ( Y, yz) 

h’ == 

sin ( Y, zx) 

c > _ sin ( Y, xy) 

sin (x, yz) ’ 


sin {y, ex) ’ 

sin (z, xy) 

,, sin (Z, ye) 

sin (x, ye > ’ 

b" = 

sin (Z, zx) 
sin (y, zx) * 

c -_ sin (Z, xy) 
sin (z, xy) 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich, wenn das erste 
Coordinatensystem rechtwinklig ist, folgende Werthe der 9 Coef- 
ficienten : 


a — cos (X, x), b = cos (X, y), c = cos (X, z), 

(13) a = cos ( Y, x) , b' = cos ( Y, y) , c = cos ( Y, z ) , 

a" == cos ( Z , x) , b"= cos (Z, y) , c’ = cos ( Z , z), 


Wenn beide Coordinatensysteme rechtwinklig sind, wel- 
chen Pall wir allein in dem Folgenden in Betracht ziehen 
werden, milssen sich diese 9 Coeffieienten durch die drei Be- 
stimmungsstiieko der Lage des zweiten Systemes zu dem ersten 
ausdriicken lassen. 

Euler driiekt die 9 Coeffieienten aus durch drei Winkel, 
namlich durch die beiden Winkel, welche die Schnittlinie der 
Coordinatenebenen xy und XY mit der xAxe und mit der 
XAxe bildet, und durch den Neigungswinkel, den die ge- 
nannten beiden Coordinatenebenen bilden. Da jedoeh diese 
Ausdrucksweise der Symmetrie ganzlich entbehrt, so stellt er 
in einer zweiten Behandlung des GegenBtandes die 9 Coeffi- 
cienten als Functionen von vier Winkeln in symmetrischer 
Weise dar. Er wiihlt zu diesem Zwecke die drei Winkel, 

15 * 
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welche die Drehungsaxe, um die das eiue Coordinatensystem 
gedreht werden muss, um in die Lage des andern zu komineu, 
mit den Coordinatenaxen bildet, und den Drehungswinkel. 
lndem er diesen symmetrisehen Ausdrileken der 9 Coefficien- 
ten uoch die symmetrische Relation zwischen den genannten 
drei Winkeln der Drehungsaxe beifiigt, so giebt ihm diese 
Relation eiuen Ersatz filr die erste Ausdrucksweisc dnrch drei 
Bestimmungssttieke. 

Monge bewahrt die Symmetric, indem er die 9 Coeffi- 
cienten durch drei derselbeu a, b', c" ausdriickt, welche eine 
symmetrische Lage zu den (ibrigen haben. 

Alle diese Ausdriieke sind irrational. In den Euler’schen 
Formeln ist die Irrationalitiit nur verdeekt durch den Gebraueh 
der Sinus- und Cosinus-Fuuctionen. Wir werden es im Fol- 
genden veriueideu, irrationale Ausdriieke zu gebrauchen, in- 
dem wir, wie es bereits iiblich gewordeu ist, alle 9 Coefli- 
cienten beibehalten, sie aber durch die (> Bedingungen be- 
schranken, welche zwischen ihnen stattlinden. 


Es seien die Transformationsformeln fur ein rechtwiuk- 
liges Coordinatensystem in ein beliebiges andere rechtwink- 
lige Coordinatensystem mit demselben Aufaugsjmnkte : 

a: = aX-j-u'l r -f- a'Z , 

(14) y = bX + b'Y+b"Z, 

r = cX-fcT + c"Z. 

Das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes q 
im Itaume von dem gemeinsamen Anfangspunktc der Coor- 
dinatensysteme ist in dem einen Systeme x- i/'-“ -)- z 1 , in 
dem anderen X 2 Y 1 -f- Z‘. Man hat daher die durch die 
Substitutionen (14) ideutische Gleichung: 

(15) * t 4-j ! +^=X ! +r + ^ 

Wenn man in diese Gleichung die Werthe der Coordina- 
ten (14) des ersten Systemes einsetzt und beide Seiten der 
Gleichung vergleicht, so erhlilt man die 6, zwischen den 9 Coef- 
Hcienten der Substitutionen stattlindenden , Relatiouen : 
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a 2 -f- b 2 -f- c‘ «=» 1 , a a" + b'b" + c'c" = 0 , 

(16) . . a 2 + b" 2 -f- c 2 — 1 , a" a -f b'b + c"c = 0, 

a" 2 -f- b" 2 -)- c'' 1 = 1 , a a -f- b b' + c c = 0. 

Dass diese 6 Bedingungsgleichungen hiureicheri, um unter 
der Voraussetzung, dass daa erate Coordinatensystem ein recht- 
winkliges sei, auch das andere Coordinatensj'stem zu einem 
rechtwinkligen zu machen , geht aus der geometrischen Inter- 
pretation dieser Gleichungen hervor. Denn mit Rticksicht auf 

(13) driieken die drei letzten Gleichungen (16) die Bediu- 
gungen aus, dass die Coordinateuaxen des zweiten Systemes 
auf einander senkreeht stehen, wiihrend die drei ersten die 
bekannten Bedingungen sind zwisehen den Cosinus der Win- 
kel, welche die Coordinatenaxen des zweiten Systemes mit den 
Coordinateuaxen des ersten Systemes bilden. 

Welche Relationen man uberdies ohne weitere Beschriin- 
kung zwisehen den 9 Coefficienten ableiten mag, sie werden 
sich alle aus den angegebenen 6 Bedingungsgleichungen (16) 
ableiten lessen. Die nachfolgenden Relationen bieten Beispiele 
fiir Ableitungen der Art dar. 

Von den unendlich vielen, zwisehen den 9 Coefficienten 
der Substitutionen (14) stattfindenden, Relationen werden wir 
vorerst auf dem cinfachsten Wege nur die gebriiuchlichsten 
entwickeln. 

Wir diflerentiiren zu diesem Zwecke die durch die Sub- 
stitutionen (14) identische Gleichung (15) nach den Variabelu 
X, Y, Z, wodurch wir erhalten: 

X = ax -j- by -f- ce , 

(17) Y — ax + b'y + ce, 

Z = a"x-\- b"y -f- c’z, 

welche Gleichungen die Auflbsungen sind der Substitutionen 

(14) , mit denselben Coefficienten, aber veriinderter Auordnung. 
Die Substitution von (17) in die Gleichung (15) und die 

Vergleichung beider Seiten der Gleichung mit einander giebt : 

a 2 + a* -f a 2 = 1 , be -f b’c + b"c" = 0, 

(18) . . b 2 + V 2 -f b" 2 = 1 , ca + ca + c’a = 0 , 

c 2 -f- c' 2 -f- c' 2 = 1 , ab -(- ah' -(- n'b" = 0. 
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Bildet man die Determinante A: 

a, b, e I 

(19) A = b’, c 

a”, b" , c" ; 

= a be' + a'U'c. -f- a" be — ab"c — a be" — a"b'c 
mid erliebt diesel be zum Quadrat, so erluilt man: 


rt, 

b, 

c 


a, b. 

c 


b\ 

c 

• 

d, V, 

c 

a", 

b ", 

V 


a", b", 

c" 


oder nacb (31) der siebenten Vorlesung: 

« J -(- W + c 7 , a a -f- b b' -f- c c', ad' -f- bb’’ + cc" \ 

A- = . da + hi, + cc, a" 1 +b' i + c 1 , da" + b'b"+c'c" j 

a"a-\-b"b-\- e'e, a"d -f- b"b' -f- e'e , d"‘ -f- b'"‘ -f -c"* 

uud mit Riicksicht auf (16) : 


1 , 

o, 

0 

o, 

i , 

0 

o, 

o, 

I 


Die Determinante A selbst ist hinernach entweder -}- 1 
oder — 1. Wir werden im Folgeudeu annelimen, sie sei gleicli 
-f- l. Denn ware sie — 1 , so brauchte man nur fiir X, Y, Z 
respective zu setzeu — X, — Y, — Z, was geometrisch dar- 
auf liinauskiime, die negativen Itichtungen der Coordinaten- 
axen des zweiteu Coordinateusystemes fur die positiven zu 
nehmen. Wir haben duller: 

(20) A = l. 

Es ist diese Determinante A der gemeinsame Nenuer der 
Bruchwerthe der Uubekannten X, Y , Z, welche die directe 
Auflosung der Gleichungen (14) ergiebt. Vergleicht man diese 
directen Auflosungen mit den Auflosungen (17), so erbalt 
man folgeude ltelationen: 


b’c" 

— b"c — o, 

ca — c a = b, 

db" 

— a"b' — c, 

(21) b"c 

— be" = 

c"a — ca" = b', 

a"b 

— db" = c', 

b c 

- b'c = a", 

c a' — c'a = b", 

a V 

— db = c". 
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Von diesen 22 Relationen zwischen den 9 Coefficienten 
der Transformationsfonneln ftir ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system in ein beliebiges andere rechtwinklige Coordinaten - 
system mit ungeandertem Anfangspunkte macht man den haufig- 
Bten Gebrauch. Wir werden aber noch andere Relationen 
entwickeln zum Zwecke der Verwendung auf nachfolgcnde 
Untersuchungeu. An dieser Stelle brauchen sie in dem Zu- 
sammenhange nur hingeschrieben zu werden, wakrend sie aus 
dem Zusammenhange sich nicht ohne Redlining herleiten las- 
sen. Wir beginnen mit der Entwickeluug der Transforma- 
tionsformeln fiir Ebenencoordinaten. 

Die Gleichung einer Ebene: 

Ux -\- vy wz 1 = 0, 

deren Coordinaten m, v, w sind, wird durch die Substitutio- 
nen (14) transformirt auf das zweite rechtwinklige Coordi- 
natensystem mit demselben Anfangspunkte und nimmt die 
Gestalt an: 

UX + VY + WZ + 1 = 0, 

indem man filr die Ebenencoordinaten im zweitcn Systeme 
die Ausdrftcke hat: 

V — an + he + vw, 

(22) V = «'tt -\- b'v ■+■ c'w , 

W = a"u -(- b"v + c"w. 

Es sind dieses die gesuchten Transformationsfonneln fiir 
Ebenencoordinaten aus einem rechtwinkligen Systeme in ein 
anderes ebenfalls rechtwinkliges System mit demselben Coor- 
diuatenanfangspunkte. 

Der Vergleich mit den Substitutionen (17) zeigt, dass 
man nur die Punktcoordinaten mit den entsprechenden Ebenen- 
coordinaten zu vertauschen braucht, um die Transformations- 
formeln der einen aus den anderen zu erhalten. Macht man 
diese Vertauschungen in (14), so erha.lt man die Auilosungeu 
der Gleichungen (22): 

« = a JJ + a V -f- a"W , 

(23) v=*bU + b'V+b"W, 

w — cU + c V + e" W. 


Digitized by Google 



232 
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Weun nun in deni Vorhergelienden die 9 Coefficienten 
in den Substitutionen (14) oder (17) keiner weiteren Beschriin- 
kuug unterlagen, uls der, dass die Substitutionen die Gleichung 
(15) zu einer identischen machen, so werden auch die 9 Coef- 
fieienteu in den Substitutionen (23) oder (22) nur die einzige 
Bedingung zu erfullen brauchen , dass die Substitutionen die 
Gleichung : 

(24) .... h* + v* + w* = IP + V- + W 7 , 

zu einer identischen Gleichung machen. 

Multiplicirt man die Gleichimgen (22) der Reihe nach 
mit X, Y, ’/. und addirt, so erhalt man mit Rilcksicht auf (14): 

(25) . . . UX -f- VY -(- WZ — ux -f- >'y + tvs , 

eine Gleichung, welclie sowohl durch die Substitutionen (17) 
und (22), als durch die Substitutionen (14) und (23) zu einer 
identischen wird , wovon man sich auch nachtrliglich ilber- 
zeugen kann. 

Diese identische Gleichung (25) wird die Quelle zahl- 
reicher Relationen zwischen den 9 Coefficienten in den Trans- 
formationsformeln rechtwinkliger Coordinatensysteme seiu, die 
sich aus ihr ergeben, wenn man beide Theile der Gleichung 
quadrirt oder Vieide Theile der Gleichung zur dritten Potenz 
oder endlich zur mten Potenz erhebt. Da bei dieser Gelegen- 
heit der polynomischeLehrsatz berufeu ist, eine Rolle zu spielen, 
so wollen wir, um im Folgenden nicht gehindert zu sein, es 
nicht unterlassen , die Ausdriicke hervorzuhebeu, durch welche 
die Polynomialeoefficienten dargestellt werden. 

Das Product der ganzen Zalilen 1,2 ... a bezeichnet man 
mit den Zeichen: 

(26) ... /7(a) = 1 .2 . . . a, 77(1)= 1, 77(0) = 1. 

Unter dem Zeichen Cap y soli im Folgenden das Product 
verstanden sein : 

(27) C a?Y = 11(a) . Il(fi) . 77 (y). 

In dieser Voraussetzung ist n < * er Ausdruck 

fiir einen beliebigen Coefficienten in der Entwiekelung der 
(« -f- /} -(- y)ten Potenz der Summe von drei Grbssen. 
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Wenn man beide Theile der Gleichung (25) zur wtten 
Potenz erhebt, so erhsilt man mit Unterdriickung des Factors 
n(m) auf beiden Seiten der Gleichung: 

1 28) . . . E U a VP W*X a YfiZr = E W vP w* x° if zt , 

vorausgesetzt, dass a, /S, y alle gleichen und ungleichen Werthe 
0, 1, 2 . . . annelimen unter der einzigen Bedingung: 

« + 0 + V = »»• 

Es seien nun a, b, c drei gegebene gleiche oder ungleiche 
Zahlen 0, 1, 2 . . . ebenfalis unter der Bedingung: 
a b c = m. 

Wenn wir nun in dem Producte ?<“ vP w* die Substitutionen 
(23) machen und in dem Producte x a yP zr die Substitutionen 
(14) und entwickeln, so tritt in der ersten Entwickelung ein 
Glied auf mit dem Factor U“ F 4 W c . Den Coefficienten die- 
ses Gliedes werden wir bezeichneu mit C' a p r A a p y . Denselbeu 
Coefficienten hat auch dasjenige Glied der zweiten Entwicke- 
lung, welches mit X u Y b Z <: multiplicirt ist. Auf diese Weise 
sind sammtliche A a p r definirt als Entwickelungscoefficienten, 
wie es die beiden folgenden Gleichungen ausdriicken: 

(29) u a vP w r = C aflY A a?y U a V b W° + 

(30) x° yf £• = . . . + Copy A a p r X a Y b Z c -f 

Denken wir uns nun (29) substituirt in (28) und setzen 
die Coefficienten von U" V b W c auf beiden Seiten der Glei- 
chung einander gleicli, oder denken wir uns (30) substituirt 
in (28) und setzen die Coefficienten von X a Y' J Z c einander 
gleich, so erhalten wir: 


(31) ~ X- Y b Z' = E A a p r tfyPzr. 

(32) U a F* 1F= EA a pr Witter. 


Diese Gleichungen geben die Definition siimmtlicher Grossen 
A„p Y als Entwickelungscoefficienten eines einzigen Ausdruckes, 
wiihrend vorhin alle Gleichungen (29) oder (30) erforderlich 
waren, um die Bedeutung dieser Grossen A„p r festzustellen, 

deren Zahl ist - m — — • 
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Achteehnte VorleBung. 


Sctzen wir eadlich (29) und (30) in (28), so ergiebt die 
Gleichstellung der Coefficienten des Praduct-es X a Y b Z c U“ V 6 W c 
auf beiden Seiten der Gleichung die Relation: 


(33) 


Cabc 




Dieses Resultat konnen wir kurz so ausdriicken: 


(34) . . . Wenn a h c — a y — m und wenn 

("H - lHm + 2) Grossen A a p r als Entwickelungscoeffi- 
cienten in der Gleichung (31), auf Grund der Sub- 
stitutionen (17) ffir rechtwinklige Coordinatensy- 
steme, definirt sind, so besteht zwischen diesen 
Entwickelungscoefficienten die Gleichung (33). 

Obwohl wir mit diesem Satze, der in spatoren Vorlesungen 
bftere Anwendung finden wird, unseren Hauptzweck erreicht 
haben , so fahren wir doch fort in der Entwickelung weiterer 
Relationen. 

Es seien a, U, c wieder gegebene Zalilen 0, 1,2. . . der 
Art, dass: 

-f- c' = m. 

Diese Zahlen konnen den vorher gegebeneu a, b, c sel bat 
gleich sein, nur nicht in derselben Reihenfolge. In dieser 

Voraussetzung definiren wir — + 0 (»» + 2)_ Qrossen A' a * r als 
Entwickelungscoefficienten nach der Analogic (29) und (30) 
durch die Gleichungen: 

(35) «° vfi u>r=... -f Cafr A’ a?r U" V’ W c ' + . . . 

(36) if zr -f- C aflr A' afir X a ’ Y h ' Z' -f . . . 

woraus, wie vorliin, die Gleichungen hervorgeheu: 

(37) .... X“ Y b ' Z< = E A' ir x° if zt . 

(38) .... ,,V U“ V 0 ' W c = 2 A’ altr u-vPtcr . 

Substituiren wir nun (29) und (36) in (28) und vergleichen 
auf beiden Seiten der Gleichung die Coefficienten des Pro- 
ductes U“ V ,J W c X"' Y‘‘ Z c , so erhalten wir: 

(39) 0= EC+ t A mfr A , aft , 
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eiu Itesultat, welches wir, im Ausclilusse an (34), kurz so aus- 
sprechen : 

(40) . . . Wenn a + 6 -f- c = «'-f- c'=« + 0 + y — m, 

wenn ferner — • Lil Grossen A^y als Entwicke- 

lungscoefficienten durch (31) und wenn 
andcre Grossen A' a p r als Entwickelungscoefficien- 
ten durch (37) definirt werden, so besteht zwi- 
schen diesen Entwickelungscoefficienten die Glei- 
chung (39). 

Fasst man den speciellen Fall, wenn m = 1 ist, in das 
Auge, so wird man leicht erkennen, dass der Satz (34) der 
Reprasentant ist der drei ersten Gleichungen (16) und dass 
der Satz (40) die drei anderen Gleichungen des Systemes (16) 
ausdriickt. Das System Gleichungen (16)enthalt aber gerade 
alle Bodingungen zwischen den 9 Coeflicienten in den Trans- 
form ationsform el n eines rechtwinkligen Coordinatensystemes 
in ein beliebiges andere rechtwinklige Coordinatensystem mit 
demselben Anfangspunkte. 

Wir beabsichtigeu in spiiteren Vorlesungen nur von dem 
Satze (34) Gebrauch zu machen und zwar in den Fallen, 
wenn m = 2 oder m — 3 ist. Aus diesem Grunde gehen 
wir auf die genannten Falle specieller ein. 

Es sei erstens m — 2 und o = 0, 6=1, c=l. In die- 
ser Voraussetzung gelit die Gleichung (31) iiber in: 

(41) YZ= ZAafiy&ijfigr, 

woraus sich auf Grand der Substitutiouen (17) folgeude Werthe 
der Entwickelungscoefficienten ergeben: 

^42) *^2uo — aa > — bb , Aqi n = cc , 

A m -Vc-+V'c, A un = c'a"-f- c"a , A tl0 —ab”-\- ah'. 
Nach dem Satze (34) hat man nun: 

(43) . . 1 = 2 (A^ m + A^ -f A^) + Al n -j- Al 01 + A’ |u , 

eine Gleichung, welche die Einheit als die Summe von sechs 
Quadraten in symmetrischer Weise ausdriickt. Legt man 
jedoch auf die Symmetrie weniger Gewicht, so kanu man die 
Einheit auch durch fiinf Quadrate darstellen. 
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Es ist namlich nach (16): 
mid daher: 


*^200 H - -^020 “ f * ■^•002 ^ 


At 

"200 


2 „ 2 o ""t* " "^002 


+ A lv. 


(■^uso '^OO!) 4 A OiO ~ ^U2U A 003 “t” '^Oua > 


221, +2 A1 


woraus durch Addition folgt: 

2 200 “)■ (^020 -^OO*) 8 * "020 T " "002‘ 

Zieht man diese Gleichung von (43) ab, so erhalt man: 

(44) 1=3^ + (2^ - A^f + Al n + Af 0 , + A' u0 . 

In einem zweiten Falle sei m = 3, a = 1, 6 == 1, c= 1. 
Alsdann geht die Gleichung (31) ilber in: 

(45) X YZ = Z A at , y x° y? zi , 

und wenn man darin (17) substituirt, so erhalt man folgende 
Werthe der 10 Entwickelungscoefficienten: 

■^300 = aa a , Xgjo = bbb , 2oq 3 = ccc , 


(46) 


2,20 

= ab'b" 

+ 

a'b"b 

+ 

a 

’bb\ 

2, 02 

= ac'c" 

+ 

dc'c 

+ 

a 

'cc, 

2 0 |2 

II 

c- 

ft' 

+ 

b’c’c 

+ 

V 

'cc, 

Ajio 

II 

a 

a; 

' + 

b'd’a 

+ 

V 

'a a , 

A-joi 

= ca'a" 

+ 

ca'a 

+ 

c"a a, 

2 0 21 

= cb’b” 

+ 

c'b"b 

+ 

c' 

'bb\ 


2 1 ,, = ab'c" -f- ab"c -f- db"c -f- dbc” -J- d'bc' -f- d'b'c. 

Zwischen ihnen besteht nacli dem Satze (34) die Glei- 
chung: 

1 = 6 {2^ -f- 2’ w -f 2^ } + 2J„ 

+ “ {^iso + A 2 m + 2 *,, + 2 2 j io -f- 2 201 -f- 2 ’,, } , 

cine Darstellung der Einheit als die Summe von 10 Quadraten. 

Die 10 Quadrate, aus welchen die Gleichung (47) zu- 
sammengesetzt ist, lassen sich auf 7 Quadrate zuriickfilhren, 
wenn man auf Grund von (16) bemerkt, dass: 


(48) 


2no + -4(02 + 32 30# = 0 , 
2 « i 2 + 2 JI0 -j- 32 030 = 0 , 
A w A^.j | -f- 32^0, = 0 . 
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Denn man hat nach der ersten von diesen Gleichungen : 


S-A'mo = A m + 2 4»>' 1 


l IOi + A w. 


Addirt man zu dieser Gleichung folgende: 

(4*. 4<w) “ A i*a 2 4*o4o2 "t" A nri > 

so crliiilt man: 


+ (4* - 4o0* = 2(Al» + A] m ), 

und in gleicher Weise : 

+ (4.i»~ A n »y = H A L + 4’.«)> 

» A l» + ( A »n- A ^y = 2 (4o. + 4*.)> 

wodurch die Gleichung (47) ubergeiit in: 


(49) 


1 = 

+ (4*0 ~ A 


i+ 4tu} + A llt 

[)*+ (4.1*— 4»)* + (' 4 2U1— 


Diese elegante Gleichung (49), freilieh auf einem ganz 
anderen Wege gefunden, ist eine Entdeckung von Jacobi, 
(Jrelles Journal ftir Mathematik Bd. 30, p. 40, der zuerst die 
10 Entwickelungscoefficienten (46) in den (Jalcul eingefdhrt 
hat. Derselbe kniipft daran ein Paar wicbtige Bemerkungen, 
die wir liier niclit unterdrilcken dUrfen. 

Wir sind zu Aufstellungen der Gleichungen (29) und 
(30), aus welchen alle folgeuden Gleichungen hervorgingen, 
von den Substitutionen (23) und (14) ausgegangen. Wenn 
wir an ihrer Stelle von den Substitutionen (22) und (17) aus- 
gegangen waren, so wiirden wir analoge Gleichungen erlial- 
ten haben, welche aus den Gleichungen (47) und (49) da- 
durch hervorgehen, dass man uur die Vertauschungen macht: 
a mit b , a" mit c , b" mit c'. 


Man kann daher sagen , dass die rechten Theile der Glei- 
chungeu (47) und (49) durcli diese Vertauschungen ihren Werth 
niclit iindern. 

Der Hiublick auf (46) lehrt, dass durch die genannten 
Vertauschungen folgeuder Ausdruck ungeiindert bleibt: 


(50) 4.i- 

Setzt man die Werthe von A mt , A 0 3n , A„ a3 aus (48) in 
die Gleichungen (47) und (49) und elimiuirt nach der Ent- 
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wickelung die Sunune der sechs gleichartigen Quadrate aus 
beiden Gleichungen , ' so eraieht man aus der resultirenden 
Gleichung, dass durcli jene Vertauschungen auch folgender 
Ausdruck seinem Werthe nach ungeandert bleibt: 

( 51 ) 

-^120 -^lOi + -^«I2-^»I0 “1" -^201 4»l • 

Bleibt aber dieser Ausdruck ungeandert, so lelirt die 
durch die Substitutionen (48) veriinderte Gleichung (49), dass 
ebenfalLs folgender Ausdruck durch die genannten Vertauschun- 
gen seinen Werth beibehalt: 

(52) . . . + A* l0i + A] lt -f A~ l0 -f- A^ -f- A? m . 

Hieraus ergiebt sich endlich nach (47), dass durch jene 
Vertauschungen auch folgender Ausdruck seinen Werth nicht 
iindert : 

( ,r> 3) -'4^ + A ^ -f- A 

Nach diesen allerdings weiten Entwickelungen, deren 
Nutzen erst bei Gelegenheit der Kreisschnitte der Oberiliichen 
zweiter Ordnung und der Rotationsoberftiichen zu Tage treten 
wird, nehmen wir die Substitutionen (14) wieder auf. Aus 
ihnen geht, mit ltUcksicht auf (21), wenn man aus je zwei 
Gleichungen eine der Variabeln X, Y, Z eliminirt, folgendes 
System von Gleichungen hervor: 

cy — bs = a'Z — a" Y, 
c'y — Vi t = a"X — aZ , 
r"y — h"z ==» a Y — a'X , 
as — cx — h'Z — b"Y, 

(54) as — c'x = b"X — bZ , 

a"s — c x— b Y — b'X , 
bx — ay = cZ — e"Y, 
b'x — ay — r"X — cZ, 
b"x — a"y— cY — cX. 

Multiplicirt man die erste von diesen Gleichungen mit 
b'c'X, die zweitc danintcr stehende Gleichung mit bcY, und 
zieht die letztere von der ersten ab, so erhiilt man: 
ccy(b'X —bY) + bl/s(cY - c'X) 

= a'b'cZX -f- abcYZ — a"XY(bc -)- be). 
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(55) . . . 


Benutzt man zur Umformung des rechten Theiles dieser Glei- 
chung die Gleichungen (18) und des linken Theiles die Glei- 
chungen (54) und (16), so erhiilt man schliesslich : 

aa'a'yz -(- bb'b"zx -j- cc'c'xy 
= abcYZ + a'b'c'ZX + ab"c"XY. 

Wenn wir, statt von den Substitutionen (14) auszugehen, 
die Substitutionen (23) nehmen, so werden wir in gleicher 
Weise erhalten: 

aa'a'vw -f- bb'V'wu -|- cc'c"uv 
° ' ‘ ' = abcVW -f a'b'c'WU + ab“c"UV. 

Die beiden eben abgeleiteten Gleichungen (55) und (56) 
werden durch unsere Substitutionen wieder identische Glei- 
chungen. Die erste von ihnen beweiset den Satz: 

DieCoordinatenaxen zweier rechtwinkligen Sy- 
stems mit demselben Anfangspunkte liegen auf 
einem Kegel zweiter Ordnung. 

Denn man erhiilt die Gleichung des Kegels, auf welchem 
die sechs Coordinatenaxen liegen, wenn man einen der gleichen 
Ausdrilcke (55) gleich 0 sctzt In ahnlieher Weise geht aus 
der Gleichung (56) der Satz hervor : 

Die Coordinatenebenen zweier rechtwinkliger 
Systeme mit demselben Anfangspunkte bertlhren 
einen Kegel zweiter Ordnung. 

Wir scliliessen unsere Vorlesung mit zwei Bemerkungen, 
welche geeignet sind mehr Klarheit ilber den Zusammenhang 
der vielen, in dem Vorhergehenden hervorgehobenen, Formeln 
zu verbreiten: 

Es ist erlaubt, in alien aus den Substitutionen 
(14), (17), (22), (23) fiir rechtwinklige Coordinaten- 
system ehervorgeg an gene n Formeln folgendegleich- 
zeitige Vertauschu ngen zu machen: 

„ x, y , z-, X, Y , Z, 

„u, v, tv] U, V, W. 


(57) . . . 
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Da namlich durch diese Yertauschungen die geuanntcn 
Substitutionen nur in elnander iibergehen, so kbnnen die aus 
ihnen abgeleiteten Gleichungeu durch dieselbeuYertauschungcu 
ihre Giiltigkeit nicht verliereu. 


Es i s t erlaubt, in alien aus den Substitution en 
(14), (17), (22), (23) fiir rechtwinklige Coordinaten- 
sy steme hervorgegangenenForineln folgende gleieh- 
zeitige Vertauscliungen zu machen: 



y , 
y , 


£ ! u, v , w ; a, 

z-, V, V, W] h. 




r, r. 


Dcnu es geheu auch durch diese Vertauschungeu die Sub- 
stitutionen nur in einnnder ijber. 


Ncun/elinte Vorlesung. 

Transformation der Oberflachen zweiter Ordnung 
auf die Hauptaxen. 


Man hat in der seehszehnten Yorlesung gesehen, welclie 
Willkiir herr8cht in der Bestininiung eines Systemes harnio- 
nischer I’ole einer gegebenen Oberfliiche zweiter Ordnung. 
Diese Willkiir wird einiger Maassen beschrankt, wenn man 
einen der vier harmonischen Pole mit deni Mittelpunkt der 
OberHiiclie zusammeufalleu liisst, wodurch die drei anderen 
in das Unendliche vcrlegt werden. Die Verbindungslinien 
der im Unendliclien liegenden drei Pole mit dem Mittelpunkte 
der Oberfliiche sind conjugirte Durchmesser der Ober- 
flache. Wenn diese auf einander seukrecht stehen, so hat 
man die Hauptaxen der Oberfliiche. 

Dubs alle diese Bedingungen fiir die Hauptaxen sich er- 
fiillen lassen, kann man auf folgende Art einsehen. 

Beschreibt man um den Mittelpunkt der gegebenen Ober- 
flaehe zweiter Ordnung, welcher der Einfachheit wegen der 
Coordinatenanfangspunkt sein soli, cine Kugel mit einem 
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gegebenen Radius, so lint -man, da die Kugeloberfliiche auch 
eiue Oberfliiche zweiter Ordmmg ist, zwei gegebene Ober- 
fliichen zweiter Ordnung, fiir welche das beiden gemeinsame 
System harmouischer Pole nach Vorsclirift der sechszehnten 
Vorlesung bestimmt werden kann. Eiuer von diesen Polen 
ist der gemeinsame Mittelpunkt der beiden Oberfliiehen. Denn 
die Coordinaten desselben, als des Coordinatenanfangspunktes, 
geuiigen, unter den gemachten Voraussetzungen , den Glei- 
chungen (3) der sechszehnten Vorlesung, welch e das beiden 
Oberfliiehen gemeinsame System harmouischer Pole bestimmen 
in der Weise, dass die drei ersten Gleichungen von selber 
erfiillt werden, wiihrend die letzte Gleichung den Werth von 
k ergiebt. Die drei anderen Pole liegen in dein Unendlichen, 
weil jeder derselben harmonischer Pol des Mittelpunktes der 
Oberfliiche oder der Kugel ist. Erwiigt man nun , dass die 
Polarebene der Kugel immer senkrecht steht auf der Verbin- 
dnngslinie des Poles mit dem Mittelpunkte der Kugel, und 
dass die Polarebene eines jeden Poles aus einem Systeme har- 
monischer Pole immer durch die anderen Pole des Systemes 
gelit, so sieht man, dass die Polarebenen jener drei liarmo- 
nischen Pole im Unendlichen auf emnnder senkrecht stehen 
allein aus dem Grunde, weil sie Polarebenen einer Kugel siud. 
Diese Polarebenen schneiden sich in drei, von dem Mittelpunkte 
ausgehendeu, auf einander senkrecht stehenden, geraden 
Linien, die den Mittelpunkt mit den drei Polen im Unend- 
lichcn verbinden. Sie sind daher die Hauptaxen der gegebe- 
nen Oberfliiche. 

Das Problem der Hauptaxen einer gegebenen Oberfliiche 
zweiter Ordnung kommt hieruach darauf zuriick , das der ge- 
gebeneu Oberfliiche und einer Kugel, mit demselben Mittel- 
punkte als die Oberfliiche, gemeinsame System harmonischer 
Pole zu bestimmen. Dieses Problem ist in grbsserer Allge- 
meiuheit in der sechszehnten Vorlesung behandelt worden. 
Da man jedoch in dem vorliegenden Falle einen Pol des gc- 
meinsamen Systemes harmonischer Pole kennt, niimlich den 
gemeinsamen Mittelpunkt beider Oberfliiehen, so wird die im 
nllgeineineu Falle aufzulosende Gleichung J — 0 vom vierten 
Grade sich in dem vorliegenden Falle auf den dritten Grad 
reduciren. Es werden tiberdies noch Specialitiiten auftreten, 

IIesse, analyt. Geometric* <1. Rauincs. 2. Aufl. 16 
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die eine von dem vorhergehenden unabhiingige Bebandlung 
des Problemes wiinschenswerth macben. 

Nachdem wir auf diese Weise die Existenz der Haupt- 
axen einer Oberfliiche zweiter Ordnung aus einem allgemeine- 
ren Gesichtspuukte nachgewiesen haben, so wollen wir jetzt 
untersuchen, welche Form die Gleichung: 

f{x, y, z, 1) = 0 

einer Oberfliitlie zweiter Ordnung haben muss, wenn die Haupt- 
axen der Oberfliiche den Axen des rechtwinkligen Coordinaten- 
systemes, auf welches sich die Gleichung der Oberfliicbe bc- 
zieht, parallel sind. 

Der Mittelpunkt der Oberfliiche und die auf den drei 
Coordinatenaxen ini Unendlichen liegenden Punkte bilden ein 
System harmonischer Pole der Oberflache. Die Gleichungen 
der Polarebenen der drei letzten Pole sind: 

m= o, r(j/) = o, m = o. 

Da diese Ebenen aber den Coordinatenaxen parallel sein 
miissen, so darf in jeder dieser Gleichungen nur cine von 
den Variabeln vorkommen. Dieses triflft jedoch nur zu, wenn 
in der Gleichung der Oberflache die Producte yz, zx, xy fehlen. 
Es ist daher das Verschwindcn der drei Producte der Variabeln 
in der Gleichung der Oberfliiche die Bedingung, dass das 
rechtwinklige Coordinatensystem, auf welches sich die Ober- 
fliiche bezieht, den Hauptaxen der Oberfliiche parallel sei. 

Fasst man das Problem der Hauptaxen allgemein auf, 
um auch die Oberfliichen zweiter Ordnung ohue Mittelpunkt 
mit hereinzuzieheu , indem man verlangt, dass irgend ein 
Coordinatensystem bestimmt werde, dessen Axen den Haupt- 
axen einer gegebenen Oberflache zweiter Ordnung parallel 
sind , so liisst sich dasselbe rein algebraisch also ausdriicken : 

Die Substitutionen zu bestimmen: 
x — a X -|- a Y -f- a"Z , 

(1) y — bX -f- b'Y -f- h"Z , 

z — cX -J- c Y -f- c"Z , 
welche die Gleichungen: 
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(2) a? + y* + s 2 = X 2 + F 2 + &, 

(3) <p(x, y, z) = AX 2 + A, Y 2 + A 2 Z 2 


zu identischen Gleichuugen maclien, wenn: 

( 4 ) i, p(x,y,z)-=a o ^c i +a u ij' , +a i:i z t -\-2a l ,ye+2a Vi zx+2a 0t xy . 

Es wird hierbei vorausgesetzt , dass <p(x, y, s) die Summe 
der Glieder zweiter Ordnuiig sei in der Gleichung der Ober- 
flaehe zweiter Ordiiung fix, y, z, 1 ) = 0, von welcher die Rich- 
tungen der Hauptaxen zu bestiinmen sind. 

Um die Auflosung dieses algebraist-lien Problemes vor- 
zubereiteu, differentiiren wir die identiscbe Gleichung ( 2 ) nach 
den Variabeln X, Y, Z, wodurch wir erhalten : 

X — ax -f- b y -j - cz , 

(5) Y — a'x -f- b'y -|- cz , 

Z = a"x -j- b"y c"z , 

und bringen die aus diesen Gleichungen dureh Substitutionen 
von (1) sich ergebeuden Relationen ( 16 ) der vorhergehenden 
Vorlesung wieder in Erinnerung: 

a 2 -f- b' 1 -{- e 2 = 1 , an" -f- b'b" -)- c'c" = 0 , 

(6) . . o'* + IP + c' 2 = 1, a" a + V’b + cc = 0, 

rt "2 4- J" 2 + e" 2 = l, aa +bV - f cc = 0 . 

Die Differentiation der identischen Gleichung ( 3 ) nach 
der Variable X giebt: 

atp\x) -f btp'iy) -j- ctp\z) = 2 AX, 

welche Gleichung nach Substitution von ( 5 ) sich auch so dar- 
stellen liisst : 

xtp\a) + ytp\b) -f z<p'(c) = 2A (ax + by -f- cz). 

Diese Gleichung, welche unabhiingig ist von den YVerthen 
der Variabeln in ihr, zerfallt in folgende drei Gleichungen : 

(p'{a) — 2 A « , 

(7) g/(/;) = 2A b, 

rp\c) = 2A c. 

Da in diese Gleichungen nur die Vcrhiiltnisse a : b : c der 
zu bestinimenden Substitutions-Coefficienteu , welche die Stolle 
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von zwei Unbekannten vertreten, uud die Unbekannte A ein- 
gehen, so werden sich dureh dieselben die drei Unbekannten 
bestimmen lassen. Uni die geuanntcn Substitutions-Coefficien- 
ten selbst zu bestimmen, wird die erste Gleiebung (6) zu 
Iiilfe zu nehmen sein. 

Durch Differentiation der identischen Gleiebung (3) nach 
den Variabeln Y oder Z erhiilt man in gleicher Weise: 

qp'(o') = 2 A, o', <p'(a") = 2 AjO", 

(8) = 2A,6', <p\b") = 2 Aji>", 

tp’(c) = 2 A, c', <jp'(c") ■= 2 A 2 c", 

Gleicliungen von derselben Form, als die Gleickungen (7), aus 
welcken mit Zuziehung der zwei ten und dritten Gleiebung 
(C) in gleicher Weise die Werthe der Unbekannten des l’roble- 
mes sich ergebeu. Wir werden uns daher begniigen konneu, 
aus dem Systeme der Gleichungen (7), welches sich also dar- 
stellt: 

faoo - A) a + b -f (i ai c = 0 , 

(9) «io a + («n — *)b + 0| 2 c = 0 , 

o I() « + a,, b -f- (a, n — A)c = 0, 

die Wertlie der in ihnen cnthaltenen Unbekannten zu be- 
stiramen. 

Bezeichnet man mit A den Ausdruck: 



000 — 


«0I > 

a 02 

(10) . . . 

• • • d = a 10 , 

a ll ’ 

-1, 

0,2 


«20» 

®21 > 

a n — A 


( fl U0 (0|1 (0 22 A) -j- O 13 0 2 o0t)l "H 0 2 |0O2^!O 

(«00 (®ll ^) W 20 rt «2 ( a 23 ft 01 0)0 

und eliminirt aus (9) die Unbekannten o, b, c, so erhait man 
zur Bestimmung der Unbekannten A die kubische Gleiebung: 

( 11 ) J = 0 . 

Die Wurzelu der kubischen Gleichung miissen gerade die 
Werthe der Unbekannten A, A,, A 2 sein, denn auch die bei- 
den Systeme Gleichungen (8) fiihren auf dieselbe kubische 
Gleiebung zurilck. 

Wollte man nach Feststellung der Werthe der Wurzelu 
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der kubischen Gleichung z/ = It, von welcher das Problem 
der Hauptaxen abhiingt, die VerliiUtnisse von a : b : c aus /.wei 
von den Gleichungen (9) bestimmen, so wiirde das zu einem 
unsymraetrischen Eesnltate t'iihren. Wir werden deshalb die 
genuunten Verbiiltuisse aus je zwei von den Gleichungen (9) 
feststellen, uni die Resultate in symmetrischer Weise zu be- 
uutzen. 


Wir fiihren zu dem geuannteu Zwecke die Bezeiclinungen 

ein: 





4)0 ' — 

()J _ 
d(*oo 

(«n 


, — 

*) 





A 

i = 

ii 

^1 = 

(«J 3 

— *) («00 

— 

-l) 

- »l« 

(12) 



4„- 

II 

( rt IIO 

— A) (a M 

— 

*) 

'•lx 

Zt,2 = 

Ax 

= 

H 

dJ 

ca it 

1 cti„ } 

1 = 

^01^02 

0*00 

A) a, j 

= 

4)3 

= 

*( 

fij 

0 

+ |— 'I 

1 ca„) 

1 = 

a 21®»0 

K 

1 

A)«j# 

4ll = 

4o 

= 

*( 


+ 8a n ) 

| = 

(l / / •> | — 

(«., 

■> — 

4«0| 

Alsdann erhalteu 

wir 

aus (9) 

in der uugedeuteteu 

Weise 



a 

: b 

: c 

~ 4)» 

Ax 

• A 

• yi y 






a 

:b 

: c 

= 4o 

Ax 

: z/| 3 , 






a 

: b 

: c 

= A« 

<J. 2{ 

: 4 n . 





Multipliciren wir die linken Theile dieser Gleichungen respec- 
tive mit a, b, c, so erhalteu wir durch Vergleichung mit ihren 
rechten Theilen nach Einfiihrung eines zu bcstiiumendeu 
Multiplicators g: 

f i« 2 = z/ on , (ibc = 4, 2 , 

(13) = f itca=z/ w , 

pc 2 = J r , , (iab = z/ ol . 

Der Multiplicator wird bestimmt durch die Gleichung: 

f 1 — 4mi "I - 4l “H <4? > 

welche aus der Addition der drei ersten Gleichungen (lit) her- 
vorgeht mit Berucksichtiguug von (6). Der rechte Theil dieser 
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Gleielnmg ist nichts anderes, als der negative, nacli A geuora- 
mene, Ditlerentialquotient von A. Man hat duller: 


g = — 


d± 

dX 


Es liisst sieh abcr dieser Factor fi noch bequemer durch 
die drei Wurzelu der kubiscben Gleichung A = 0 ausdriicken. 
IJetrachten wir zu dicseni Zwecke die Grosse A in deni Aus- 
drucke A als eine variable Grosse, so liabeu wir unter der 
Voraussetzung, dass A„, A,, A., die Wurzelu der kubiscben 
Gleichung seien, identiscb: 

— A = (A - A„) (A — A,) (A — A,), 

uml daber: 

- d n = - A >) ( A ~ A ») + ( A - *■-•) (*-*») + ( A ~ A ») ( A - *.)• 

Setzen wir in dieser Gleichung A„ fur A, wodurck die beiden 
letzten Glieder der Gleichung verschwinden , und hiorauf, 
iudeui wir zu der ursprtinglichen Bedeutuug von A, der Wur- 
zel der kubischen Gleichung, zuriickkehreu,- A flir A 0 , so er- 
lialten wir: 

(14) f* = - -f(A - A,) (A — A,,)- 

Durch Multiplication zweier von den drei letzten Glei- 
chungeu (13) und Division durch die dritte wird: 


"IS 


ab 2 


itc* - , dt " , 

"01 


woraus sicli die gesuchten Wertlie der Substitutions-Ooefficien- 
ten ergebcn: 


JfO • Jot 
(* • Jit 


(15) 


a =v 

b -v 

c = 

r f* ■ 4>i 


Die Vorzeichen dieser Quadrat- Wurzelu sind so zu be- 
st immeu, dass sie deni zweiten Systeme Gleichungen (6) oder 
dem zweiten Systeme Gleichungen (13) von drei Gleichungen 
gentigeu. Geniigen die bestimmteu Vorzeichen den genannten 
Gleichungen, so geniigen ibneu die eutgegeugesetzten Vor- 
zeichen aueli. 
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Die Substitutions- Coeffieienten l', c’ oder a", b", c" 
erhiilt mau aus diesen Ausdrilcken (15), wenn man die Wur- 
zeln A und A, oder A und A 2 der kubischen Gleichung mit 
einander vertauscht. 

Bine kubische Gleichung kann entweder drei reelle Wur- 
zelu oder eine reelle und zwei imagiuiire Wurzeln haben. 
Hiitte die kubische Gleichung z/ = 0, auf welche das Problem 
der Hauptaxen fiihrt, zwei imagiuiire Wurzeln, so wllrde filr 
die Transformation der Oberfliicheu zweiter Ordnung auf dio 
Hauptaxen in diesem Falle die geometrische Interpretation 
der Substitutionen (1) ihre Geltung verlieren. Es ist daher 
folgender Satz von grosser Bedeutung: 

Die kubische Gleich ung A = 0, von welcher das 
Problem der Hauptaxen einer Oberfliiche zweiter 
Ordnung abhiiugt, hat nur reelle Wurzeln. 

Cauchy giebt folgenden Beweis des angefiihrten Satzes, 
der sich in glcicher Weise ausdehnen liisst auf diejenige Glei- 
chung A = 0, auf welche unser, auf mehr als drei Variable 
erweitertes, algebraisches Problem zuriickfiihren wiirde. Es 
ist dieses eine Gleichung, von welcher die Berechuuug der 
secularen Storungen der Planeten abhiiugt. 

Wenn die kubische Gleichung A = 0 eine Wurzel hiitte 
von der Form: A = p -f- qi, so miisste dieselbe Gleichung 
auch eine Wurzel haben A, — p — qi. Demnach wiirden die 
Grbssen a, b, c und V , c die Form haben : 

a = P + Q‘ , «' = P — Qi , 

b= 1\ + Q t i , b' = P, — Q t i, 
c = 1\ -f- Q.,i , c = P, — Q.i. 

Da aber zwischen den Grbssen a,b,c und a, //, c die Glei- 
chung Statt findet: 

ad -f- bb' -|- cc = 0 , 

so hiitte man : 

in + pi + pi + Qi + Qi + Qi = 0 , 

eine Gleichung, welche ausdrilcken wiirde, dass die Suinme 
der Quadrate von reellen Grbssen gleich 0 sei, was uumog- 
licli ist. 
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Das Bedenken, class unter den Quadratwurzelzeielieu der 
Ausdriieke (15) negative Grbssen stehen kiinntou , wird be- 
seitiget, weun man erwiigt , dass diesc Grosseu ihrer Zu- 
aam raensetzung nacli dasselbe Vorzeichen liaben und dass 
a- + h' -f- c ! = 1. 

Setzt man in deni Ausdriieke A in (LO) die Grbsse A 
gleich 0, so gelit. derselbe in den Ausdruck I) (13) der drei- 
zehuten Vorlesung liber, dessen Verscliwinden die Bediuguug 
ist, dass die Oberfliiehe zweiter Ordnung, urn welche es sich 
iiandelt, keineu Mittelpuukt babe. Man kaun daher sagen : 

Die B edinguug, dass eine Oberfliiehe zweiter 
Ordnung keinen Mittelpuukt habe, fiillt zusauimen 
mit der Bediuguug, dass die kubische Gleichung, 
von welcher die Hauptaxen der Oberfliiehe abhiiii- 
• gen, eine VVurzol gleich 0 habe. 

Wie auch die Gleichung der gegebenen Obertliiche zwei- 
ter Ordnung beschaffen sei, im Falle die Oberfliiehe eineu 
Mittclpunkt hat, wird man sie durch Verlegung des Coordi- 
natenanfangspunktes in den .Mittelpuukt, auf die Form bringeu 
konnen, in welcher die Glieder der ersten Ordnung felilen. 
Durch Veriinderung der Richtuug der rechtwinkligen Coordi- 
nateuaxen kaun man sie zuriickfiihren auf die Form: 

(16) Hx* + A,?/ 2 + + <J = 0. 

Hat dagegen die Oberfliiehe zweiter Ordnung keinen Mittel- 
punkt, so kanu man die Gleichung derselben durch Ver- 
iinderung der Richtung der rechtwinkligen Ooordinateuaxeu 
zuriickfiihren auf die Form : 

^i2/ J + + nx -f- (ly -f- yz -(- S = 0 , 

und durch nachtriigliche Veriinderung des Coordinatenanfangs- 
punktes auf die Form: 


(17) + V l + ax = 0, 

oder, wenn A, — 0 ist, auf die Form: 

(18) A./ 2 + «x + fin = 0. 


Nach den Vorzeichen der in diesen Gleichungen enthal- 
teneu Constanteu unterscheidet man die verschiedenen Ge- 
schlechter der Oberfliicheu zweiter Ordnung: 
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Das Ellipsoid: 

( i9 > i+t+i-i-* 

Das imaginare Ellipsoid: 

c») j+f+5 + i=«- 

Das Hyperboloid mit einer Mautelflache: 

(21) . . ~ 4- — ** 1—0 

v ' <i* ' 6* c* 

Das Hyperboloid mit zwei Mantelflachen: 

( 22 > S-S-5-i-o. 

Der reelle Kegel: 

r* «v* «t 

(23) s + sr-?- 0 ' 

Der imaginare Kegel: 

w----v S+S+S-& 

Die Oberfliichou zweiter Orduung obne Mittelpunkt unter- 
scheiden sicli wie folgt: 

Das elliptische Paraboloid: 

(25) g + £-«* = 0. 

Das hy perbolische Paraboloid: 

(26) ....... ft’ — ~i — «* = 0. 

Der parabolische Cylinder: 

(26)* e* -f ax + py = 0. 


Zu erwahnen ist noth der Fall, wenn in den Gleichun- 
gen (21) und (22) der Coefficient J versehwiudet. In diesem 

Falle stellen die genannten Gleichungen einen elliptischen 
Cylinder und einen hyperbolischen Cylinder dar. 

Die Namen dieser Oberflaclien sind hergenoninien von 
den Kegelschnittcn, in welchen die auf den Hauptaxeu senk- 
recht stehenden Ebeneu die Obcrfliiclien scbneiden. Man muss 
diese Sclmittcurven studireu, um eiue Anscbauung zu erlialteu 
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von den verschiedenen nmnentlich aufgefUlirten Oberflachen 
zweiter Ordnung. 

Man brauclit die Gleichungen der Oberflachen zweiter 
Ordnung nicht auf diese Formen zuruckfubren, um die ver- 
schiedenen Geschlechter zu erkennen. Denn da die kubische 
Gleichung A = 0, von welclier die Hauptaxen der OberHiiche 
nbhiiugen, nur reelle Wurzeln hat, so giebt die Eutwicke- 
lung der kubischen Gleichung nach Potenzen der Unbekann- 
ten in ihr Aufschluss hieruber. 

Haben namlicli alle Glieder der kubischen Gleichung das- 
selbe Vorzeichen, oder haben die auf einander folgendeu 
Glieder abwechselnde Vorzeichen, so ist die Oberfliicke eines 
der beideu Ellipsoide. Im anderen Falle ist die OberHiiche 
eines der beiden Hyperboloide. Kommt nocli die in der vier- 
zehnten Vorlesung entwickelte Bedingung fiir den Kegel hinzu, 
so ist die OberHiiche in dem ersten Falle ein imaginarer Kegel, 
in deiu zweiten Falle ein reeller Kegel. Haben die auf ein- 
auder folgenden Glieder der quadratischen Gleichung, auf 
welche die kubische Gleichung J = 0 im Falle der OberHiiche 
ohne Mittelpunkt zuriickfiihrt, gleicbe oder abwechselnde Vor- 
zeichen, so ist die OberHiiche ein elliptisches Paraboloid, in 
jedem anderen Falle eiu hyperbolisehes Paraboloid. Fiir den 
pnrnbolischen Cylinder reducirt sich die kubische Gleichung 
J ~ 0 auf eine Gleichung des ersten Grades, indent zwei 
Wurzeln derselbeu verschwindcn. 

So einfach auch die in (15) angegebeuen Werthe der 
Substitutions - Coefficieuten a, b, c sind, so nehmen sie doch 
eine wenig iibersichtliche Gestalt an, wenu man die Werthe 
(12) und (14) substituirt. Wir fiihren deshalb statt derGOon- 
stanten in der Function tp(x, y, z ) 6 neue Constanten ein, 
indent wir setzen: 



®0* 

«lt 

li 

e 

si 

PS 

«00 

= «0 > 

(27) . . . 

a lt **10 

“to 

«** 

ii 

PS 


= , 



ii 

■St 

u 

PS 




**01 

Wei 



Die drei ersten Ausdrileke kbunen wir in der That gleich 
Quadraten setzen , weil dieselbeu ihrer Zusammensetzung nach 
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dasselbe Vorzeiclien haben. Hiitten sie siimmtlich das negative 
Vorzeichen, so mlisste man in der Gleichung der Oberfliiche 
alle Glieder mit — 1 multipliciren , urn sie positiv zu maehen. 

Durch Einfuhrung dieser neuen Constanten in (15) nehmen 
jene Ausdriieke die eiufachere Gestalt an: 


(28) 


wenn man setzt: 
(29) .... B = 


A«JL 

« 0 + A ’ 
A 


/ («» 4- A) ( g i -f~ A ) (<*> 4- ai 
y (A — A,) (A — A.) 

Eincn noeb grosseren Vortheil erlangt man durch Ein- 
fiilirung tier seehs neuen Constanten in die kubisclie Gleieliung 
<4=0, welche dadurch folgende einfaclie Gestalt gewinnt: 

J 

(30) 


(«„ + A) (or, + A) («, + A) 

IV , , 

«0 + a ' ot, + A ' a, + A 


: 0 . 


L)enn beachtet man den Wechsel des Vorzeicbens ties 
liukeii Theiles der Gleichung, wenn man A von -|- oo bis — oo 
abnehmen liisst, indem man voraussetzt, dass: 


(31) «o > “i > «s > 

so sieht man, dass die Wurzeln der kubischen Gleichung 
zwischen den Grenzen liegen: 

die grosste Wurzel A zwischen -{- 00 und — «. 2 , 

(32) . . die mittlere Wurzel A, zwischen — ct., und — «, , 

die kleinste Wurzel A 2 zwischen — «, und — 

Diese Feststellung der Grenzen von Jacobi, iunerhalb 
welcher die Wurzeln der kubischen Gleichung J = 0 zu suchen- 
sind, macht nicht allein den von C a u c h y angegebenen Be- 
weis der iiealitat der Wurzeln iiberfliissig, sondern crmbg- 
lichet auch ein tieferes Eingehen in einen Ausnahmcfall , den 
wir bisher ganz unberiicksichtiget gelasseu haben. Wir haben 
den Fall im Auge, wenn zwei Wurzeln A und A, tier kubi- 
schen Gleichung einauder gleich sind. 
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In diesern Falle wiril der Ausdrutk (29) fur 7/ unendlich 
gross, und init ihm auch die Ausdriicke (28), welche aus der 
Aiifldsuiig der linearen Gleichungeii (9) hervorgegangen sind. 

Eiu solck uiierwartete8 Unendlichwerden der Werthe vou 
Unbekaiiuten in einem besondcren Falle pflegt ein Zeichen 
zu sein, dass die Werthe der Unbekannten aus Gleichungen 
berechnet worden sind, welche in dem besonderen Falle nicht 
unabhangig von einauder sind, und sich daher zur Berech- 
nung der Unbekannten nicht eignen. Wir werden in deni 
vorliegenden Falle diesem Umstande niiher nachzuforschen 
haben. 

Wenn die Wurzeln der kubisehen Gleichung A und A, 
einauder gleieli sind , so kann , wie aus der Bestimmung (32) 
der Grenzen der Wurzeln ersichtlich ist, die gleiehe Wurzel 
nur den Werth haben — a r Dieser Werth der Wurzel, in 
die kubische Gleichung (30) gesetzt, giebt: 

/V («i — « 2 ) («n — « 2 ) = 

Es ist daher mit Riicksicht auf (31): 

«2 = «i- 

Bemerkt man f'erner, dass der in (30) dargestellte Ausdruck 
fiir zJ zwei gleiehe Factoren A k 2 haben muss, so sieht 
man, dass auch: 

a, = « 0 . 

Die kubische Gleichung z/ = 0 hat daher nur unter der 
Bediugung zwei gleiehe Wurzeln, dass: 

«o = «i = a i> 

und die gleiehe Wurzel ist: 

(33) . . . . A = A, = — « 0 = — a, = — «j. 

Denn wenn die zwei kleinsten Wurzeln der kubisehen Glei- 
chung einauder gleichsind, so konnnt man mit Vertauschung 
der Wurzeln in gleicher Weise zu demselben Resultat. 

Setzt man nun, um fiir den Fall zweier gleichen Wur- 
zeln eine Eiusicht zu gewinuen in die Natur der Gleichungen 
(9), aus welchen die Werthe der Substitutions-Coefficieuten 
a,b,c in (28) hervorgegangen sind, in die drei Gleichungen 
(9) der Reilie uach fiir A die gleielien Werthe: 
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— «u> — «i, — «2> 

so sieht man aus ihnen , mit Beriicksichtigung der drei letzten 
Gleichungen (27), folgende drei Gleichungen hervorgelieu : 

A. J « + °oi ^ + (, oi c — o , 

«io« + fV& +a,jC = 0, 

-f- b -f- /Jj’c — 0. 


Diese drei Gleichungen konimen aber durcli Substitution der 
Werthe von /3„ 2 , /J, J , (i 2 - aus (27) zurUck auf die eine Gleichung: 


(34) 



Ebenso reduciren sich in dem vorliegendeu Falle die drei 
ersten Gleichungen (8) auf die eine Gleichung: 



Die drei letzten Gleichungen (8) dagegen, welche der 
dritten ungleichen Wurzel X., entsprechen, lasseu sich auf die 
im allgemeinen Falle angegebene Weise behandelu. Aus ihnen 
ergeben sich schliesslich die Werthe der Substitutions -Coef- 
ficienten a", b", c", die man aus (28) durch Vertauschung von 
X mit erhiilt, in der Form: 

«" - A,, b" = «/!,, c" — fi/3 2 

(36) _ v c „ _ . . 

Uj| f <lto 1 a (JI 


Wenn wir nun auch in dem Falle ungleicher Wurzeln 
der kubischen Gleichung die Verhiiltnisse der Substitutions- 
coefficienten a : b : c aus je zwei Gleichungen (7) utid die Ver- 
haltnisse von a : b ' : c aus je zwei Gleichungen des ersten 
Systemes (8) bereclinen konnten, so hort diese Berechuung 
doth auf in dem Falle, dass X = X lr in welchem das System 
Gleichungen (7) sich auf die eine Gleichung (34), und das 
erste System Gleichungen (8) sich auf die eine Gleichung (35) 
reducirt. Die Formeln (28), in welchen diese Berechnung 
in dem vorliegendeu Falle erzwungen ist, mitssen deshalb 
illusorisch werden. 

Wenn X — X,, so hat man zur Bestimmung der 6 Sub- 
stitutions- Coefficienten a, b, c und a, V, c nur 5 Gleichungen, 
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natulich die Gleichungen (34) und (35) iu Verbindung mit 
den drei Gleichungen: 

a* + V -f c 5 = 1 , 

(37) «' J + &' 5 + c* = 1 , 

r/«' -f- ?>// -f- cc' = 0 , 

welchen 5 Gleichungen man auf unendlich viele Arten gentt- 
gen kann. Die Substitutious-Coefficienten a", h", c" sind be- 
stimnit durcli die Gleichungen (3G) in Verbindung mit der 
Gleiehung: 

(38) a "i + ir-- f- c" 2 = 1 . 

Bei dieser Bestimmung gelit aber die Function cp (r, y, z) 
durcli die Substitutionen (1) iiber in: 

und die Oberfliiche zweiter Ordnung, um welclie es sicli han- 
delt, ist eine Rota tions-Oberfl ache. Denn fiihrt man 
die Gleiehung der OberHiiche durcli Verlegung des rechtwiuk- 
ligen Coordinatensystemes auf eine der unter (19) bis (26)* 
angegebeneu Formen zuriick, so sieht man, dass jede Ebene ; 
welclie senkrecht steht auf der, der ungleichen VVurzel ent- 
sprechenden , Coordinatenaxe, die OberHiiche in einem Kreise 
schneidet, dessen Mittelpunkt in dieser Coordinatenaxe liegt, 
Es ist hiernach die Bedingung, dass eine durch ihre 
Gleiehung in rechtwinkligen Punktcoordinaten gegebene Ober- 
fliiche zweiter Ordnung eine Rotations-Oberfliiche sei, folgende: 

(39) « 0 = «i = « 2 - 

Wenn die kubisclie Gleiehung A = 0 drei gleiche Wur- 
zeln habeu soil, so muss ersteus die Bedingung (39) erfiillt 
werden, und da sieh der durch (30) gegebene Ausdruck von 
A in drei gleiche Faetoren zerlegen lassen muss, so folgt 
daraus noch die Bedinguugsgleichung: 

A , 2 + /V + A / 2 - o, - 

wclche in die drei Gleichungen zerliillt: 

fid — ft I = Al = ** 7 

oder, wenn man vennittelst (27) auf die ursprdnglichen Con- 
stanten der Function rp(.r, y, z ) zuriiekgeht: 

(40) n n = = 0. 
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Diese Gleiehungen driicken aus, dass die Function <p{x,y,z) 
schon die Form habe, auf welche sie in dem allgenieinen 
Falle zuriickzufiihren ist. 

Die Gleiehungen (39) nnd (40) sind die Bedingungen fur 
die Kugel. 

Wenn man schliesslich an Stelle dcr G Constanten in die 
Function q>(x, y, z) die neuen Constanten durch (27) einfiihrt, 
so stellt sich dieselbe also dar: 

(41) <p ( x , y, z) = (p n x -f + P'/Y — (a,,^ + «i«/' + «^ 2 ). 

Hiitte man diese Form der Function <p(x, y, z) statt der Form 
(4) gleich am Anfange gewiihlt, so wurde man mit uber- 
raschender Einfachheit die Liisung des Problemes gefunden 
haben. Diese Losung des Problemes der Hauptaxen der Ober- 
fliichen zweiter Ordnung werden wir mit grosserer Ausfiihr- 
lichkeit in der zweiundzwanzigsten Vorlesung wieder aufneli- 
men , nachdem wir zuvor als Einleitung dazu das. leichtere 
Problem der Hauptaxen der Curveu zweiter Ordnung in ana- 
loger Weise behandelt haben werden. 

Es sei noch erwiihnt, dass das behandelte algebraische 
Problem sich als Maximunis- oder Minim urns - Aufgabe auf- 
fassen liisst: 

Die Werthe der Variabeln zu bestimmen, welche 
eine gegebene homogene Function <p(t, y, z) zu einem 
Maximum oder zu einem Minimum machen, wenn 
zwischen den V ariabeln die Bedingungs-Gleichung 
3? + y* + z 1 — 1=0 statt findet. 

Denn, wenn man nach den bekannteu Regcln der Differen- 
tialrechnung die, die Werthe der Variabeln bestimmenden, 
Gleiehungen aufstellt, so wird man finden, dass sie auf die 
behandelten Gleichimgen hinauskommen. 
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Z wan zi gate Vorlesung. 

Transformation homogener Functionen 
zwoiter Ordnung durcli linoare homogene 
Substitutionen. 


Gcometrische Probleme haben in den letzten Vorlesungen 
nnf ein und dasselbe algebraist-lie Problem gefiihrt, der Trans- 
formation homogener Punctionen der zweiten Ordnung durcli 
lineare Substitutionen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variabeln. Wir werden gegenwiirtig das nlgebraisehe Pro- 
blem wieder aufnehmen, indeni wir die Zahl der Variabeln 
uubeschriinkt lassen. 

In dieser Absicht werden wir damit beginnen, Relntionen 
zu entwickeln, welche zwischen den Coefficienten linearer 
Substitutionen und den Coefficienten in ihren Auflbsungen auf- 
treten. Wir werden zweitens auf Eigenschnfteu linearer Sub- 
stitutionen aufmerksam machen, welclie eine gegebene homo- 
gene Function der zweiten Ordnung transformiren in einen 
Ausdruck, der nur die Quadrate der neuen Variabeln enthalt. 
Wir werden drittens die linearen Substitutionen bestimmeu, 
welche zwei gegebene homogene Punctionen der zweiten Ord- 
nung auf dio Quadrate der neuen Variabeln zurllckftlhren. 

Es stelle: 

(0 X x = «; + a i + 

ein System von (n -f- 1) linearen Gleichungen vor, indem x 
die Werthe babe 0, 1 , . . . Durcli Auflbsung dieses Sy- 
stemes Gleichungen nach den (n -f- 1) Variabeln x erhiilt man, 
wie man in (17) und (21) der siebenten Vorlesung gesehen 
hat, Gleiehuugen von derselben Form rficksichtlich der Varia- 
beln X : 

(2) *. = « + « + 5 X. • 

Mit diesen linearen Substitutionen bringen wir in Ver- 
bindung ein zweites System linearer Substitutionen von der 
Form : 

(3) Y , = «S % + 1 .V, + <n Vn’ 
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uus welcheu nach (22) und (18) der siebenteii Vorlesung fol- 
gende Auflosungen hervorgeben: 

(4) . . . . y, = al F, + r, + a ; Y . 

Zwischen den Coefficienten a und e in diesen Substitu- 
tionen miissen , weil di&'einen die audereu bedingen, mannich- 
faltige ltelationeu Statt linden. Von diesen Relationen wer- 
den wir die gebriiuchlichsteu entwiekeln. 

Setzt man die Ausdriieke (1) in (2) und (4) in (3) und 
vergleicht die Coefficienten gleicher Variabeln, so erbalt man: 

0 — < 4- «i 4- 

1 = (U , < + <\ a l + 

to) 

0 — e; + <? of + a l n , 

> — *£«; + <? ffr+ 

Multiplicirt man die beiden Determinanten: 



1 

1 w o> 

a °l* • 

. . cfi 1 

n 1 

K» • 

. . t° 

n 

(6) 

A ' a v f 

A = \ ... 

a\, . 

. . a 1 

" i 

t*3 

tl 

: a 

. . e l 

n 


i 

a i> • 

. . a" 

n 

! e n t n 
^0 * ’ * ‘ 

. . e n 

n 


mit einander und stellt das Product nach (31) der siebeuten 
Vorlesung als eiue Determinaute dar, so erbalt man mit Rilck- 
sicht auf (5): 

1 , 0 , 0, ...0 I 


A E = 


0 , 1 , 0 , 


0 


I 0, 0, 0, ... 1 ! 

eine Determinante , welche mit Rilcksiclit auf (14) der sieben- 
ten Vorlesung sich auf die Einbeit reducirt, so dass man hat: 

(7) AE°~ 1. 

Man hat feruer die Gleicbung: 

(8) X a Y 0 +X l Y ) + ...X.Y 1I = x$ 0 + x t y t + . . . x H y», 

welche durcb die Substitutioneu (1) und (3) oder (2j und (4) 
eine identische wird. Denn macbt man die genannten Sub- 

Hjmsc, aualyt. Geotnetr. d. Riamei. 2. Aatl. 17 
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stitutionen und vergleicht beide Seiten der Gleichung mit 
oinander, so erhiilt man die Gleiehungen (5). 

Uiese Gleichung (8) bleibt auch eine durch die Substi- 
tutioncn identisehe, wenn man sowohl ihre linke , als ill re 
rechte Seite zur mten Potenz erhebt. Hierdurch erhiilt man 
mit Anwendung des polynomischen Lehrsatzes: 


2 Y { )°‘ ...{X n Y n ) a " 

= 2 (**)*(*, </,)“' • • • 


wenn man der Kilrze wegen setzt: 

TI(in) =1-2 m 

C^a,...a n = n(a 0 ) n(a { ) . . . . n(a n ) 

und annirnmt, dass a g , a , . . . «„ alle gleichen und ungleiehen 
Zahlen 0, 1 , 2 ... m bedeuten, dereu Summe ist: 

(10) «o + «i + 


Mit Unterdrttckung des Factors II (m) in jedem Gliede 
der genannten Gleichung und Aenderung der Factorenfolge 
liisst sicli dieselbe bequemer so darstellen: 


(11)... 


2 - a — ' X ^ X °‘ X?. 7? Y?... Y° n * 

a, . . . </„ 


2 7 * 


(Jo,, a, . . . ( 


■ Xo Xi . . . x„ .y^yi 


y* 


In der Entwickelung des Productes: 


y? Vi • • • y* n 


nach den Variabeln Y werden wir, indem wir annehmen, 
dass /9„, . . . [i„ gegebene Zahlen seien aus der Keihe 0 1 ... n, 

deren Summe ebeufalls gleich m ist, den Coeflicieuteu des 
Productes : 


bezeichuen mit: 


. . . r*» 

0 1 n 

n a 

'- / o, I a, ...a- • 


Ebenso werden wir in der Entwickelung des Productes: 


x?xt' . . . a-"" 
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nacli don Variabeln A' den Ooefficienten des Productes: 


bezeichnen mit : 


C, 




V 

a., a, . . . J J a, a, 


wodurch die Grossen A„ „ n als Functionen derSubstitutions- 
coefficienten a uud die Grossen . . . „ n als gleichartige 

Functionen der Substitutionscoefficienten r defiuirt sind. 

Denkt man sich nun die Gleichung (11) nach Potenzcn 
und Producten der Variabeln Y entwickelt, so wird der Coef- 
ficient des Productes Y(j° Y%‘ . . ■ in deni liuken Theilo 
der Gleichung sein: 


jfX? 




C fi.fi, -fin 

Um den entspreclienden Coefficienteu in dein rechten 
Theile der Gleichung (11) zu erlialten, wird man in dersel- 
ben fiir das Product «/"■ . . . y** nur zu setzen haben . . . a„ 


A K a,...a n , wodurch man erhiilt: 


2,’ A a 


ot, a, a 


Da aber die genaunten beiden Coefficienteu in der Glei- 
chung (11) einauder gleicli sein miissen, so hat man: 


( 12 ) . 


x^xf' ...x£» 

o t 2_ y A 

L fi.fi,... fin 


vOn 

(i i 


. x“» . 


In gleicher Wcise erhiilt man aus (11) durch Entwicke- 
lung nach den Variabeln X: 


(13) 


yfi.. yfi, . . y fin 
0 1 

C fi.fi,.. 


= ZE a 


y“y°' 


Man kann hiernach die vorausgeschickte Definition der 
Grossen A und E aufgeben und sie als Entwickelungscoef- 
ficienten in den Gleicliungeu (12) uud (13) definiren, wobei 
es sich wieder herausstellt, dass die einen aus den anderen 
liervorgehen durch die Vertauschung der Buchstaben a und e. 

Behalt man aber die erste Definition der Grossen A und E 
bei, entwickelt die Gleichung (12) nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabeln X und setzt in der Entwickelung die 

17 * 
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Coefficienten lies Productes Xjf' X'f' . . . X‘* n uuf beiden Seiten 
der Gleichung einander gleich, so erhiilt man: 

(14) ... p- — ^ = X C a „ a, ... a n • Aa^ u, ... a n • a, ... a n I 

welclie Gleichung man auch erhalten haben wiirde, wenn man 
die Gleichung (11) nach den Variabeln X und Y eutwickelt 
und die Coefficienten des Productes Xf^X^' ... X* 1 * . Y**“ Y?' ... Y 1 ** 

0 1 n 0 1 n 

auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich gesetzt hiitte. 
Dieses Resultat driicken wir kurz so aus: 

(15) . . . Wenn die ganz willkiirlich gebildeten Sub- 
stitutionen (1) den Ausdruck: 

X?‘ X<*‘ ... XP" 

0 I n 

( >./».•••/»« 

transformiren in (12), und wenn die von (1) abliiin- 
gigen Substitutionen (3) den Ausdruck: 

rf yf' . . . 

transformiren in (13), so findet unter der Bezeich- 
nuug (9) zwischen den Entwickelungscoefficienten 
A und E die Gleichung (14) Statt. 

Wenn die Substitutionscoefficienteu a den ihnen entspre- 
chenden Substitutionscoefficienten c gleich werden, und es 
giebt solelie Substitutionen , wie wir im nachsten Abschnitte 
unserer Vorlesung zeigen werden, so werden auch die Ent- 
wickelungscoefficienten A und E einander gleich, und die Glei- 
chung (14) geht dann ilber in: 

(1®) " • • Cf^’.T7p n ~ 2C a .* l ...a n 'Aa a a l ...a % . 

Es ist diese Gleichung (16) offenbar eine Erweiterung 
der Gleichung (33) in der achtzehnten Vorlesung und darum 
die Gleichung (14) auch. In specicllen Fallen tritt dieses 
noeh auffallender hervor. 

Setzt man namlicli n — 2, m = 2 , ff„ — 0, ft, — fi t — \ , 
so erhiilt man durch Entwickelung von (12): 
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(17) ^200 -^020 a l* ) *^002 a 7~ 9 

Aon^iW+atW, A io r <*iW+"oW> ^ito^W+W. 
woraus die entsprechenden Grossen E hervorgehen, wemi 
man den Buehstaben a in c verwandelt. Auf Grimd von (14) 
bat man nun die mit (43) in der achtzehnteu Vorlesung eor- 
respondirende Gleichung : 

(18) . . . 1 = 2 (^4^ 00 -j- A- irili EQ2n “I” Aqq-> Eqq^) 

*(■ -^ 011-^011 “1" A m E m -)- A m E uu . 

Setzen wir n = 2, m = 3 und /? 0 = /3, = /S 2 = 1, so er- 
halten wir aus der Gleichung (12): 


-^300 

■ (I ^ n 1 n ^ 

Cty Wy %*Q f 

^1)3(1 

= 

a, 

»a, 

«. 2 

9 

■“00S 

= rt 2 ° a 2 1 Oj 7 , 


A[20 

= «0°«1 


+ 

«0 

«t 2 

«l° 

+ 

«o 2 «i 

o n 1 

“1 i 


A\Q2 

'"n 

w o 

Q 

II 

«2 2 

+ 

«0 

«2 2 

©2° 

+ 

«0*«2 

° a 2 l > 

(19) 

A 012 

II 

o 

N5 

a 2 J 

+ 

a. 


< 

+ 

a 2 a. 

°n 1 
u 2 > 

■^210 

= O| 0 «o 

«o 2 

+ 

a, 

V 

«o" 

+ 

«, 2 a« 

0/i, 1 
a 0 ) 


■^201 

= «2 ft «o’ 

< 

+ 

«2 

«0 2 

< 

+ 

a 2 2 °0 

On 1 
a 0 ) 


Aqh 

= a/a, 1 

°i 2 

+ 

<h 


< 

+ 

«2 2 «l 

°«l'f 

Am — 

a 0 °a l 'a 


2 a 2 

' + 

a» 

V 

a 2° 

+ «u'V 

«2 2 + «0 2 «l" a 2 


+«„*«. v\ 


woraus wieder die entsprechenden Grossen E hervorgehen, 
wenn man den Buehstaben a in e verwandelt, und die Glei- 
chung (14) geht iiber in die mit (47) der achtzehnteu Vor- 
lesung correspondirende Gleichung: 


( 20 ) . 


1 — 0 ( -V)oo^ J :j<)0 ~t~ Aq 

fA IV) E, 

I AhqEj 


+ 2 




20 “H A l0i E l02 -f- A ol ?E un 


0 " f “ -^ 201-^201 


"i" -^003-^003 } "f" -'^111-^111 
-)- -dozi^hniJ 


Man wird bereits bemerkt haben, dass dieser erste Theil 
der gegenwartigen Vorlesung nichts weiter bezweckt, als eine 
Ausdehnung der in der achtzehnteu Vorlesung vorgetragenen 
Formeln und Lehrsatze. Bs bleibt darum noch iibrig, eine 
Gleichung oder einen Satz zu entwickeln, welche als Verall- 
gemeinerung der Gleichung (39) oder des Satzes (40) in jener 
Vorlesung zu betrachtcn sind. Da wir jedoch von dieser Ent- 
wickelung keinen weiteren Gebrauch machen werden, so 
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wollen wir uus damit begniigeu, den Weg anzugeben, auf 
dem man das Verlangte erreicht. 

N im nit man zu diesem Zwecke an, dass /)„ , l>, . . . b„ ge- 
gebene Zahlen scion aus dor Itcilie 0, 1 . . . n, deren Suuime 
glcich in, wio die Zablen (i„, jcdoch irgend ver- 

sebieden von den letzteren, entwickelt die tileichung (12) nacli 
Potenzen und Producten dor Variabeln A and setzt. in dor 
Eutwickelung die Coefficients! des Productes A*' A*' ... A*" 
auf beideu Seitcn der Gleichung einaiider gleich, so wird der 
Coefficient in deni linken Theile dor Gleicbung gleich 0 und 
man erhiilt dadurch die Erweiterung der Gleichung (159) aus 
der achtz,ehnten Vorlesung fiir beliebige liueare Substitutionen. 
Eine iihnliche Gleichung wiirde man aus (13) erhalten, wenn 
man diese Gleichung nach Potenzen und Producten der Va- 
riabeln Y entwickelte und die Coefficieuten des Productes 
I'*" y*' ... y*« auf beiden Seiten der Gleichung gleichsetzte. 

Ein besonderes Gewieht legen wir nur auf den Satz (15), 
von dem wir noeh in dieser Vorlesung Gebraucli macheu 
werden und auf dessen Specialisirung in (34) der achtzehuten 
Vorlesung, auf welche wir bei Gelegenheit der liotutions- 
llachcn zweiter Ordnuug und der Kreisschnitte derOberfliichen 
zweiter Ordnung zuriickkomiuen werden. 


Die Substitutionen (1) wareu bisher gauz willkiirliche, 
denn die Substitutionscoefficienten n konnten irgend welche 
Werthe haben. Die Substitutionscoefficienten e in den auf- 
gelosten Gleichungen (2) waren durch sie bestimmt. Man kanu 
aber auch die Substitutionscoefficienten c in (2) als die will- 
kurlichen betrachten und die Substitutionscoefficienten a als 
bestimmte Functionen der ersteren. 

Diese Willkurlichkeit werden wir fortau beschranken, in- 
dem wir festsetzen, dass die Substitutionen (2) eine beliebig 
gegebene homogene Function f(x 0 ,x t ,...x n ) der zweiten 
Ordnung transformiren in die Form : 

(21) f(x o, x u x H ) = n 0 XJ + gjA, 2 + ,u„ A„ 2 . 
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Dass die (if -(- 1)’’ Substitutionscoefficieuten e sich wirk- 
lich bo bestitnmen lessen, dass durcli Einsetzung der VVertbe 
von x 0 , x t> . . . x„ hum (2) die Gleichung (21) eine identisehe 
wird, ist leicht ersiehtlich. Denn setzt man nach der Sub- 
stitution die Coefficienten der Potenzen uud Producte gleicher 
Variabeln auf beideu Seiten der Gleichung eiuander gleieli, 

so erha.lt man nur (!L+ D (« + *) Bedingungsgleichungen zwi- 
schen den (« -)-l) (n -)- 2) unbekannten Grossen c und ft, 
wodureh diese Grossen nicht bestimmt sind. Man kann daher 
unendlich viele Substitutiouen (2) bilden, welehe der gemach- 
ten Forderung geniigen, selbst wenn man die (u -{- 1) Grossen 
ft als gegebene betraehtet. 

Dieselben Bedingungsgleiehungen in einer 

anderen Form erhiilt man auch, wenn man die Substitutionen 
(1) in (21) macht und die ' Coefficienten der Potenzen und 
Producte gleicher Variabeln auf beiden Seiten der Gleichung 
eiuander gleich setzt. Denn in diesem Falle wird die Glei- 
chung (21) eine identisehe in Riicksicht auf die Variabeln x, 
wie dieselbe Gleichung durcli die Substitutionen (2) eine iden- 
tisclie Gleichung wurde in Itiicksicht auf die Variabeln X. 

Denkt man sich mm diese Gleichung (21) (lurch die Sub- 
stitutionen (1) zu einer identischen gemacht und differentiirt 
nach x x , so erhiilt man: 

(22) \t\x„) = a," ft,, X„ -f ft,’ ft, X, -f- n,"ft, X n , 

eine Gleichung, welehe, da x die Werthe hat 0, 1, 2 . . n, 
ein ganzes System von (it -(- 1) Glcicbungen repriisentirt. 

Diese Gleichungen sind als eine Folge der Substitutionen 
(1) oder (2) zu betraehten, welehe die Eigenscliaft lniben, 
die Transformation (21) zu vollfGhren, und umgekehrt sind 
auch die Gleichungen (1) oder (2) eine Folge dieser Gleiehun- 
gen. An Stelle der lielatioueu (1) oder (2) zwisehen den 
Variabeln x und X, welehe die Gleichung (21) zu einer iden- 
tischen machen, kann man daher auch die Gleichungen (22) 
nehmen. 

Die Gleichungen (22) gehen iiber in (4) , wenn man die 
Vertauschungen macht: 

£/"(**) mit ij* und ft. A'* mit Y X) 
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«nd die Substitutionen (4) gehen dadurch uber in (22). Da 
aber die Gleiehungen (22) ni flits anderes sind, als die unige- 
stalteten Substitutionen (1), so kann man sagcu, dass durcli 
die angegebenen Vertauschungen die Substitutionen (1) und 
(4) , also auch (2) und (3) in einander iibergeben. 

Alio bisher aufgestellten Gleiehungen sind unmittelbare 
Folgen aus den Substitutionen. Man wird daber in alien 
jenen Gleiehungen die angegebenen Vertauschungen machen 
konnen; sie miissen jedocli gleichzeitig erfolgen. 

Die erste von diesen Vertauschungen besteht darin, dass 
man setzt: 

iT( x *) — y*- 

Loset man das durch diese Gleichung repriisentirte System 
Gleiehungen auf, so erhiilt man nach (28) der siebenten Vor- 
lesung, indem die Unbekannte 2x„ sich als der Differential- 
quotient einer bestimmten homogenen Function l'\y„, y „ . . . y n ) 
der zweiten Ordnung der rcciproken Function von f(x 0 ,x ] ,...x n ), 
darstellt, Gleiehungen von der Form: 

** = **%<)• 

Es ist hiernach gleichbedeutend, ob man setzt: 

if( x ») = y« °‘I er x * = 

Wir konnen daher sagen, dass es erlaubt sei, in alien 
unseren Gleiehungen folgende Vertauschungen zu 
machen: 

(23) if (x K ) = y, oder i F\y n ) «= x. , und y, X x = Y,. 

Macht man diese Vertauschungen in der so dargestellten 
Gleichung (21): 

x o 4A*o) + *i if (*i) + - *■ if (*») = y 0 X 0 > + y, x, ; +... 
so erhiilt man: 

( 24 ) ... *(*,*,...*)-.£ +*■+...£• 

Dieses ltesultat geben wir als einen Lehrsatz wieder, wie 
folgt : 

(25) .... Wenn die Substitutionen (1) und (2) die 
homogene Function f(x 0 , x n . . . x n ) der zweiten Ord- 
nung transformiren in: 
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f (>o ; • • • •^») /*oA| ( ‘ "I - /G A ( 2 ft,X, 2 , 

so transformiren die Substi tutiouen (3) und (4) die 
reciproke Function F{y u , y,,... i/„) in: 

• • • y*) — ^ + • • • 


Eine ganz besondere Beachtuug verdient der Fall , wenu 
die gegebene Function ist: f(x t , x, + . 
und zugleich ft 0 = ft, = . . . = ft, = 1. Demi unter dieser 
Voraussetzung nimmt die Gleichung (22) die Gestalt an: 

x n = a, u X 0 -f- a,' X, -f- . . . a x n X n . 


Vergleicht man letztere mit den Substitutionen (2), so sieht 
man , dass : 

ci = a 1 . 


Diese Bemerkung driicken wir als Satz aus: 


(26) . . . Wenn die Substitutionen: 

x„ = a x ° X 0 -f- a,* A, a," X n 

die F unction x 0 J -f- a;, 2 -j- . . . x„ l transformiren in: 

V + *,* + ...*„*- x 0 2 f x,* + . . . x. 2 , 

so sind die Auflosungen der Substitutionen fol- 
gende: 

X, = a 0 *x 0 + a,*#, + . . . a,*x n . 

Tn diesem Falle unterscheiden sich die Substitutionen (1), 
(2) von (3), (4) nur durcli die Bezeichnung der Variabeln 
und, wenn das letztere zutriflft, kann man die Gleichung (8) 
iibergehen lassen in: 

XV -f- X , 2 X , 2 — ar 0 * + x \ i “I - • • • a: » J > 

indem man X, = Y. und x * = y x setzt. Daher kann man 
den Satz auch umkehren, wie folgt: 

(27) . . . Wenn die Substitutionen: 

x, = aSX, -f- «*' X, -f- . . . a„"X„ 
aufgeloset von der Form sind: 

X, = a 0 * x 0 + a/Xi + . . . a„*x„ , 
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so niacben sie die Gleiehung: 

V + V + • • • = X 0 * + AV + . . . A. 3 

zu einer ideutischen Gleiehung. 

Die Coefficienten in den Substitutionen (1), (2), welche 
die Transformation (21) bewirken, haben, weun n = 3 ist, 
eine bestimmte geometrische Bedeutung, auf welche wir hier 
aufenerksam inachen wollen. 

Macht man niimlieh die Substitutionen (2) in (21) und 
vergleicht beide Seiten der Gleiehung, so erhiilt man: 

«o p fW) + + • • • — 0. 

I)iese Gleiehung sagt aus, dass c 0 >’,r x T xf, cf und r 0 e.fl, r 3 i 
die homogenen Coordinate!) eiuek Polenpaares sind riicksicht- 
lieh einer OberHiiehe zweiter Ordnung, welche, durch hoino- 
gene l’unkteoordinaten x„, x t , x 2) ,r 3 analytisch ausgedriickt, 
sieh also ilarstellt: 

f{x n) Xy t x., t x 3 ) = 0. 

Es sind daher die 16 Coefficienten e in den Substitutionen 
(2) die Coordinateu eines Systemes harmonischer Pole der ge- 
n aim ten OberHiiehe. 

In gleicher Art erweisen sieh aus (24) die 16 Substitu- 
tionscoefficienten a in (4) als die homogenen Coordinateu 
eines Systemes harmonischer Polarebenen einer OberHiiehe 
zweiter Ordnung, welche, durch Ebenencoordinaten y 0 , y„y v y 3 
aiisgedriicki,, sieh so darstellt: 

f\y n , !h , Ht, y 3 ) = °- 

Die genanuten beiden Oborlliichen zweiter Ordnung er- 
weiseu sieh aber nach der doppelten Darstellungsweise der 
OberHiiehe zweiter Ordnung durch Punktcoordinaten oder durch 
Ebenencoordinaten als eiue und dieselbe OberHiiehe, und aus 
der geouietrischcu Deutung der Gleichungeu (5) irn Fallen ==3 
entuehmeu wir den Beweis, dass das System harmonischer 
Polarebenen gerade dus System von vier Ebeneu ist, welche 
je drei harmonische Pole aus dem genanuten Systeme har- 
monischer Pole der OberHiiehe verbinden. 
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Da die (n -f- 1)* Coefficienten iti den Substitutionen (1) 
oder (2) , welche den Ausdruek (21) transformiren , noeh cine 
grosse Willkflrlichkoit zulassen , so werden wir fortan auneh- 
men, dass dieso Substitutionen zwei gegebene homogene 
Functionen zweiter Ordnuug x t) ... x H ) uud (jp (x # , x„ ... x n ) 
transformiren in : 

/9g i f K, *1 , ■ ■ • a '») “ "f" • • 

9>(^o» *«) = n X # 2 + v,X, J + . . . v„X m *. 

Man iiberzeugt sich leiclit, dtiss diese Annalime niehts 
Unmogliches enthiilt. Denn, macht man in (28) die Substi- 
tutionen (2) und vergleicht beide Seiten der Gleiehungen, so 
crhalt man (m -(- 1) (» -(- 2 ) Bedingiingsgleiehtiiigen zwischen 
den (n -|- 1 )' zu bestimraenden Substitutionscoefficienten e und 
den 2 (w -f 1) ferueren Uubekannten fi und v. Man hat also 
(»»-{- 1) Unbekannte mehr, als Bedinguugsgleichungen. Daraus 
ist ersichtlich, dass von den (>* -f- 1) (« -f- 3) Uubekannten 
(»* — {— 1) beliebige Werthe annehmen konneu, wiihrend die 
iibrigen durcli sie bestimmt sind. Welchen (« -f- 1) Unbe- 
kannten beliebige Werthe zuertheilt werden kounen, und wie 
die Werthe der tibrigen .sich daraus bestimmeu lassen, werden 
wir zum Schlusse der Untersuchung auseinandersetzen. Gegen- 
wiirtig werden wir weitere Folgcrungen aus unscrer Annalime 
ziehen. 

Wenu wir die zweite Gleicbung (28) als eine durch die 
Substitutionen (1) identisehe Gleicbung betrachteu und nach 
x„ differentiiren , so erhalten wir: 

i <*>(#») = «,"v„X 0 -f- a M 'v t X, -f • • ■ « i**v n X n , 

eine Gleicbung, welche in (4) iibergeht, und welche wieder 
aus (4) bervorgeht, wenn man die Vertauschungen macht: 

i <p(x*) mit y x und v„ X, mit X*. 

Durch diese Vertauschungen geben die Substitioneu (1) 
mid (4) in einauder liber, gerade so, wie dieses auch durch 
die Vertauschungen (23) geschali. Da aber alle bis dabin 
aufgestellten Gleiehungen Folgeu sind dor Substitutionen (1) 
bis (4), welche den Gleiehungen (28) identisch geniigen, und 
diese Gleiehungen selbst als Folgeu aus den so deiinirten 
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Substitutionen zu betrachten sind , so kann man in alien bisher 
aut'gestellten Gleichungen diese Vertauschungen machen. 

Die ei^te Vertauschung geschieht, indem man setzt: 

l<p'(Xn) = y,- 

Durch Auflosung dieses Systemes Gleichungen nach den Varia- 
beln x erlia.lt man, wenn man mit <S(y 0 , y,, . . . y«) die reci- 
proke Function von q>(x„,x l} . . . x x ) bezeichnet: 
x* = 

Es ist daher gleichbedeutend, ob man setzt: 
i<p'(x„) = y x oder x, = %®\y x ). 

Iliernach ist es erlaubt, in alien unseren Gleichnn- 
gen folgende Vertauschungen zu machen: 

(29) { <p‘(x x ) = y x oder 'J>‘(y x ) -= x x , und v x X„ «= V,. 

Macht man diese Vertauschungen in der zweiten so dar- 
gestellten Gleichung (28): 

x 0 W(x 0 )+ X t W(x x ) +...x n W(x x ) = v u Xl+ v, XJ+ • . . r„Xi , 

so erhalt man die Gleichung: 

(30) ... ®(y„,y 1 ,...y.) = ^ + ^+...^- 

Die Bedingungen dieser Gleichung (30) und der Gleichung 
(24) fassen wir in dem folgenden Satze zusammen: 

(31) .... Wenn die Substitutionen (1) und (2) die 
homogenen Functionen f(x 0 , x if ...x n ) und tp{x w x { ,. . .x H ) 
der zweiten Ordnung transformiren in: 

f(x 0 , x x , . . . x x ) = ft 0 X 0 3 + ft,X, J -f- . . . ft„XV, 

<p(x a , x tf ... x n ) = i^Xo* + r,X, s + . . . v n X„ 2 , 

so transformiren die Substitutionen (3) und (4) die re - 
ciproken Functionen F(y 0) y„... »/„) und 0>(t/ 0 , y,,... y.) in: 

f (!/o, y>, • • • yn) = ^ + ■ ■ ■ ~ > 

•to,*,...*)—? + ■? + ...?• 

Wir haben in dem Vorhergehendeu zwei Hiilfsmittel ge- 
schalfen, um aus einer beliebigen Gleichung, die durch die 


Digitized by Google 



Lineare Transformation der liomogcnen Functionen 2, 0. 2G9 


Substitutionen (1) bis (4), welche die Transformationen (28) 
bewirken, eiiie identisehe wird, neue Gleichuugen abzuleiten, 
uiinilich die Vertauschuugen (23) oder (29). Da die auf diese 
Weise abgeleiteten Gleichuugen wieder durch die Substitu- 
tioneji identisehe Gleichungen werden, so sind wir in der 
Lage, die vorhandenen Gleichuugen in das Unbegrenzte zu 
vervielfiiitigen. 

Macht man zutn Beispiel in der Gleichuug (30) die Ver- 
tfluschungen (23) und in der Gleichuug (24) die Vertauschun- 
gen (29), und setzt der Ktirze wegen: 

(32) 

so erhult man mit Einfiihrung der neueu Bezeichnungen /' t . ( 
und cp_ j i 

a., = *>(*/>»), in*,), ...*/*(*.)) • 

(oo; . . . 

9-1 = l)» • • • ty( X *)) 

= ‘X,’. 

*0 *1 

Diese Gleichungen beweisen den Satz: 

(34) .... Wenn die Substitutionen (l) und (2) die 
homogenen Functionen zweiterOrdnung f(x u ,X lt ...X H ) 
und 9>(a 0 , . . . x n ) transforiniren in die Form: 

f(x a , x t , ... x H ) = g 0 X 0 2 + f^X, 1 + . . . HnX n *, 

<p(x 0 , x , , . . . x x ) = v 0 X 0 2 -f- v,X, 2 + . . . v„ XV, 

so trausformiren dieselben Substitutionen die ho- 
mogenen Functionen zweiter Ordnung: 

Qtirw, in*,), • • • if(*o)= f+i 

i)> • • • W( x *)) = 9-1 'n: 
f+i = ft, X„ 2 + P, *, *,* + • • • • In X„S 
9-.-* *.l X,* + X,* + . . . . v.i X.’. 

Dieser Satz ist die Quelle zur Herleitung einer unbegrenz- 
ten Znhl ahnlicher Gleichungen, welche durch die Substitu- 
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tionen (1) und (2) zu ideutischeu Gleichungen werden. Denn 
wir haben vier hoinogene Functionen f, <p, f+ 1 , tp~. i der zwei- 
ten Ordnung, von welchen jc zwci den Bedingungen des 
Satzes genUgen. Es lassen sich demnach aus je zwei dersel- 
ben zwei neue homogene Fnnetionen zweiter Onhiung her- 
leiten , die durch die Substitutioncn (2) nur auf die Quadrate 
der neuen Variabeln X zuriiekfflhrcn. Diese neuen Funetio- 
nen genUgen aber wicder den Bedingungen des Sutzes und 
kbnnen zur Herleitung ueuer homogener Functionen zweifer 
Ordnung von gleieher Eigensehaft dienen. 

Auf diese Weise sehen wir aus den beiden gegebenen 
Functionen (28), f und (p, audere homogene Functionen zwei- 
ter Ordnung, f p und tp,, , von den Variabeln x hervorgelien, 
welelie durch die Substitutionen (2) die Gestalt erhalten: 

fp = f*oV' X o J + ( l ih pX t 2 + • • • f* nUX* 1 , 

<Pr = vJn p X„ 2 + v x lf X, 2 -f . . . vJJ>X n *, 


( 36 ) 


wo p irgeud eine positive oder negative ganze Zalil bedeutet. 
Alle diese Functionen sind rational in Riicksiclit auf die (Joef- 
ficienten in den gegebenen beiden Functionen f und <p , aus 
welchen sie hervorgegangeu sind. 

Durch die Vertauschungen (23) und (29) gehen aus den 
homogenen Functionen (35) die homogenen Functionen 
und </>,, der zweiten Ordnung rOcksichtlich der Variabeln ;/ 
hervor, die durch die Substitutionen (4) die Gestalt erhalten: 


(36) . . 


F p = ty- — * + h” ~ + 

1 0 Po 1 ’ Pi 




V — + 

0 V 1 


Y, 

P i 

y,» 


l.f 


Yn* 

(in 


+ ■ 


■ ■ ^ " ’ 
Vn 


und welche ebenfalls rational aus den Coefficienten der ge- 
gebenen Functionen f und tp zusammengesetzt sind. 

Urn noch andere merkwiirdige Relationen herzuleiten, dif- 
ferentiiren wir, indent wir uns die vorhergeheuden Gleichun- 
gen durch die Substitutionen (1) und (3) zu identischen Glei- 
ehungen gemacht denken, die erste Gleichung (35) nach 
und die erste Gleichung (36) nach j/ x , wodurch wir erhalten: 


(37) i £(*,) = «,« 

(38) lF„(p,)= 


ftg h‘‘ X 0 + a *' ft| + • • 


1/ 

Po 


Y 4 - c ' ,,P Y -1- r" , " P 

+ r * p, 11 ^ • • • '* p» 


ft. lSX n . 
Y n . 
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Wir bilden ferner die Determinante [n] vom (« -|- l'jten 
Grade riieksichtlich der Variabeln x: 

i /■>«), • • • in?*) i 

(30 ) [a] = i /*(•*'")» i)> • ■ • i/i (•*’») ; 

kO* o), 

Durch Einsetzen der Werthe (37) der Componenten zer- 
fsillt diese Determinante naeli (31) der siebenten Vorlesung 
in das Product zweier Determinanten, von welchen die eine 
unter (6) init' A bezeichnet worden ist. Der andere Factor 
ist die Determinante: 


fh) X 0 , 


• • UnVXn 

1*0 W X 0 , 

g, Z^X, , . 

■ ■ finin' X, 

Ihk’Xo, 

g, Z.-X, , . 

• • [Lnln n -^-n ! 


Aber diese Determinante ist nach (29) der siebenten Vor- 
lesung wieder das Product zweier Factoren, von welchen der 
eine Factor ist: 

. . . ft»X 0 X, . . . X n 

and der andere Factor die Determinante L : 



Z 0 
*© > 

V, 

...ln° 

L = 

7 1 
( 0 t 

V, 

■■■In' 


7 ™ 
L 0 } 

If, 

... In » 


Erinnert man sich der Bildungsweise der Determinante L 
zu Anfang der siebenten Vorlesung aus der Entwiekelung des 
Products der Differenzen: 

(h~k) 

und bemerkt, dass in der Determinante L die oberen Indices 
der Grbssen l 0 , . . . l m bier wirkliche Exponenten bedeuten, 

so sieht man, dass jene Determinante eben jenem Producte 
gleich ist, weshalb man hat: 

(40) . . . L = (Z, - I 0 ) ( l , - k) ■■■On- 1,-,). 

Iliernach ist: 

(41) ... [ff] = fi 0 p, . . . X„X, . . . X H . A . L. 
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Bildet man in gleicher Weise die Determinante [<•] : 



i 



(42) . . 

. [,.] = 

P'i'C*/,), . 

. . ±F[(y n ) 


iK(y a ), 


■ • i F n (y,) 


und setzt die Werthe (38) der Componenten ein, so erhalt 
man nach analogen Reductiouen : 


(43) 


M = 


r u y, . . . Y n ' E . L 


Setzt man endlich, um abzukiirzen: 
(44) . . . fi H , 


so kann man die Gleichungen (41) und (43) so darstellen: 


(45) 


A # X, . . . X. 


feL 


Y„ Y t ...Y n = 


M. A. L 
E. L 


Diese Producte der Variabeln X und der Variabeln I r 
begegneten uns schou in dem Aufange unserer Vorlesuug, 
der von bcliebigen linearen Substitutionen handelte, und zwar 
in den Gleichungen (12) und (13), wenn ft, = ft = • , . ft = 1 . 
Da das Allgemeiue auch zutretien muss in einem speeiellen 
Falle , niimlich dem bier vorliegenden, wenn die Substitutio- 
nen (1) — (4) die Gleichungen (28) zu ideutisehen Gleichungen 
maclieu, so ergeben sich daraus die Gleichungen: 


(46) . . . 


£A 


“c ■ • “» X *?' • ■ • *■" M A . L 






31 (el 

K . 1j 


Entwiekeln wir nun die in (39) und (42) defiuirten Deter 
minanten [«] und [e] nach den Variabeln x und y, wie folgt: 


(47) 


{<■] = AVv.a,. ?/“•!/“' . . • 


und setzen diese Entwickeluugeu in (46) ein, so ergiebt die 
Gleichstellung der Coeflicienten gleicherProductc der Variabeln 
auf beideu Seiten der Gleichungen die sehr beiuerkenswerthen 
Kclatiouen : 


Digitized by Googl 


Linearc Transformation der homogeneu Functionen 2. O. 


2 73 


( 48 ) 




(l a, a, ... u n 

~UTL ’ 

it/ . tf’fi a, . . . a_ 


. J^a.. a, . . a n y 


Die linken Theile ilieser Gleichungen sind niimlich ganze 
Functionen der Substitutionscoefficienten a oder e, die rech- 
ten Theile sind, abgesehen von den beiden Grossen M und L, 
deren Bedeutung in dcm nachsten Abschnitte zu Tage treten 
wird , rationale Functionen der Coefficienten in den durch die 
Substitutionen zu transformirenden Functionen f und cp. 

Multipliciren wir nun die Gleichungen (48) mit einander, 
unter BerUcksichtigung, dass nach (7) A K = 1 ist und setzen 
das Product in die Gleichung (14) ein, in welcher — 

(i, — 1 sein soli, so erhalten wir: 

(49) • • • s=s A' (. a . a, . . . Ci n • (la., a, ... a m • ("a, a, . . . a m • 

Es ist hiermit die nocli ausfiihrlicher zu definirende Grbsse 
L‘ dargestellt als die Surame von Producten gleichartiger 
Factoren n und r, welche sind rationale Functionen der Coef- 
ficienten in den gegebencn Functionen f und <p. Die Grbsseu 
C sind niimlich nur ganze positive Zahlen. 


Nachdem wir in den vorausgegangenen Siitzen und Glei- 
chungen innnnichfaltige Eigenschaften der Substitutionen (1) 
bis (4), welche die Transformationen (28) bewirkeu, darge- 
legt haben, so bleibt noch iibrig, diese Substitutionen selbst 
zu bestimmen und die Werthe der Coefficienten fi und v in 
den transformirten Ausdrilcken (28) festzustellen. 

Ein Weg zur Losung dieser Aufgabe ist bereits am An- 
fange der Untersuchung angedeutet worden. Macht man nam- 
lich in (28) die Substitutionen (2), so erhiilt man durch Ver- 
gleichimg beider Seiten der Gleichungen (m — f— 1) (» — (— 2) 
Gleichungen zwischen den (« -f- 1) (« -f- 3) zu bestimmcnden 
Unbekannteu. Diese Gleichungen hiitte man weiter zu be- 
handeln. 

Ein zweites, dem angegebenen iiquivalentes, System Glei- 
chungen zwischen einer gleichen Zahl von Unbekannten erhiilt 

Hksrk, analyt. Ocometr. d. Kanmet. H. Aufl. 18 
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man, wenn man in (28) die Substitutionen (1) maclit uud 
beide Seiteu der Glcichung mit einander vergleicht. 

In beiden Fiillen sieht mail, dass die Zahl der Unbekann- 
ten urn (n -|- 1) grosser ist, als die Zahl der Gleichungen 
zwischen den Unbekannten. Daher miissen (w -f- 1) von den 
Unbekannten willkilrlich bleiben und die iibrigeu sieh durch 
diese ausdriicken lassen. 

Versucht man das eine System voii Gleichungen auf das 
andere iiquivalente zuriickzufiihren , so ergiebt sich daraus 
eine dritte Behandlung der Aufgabe, welehe sich durch grosse 
Einfachheit filr die Darstellung empfieblt, und der wir deslialb 
hier den Vorzug geben. 

Betrachtet man die Gleichungen (28) als identische durch 
die Substitutionen (1) und differentiirt nach Xi, so erhiilt man: 
= o2fi„X n -f ajg, X, -f oJg,X„, 

iqp'(^) = °i v o-^o + «l v i X, + a*v H X n> 

Gleichungen, welehe, gleich wie die Gleichungen (28), aus den 
Substitutionen folgen. 

Die Substitutionen werden erfiillt, wenn man: 
fttr: X 0 , X,, . . . X„ . . . X n 
setzt: 0, 0, . . . 1 , . . . 0 

und zugleich 

fur: x 0 , x lf x. 

setzt: ej, ef, ej. 

Die angegebenen beiden Gleichungen miissen dadurch auch 
erfiillt werden, weshalb man hat: 

i ?'(<%) = a * v *- 

Eliminirt man aj aus diesen Gleichungen , so erhiilt man, 
mit ltilcksicht auf die Bezeichnung (32): ~ == l,: 

(50) f(e *) - l, y(cl) = 0. 

Aus dieser Gleichung geht, wenn man fur A setzt 0, 1, 
2, . . » ein gauzes System von (n + 1) Gleichungen hervor 
zwischen den (n -f- 2) Unbekannten : 
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Dieses System von (n -f- 1) Gleichungeu ist linear und 
homogen in Riicksicht auf die letzten (« -J- 1) Unbekanuten. 
Eliminirt man diesel ben, so erhiilt man eine Gleichung z 1=0 
vom (n -f- l)ten Grade in Riicksicht auf die eine Unbe- 
kannte l x . 

Um diese Gleichung = 0 darzustellen , bedarf es der 
Kenntniss der beiden zu transformirenden Functionen f und <p. 
Wir werden deshalb annehmen, dass: 

^ f ( x o i • • • •*'») = xS a,i %x > 

tp(x 0 , X, ... x„) — 22 ( 1*1 x x xx. 

In dieser Yoraussetzung stellt sich die Gleichung d = 0 
so dar: 

G 3 0n n***, . . . IxCIqb — fl®" 

l x a t0 — a 10 , l x a n — a", . . . l x a, x — a 1 " 


hcin o — a* 0 , l x a xl — a H> , . . . l x On X — a** i 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind gerade die zu bestim- 
menden Grossen l„, l t ... l n . 

Hat man dieselben bestimmt, so ist aus der Gleichung 
(32), (t x — l x v„, ersichtlich, dass den (n -f~ I) Grossen ju oder 
v beliebige Werthe zuertheilt werden kbnnen. Wir werden 
annehmen, dass die erstercn siimmtlich der Einheit gleich 
seien. Alsdann haben wir auf Grund von (44) und (32): 

(53)... 1 = g 0 = #*i = • • • /*» = v * =* Y x ' 

Die (n -|- 1) Grossen v in der zweiten transformirten 
Function (28) sind also als die reciprokeu Wurzeln der Glei- 
chung d — 0 bestimmt. 

Setzt man die Wurzeln l x der Gleichung J = 0 in das 
System Gleichungen (50) ein, so lassen sich daraus die Ver- 
haltnisse der Substitutionscoefficienteu e n * , c* . . . e„* in linea- 
rer Weise berechnen. Zur Feststellimg ihrer wirklichen Werthe 
bedarf es noch einer Gleichung, die wir aus der ersten Glei- 
chung (28) erkalten, wenn wir filr die Variabeln X und x 
diejenigen Werthe setzen, welche wir schon zur Ableitung 
der Gleichung (50) verwendet haben. Wir erhalten namlich, 
da (i x «= 1 ist, die gesuchte Gleichung: 

18 * 
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(54) f(e*, ef ... eS) = 1. 


Wir konnen hiermit das behandelte Problem der Trans- 
formation zweier gegebeneu homogenen Functionen der zweiten 
Ordnung, f und cp, dureh lineare Substitutioncn in die Summe 
von Quadrateu neuer Variabeln als geliiset betraehtcu. Das- 
selbe wurde zurOckgefiihrt auf die Auflosung einer Gleichung 
(52), A — 0, von einem Grade, der gleich ist der Zald dcr 
Variabeln in den beiden gegebeuen l'unetionen. Es wurde 
dabei bemerkt, dass es erlaubt sei, die Coeflicienten ft be- 
liebig anzunehmen und darum auch sammtlicli der Einbeit 
gleich zu setzen, und dass dann die Coeflicienten v die reci- 
proken Wurzeln der Gleichung A = 0 werden. Die Kcnnt- 
niss der Wurzeln dieser Gleichung vorausgesetzt, ergaben sich 
hierauf die Verhiiltnisse gewisser Substitutionscoefficienten v 
in den Substitutiouen (1) bis (4) dureh Auflosung linearer 
Gleichungen (50), und ihre wahren Werthe aus den Gleiehun- 
gen (54), so dass ulle Substitutionscoefficienten e bekaunt 
wurden. Die Substitutionscoefficienten a ergeben sich endlich 
aus den Auflosungen der Substitutionen mit den Coefficien- 
ten e. 

Wenn man nun die Auflosung linearer Gleichungen (50) 
und auch die Quadratwurzelbestiiumung dureh (54) zur Fest- 
stellung der Werthe der Substitutionscoefficienten c filr Nichts 
erachtet, so verlangt das behandelte Problem nur die Auf- 
lbsung der Gleichung A = 0. Auf die Natur dieser Gleichung 
wollen wir niiher eingehen. 

Es ist bekannt, dass eine jede rationale symmetrische 
Function der Wurzeln einer algebraischen Gleichung sich dureh 
die Goefficienten in der Gleichung rational ausdrttckeu lasst. 
Das in (40) dargestellte Produkt L ist eine alternirende Func- 
tion der Wurzeln der Gleichung J = 0 , und darum L 2 eine 
symmetrische Function. Letztere liisst sich also rational (lurch 
die Coeflicienten in der Gleichung A *= 0 ausdriieken , und, 
da die geuannten Goefficienten wiederum rationale Ausdrileke 
der Coeflicienten in den beiden gegebeuen Functionen f und 
< p sind, so liisst sich L 2 auch rational ausdriieken (lurch die 
Coeflicienten in den Functionen f und <p. 

Die Gleichung (49) ist eben dieser Ausdruck. Denn die 
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G rosaen a iiuil c in ilir siiul nach (47) nichts anderes, als die Ent- 
wickelungscoeffieienteu der in (39) mul (42) definirten Deter- 
miiianten [a] und [e] uml die Grossen C nach (9) gauze Zahlen. 

Die Substitutiouscoefficientcn a und c sind in deni Vor- 
hergehenden uls unsyinmetrisclie Functiouen der Wurzeln der 
Gleicliuug J — 0 bestiinint worden. Die linkcn Theile der 
Gleichungen (48), die nach (6), (12) und (13) nur aus den 
geuannten Substitutionscoeffieientcn zusainmengesetzt sind, 
sind aueh unsymmetriscbe Fuuetionen der Wurzeln der Glei- 
cliung z/ = 0. Multijdicireu wir sie jedoch mit der alter- 
nirenden Function L, so lassen sich die Produkte, wie die 
Gleichungen (48) beweisen, da M = 1 ist, dureh die Coef- 
ficienten in den gogebenen Functionen f und q> rational aus- 
driicken. Diese Gleichungen (48) bilden in deni Falle /?„ = 
/} a = 1 flberdies die Verniittelung zwischen den Glei- 
chungen (14) und (49). Demi es geht eine jede dadurcli in 
die andere liber. 

Um die Bedeutung unserer allgemeinen Entwickelungen 
noch anschaulicher zu machen und uns zugleich der vorlier- 
gehenden Vorlesung wieder zu niihern, w.ollen wir den speciel- 
leu Fall betrachten, wenn die zu transformirende Fuuction /' 
die Summe der Quadrate der Variabeln x ist. 

Nach dem Satze (26) sind in diesem Falle die Substitu- 
tionscoefficienten a den gleichbezeichneten Substitutionscoef- 
ficienteu e gleicli, und die Substitutionen (1) und (3) sind deiu- 
nach nur verschieden durch die Bezeichnung der Variabeln, 
sowie die Substitutionen (2) und (4). Wenn aber die Varia- 
beln X und Y, gleich wie die Variabeln x und y, gleiche Be- 
deutung haben, so werden aueh in (12) und (13) die Ent- 
wickelungscoefficienten A und E eiuander gleich und nach (48), 
da M = 1 ist, die Entwickelungscoeffieienten a und c der 
Determinantcu [a] und [c] in (47). 

Ricliten wir nun unser Augennierk auf die Gleichung (52), 
z/ = 0, von welcher das specielle Problem abhangt, so selien 
wir, dass, im Falle n — 2, dieselbe iibergeht in die Gleichung 

/l = 0 dor vorhergehenden Vorlesung, wenn wir setzen 1= j • 

Die dort angegebene Eigenschaft der Gleichung theilt diese 
Gleichung mit ilir. 
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Die Gleichung z/ = 0, von welcher das speciali- 
sirte Problem abhangt, hat nur reelle Wurzeln. 

Der Beweis dieses Satzes von Cauchy ist in der vorher- 
gehenden Vorlesung bereits angedeutet worden. 

Da die Coefficieuten a den ihnen entsprechenden Ooeffi- 
cienten e gleich sind, so stellt sich in (49) die symmetrische 
Function 1? der Wurzeln der Gleichung z/ = 0 als die Summe 
von Quadraten dar. 

Die Bedingung, dass zwei Wurzeln der Gleichung z/ = 0 
gleich seien, ist allerdings nur cine Gleichung, I? «= 0, aber 
man ersieht aus der Gleichung (49), wie aus dieser einen Glei- 
chung unter der Voraussetzung reeller Coefficienten in der 
Function <p gleich inehrere Bedingungsgleichungen zwischen 
den Coefficienten entspringen. Von letzteren sind einige die 
Folgen von den anderen. Danun hat man auch weniger Be- 
dingungsgleichungen filr die Gleichheit zweier Wurzeln, als 
die Gleichung (49) Quadrate in ihrem rechten Theile enthiilt. 

Die nothwendigen Bedingungen fiir die Gleichheit zweier 
Wurzeln zu bezeichnen, und daraus die anderen Bedingungs- 
gleichungen abzuleiten, empfiehlt sich hiernach als eine interes- 
sante Aufgabe. 

Zum Schlusse der Vorlesung miissen wir noch hervor- 
heben, dass unsere Transformation zweier gegebenen Fuuc- 
tionen zweiter Ordnung in die Summe von Quadraten der 
neuen Variabeln, wie die Gleichungen (28) es anzeigen, auf 
der Ungleichheit der Wurzeln der in (52) dargestellten Glei- 
chung z/ — 0 beruht. Denn , wenn zwei Wurzehi dieser 
Gleichung gleich werden, so lassen sich nicht mehr die ge- 
gebenen Functionen als die Summen von Quadraten neuer 
Variabeln darstellen. Sie lassen sich aber doch wieder als 
die Summen von Quadraten neuer Variabeln darstellen, wenn 
gewisse Bedingungen zwischen den Coefficienten in den ge- 
gebenen Functionen hinzutreten. Das Ausfiihrlichc dariiber 
findet man in Weierstrass Abhandlungen in den Monats- 
berichteu der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1858, 
p. 207 und 1868 p. 310. 
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Die vorstehende Vorlesung bildet ein zusammenhUngcndes Ganze. 
Sie ist entstanden in dem Wunschc, die elcganten algebraist' lien Ent- 
deckungen von Jacobi, Kummer und Borcbardt in der Richtung 
des Hauptaxenproblemes der Oberflfichcn zweiter Ordnimg wie aus einem 
Gusse dem Zuhfirer oder Le3er vorzuffihren. 

Von dem grosscn Wcrthe der gcnannton Eutdeckungen kanu man 
sich jedoch keinc recbte Vorstellung machen, wenn man nur sielit, wic 
obne Schwierigkeit das Folgende aus dem Vorhergebenden hervorgeht. 

Wir gehcn darum auf die Geschichte des, in dcr vorstebcnden Vor- 
lcsung behandelten, Problemes naher ein. 

Wenu wir uns vorstellen, dass das Probleme der Hauptaxen einer 
Oberflaehe zweiter Ordnung algebraisch aufgefasst war, etwa wie in 
dcr neunzehnten Vorlesung, so lag der Gedankc nahc, das Problem 
auszudebnen auf die Transformation irgend zweier bomogenen Fnnctio- 
ncn zweiter Ordnung von beliebig vielen Variabeln. Jacobi bat die- 
sen Gedankcn ansgefuhrt in Bciner, oftcitirten, Abhandlung: De hints 
•jmlmnUM functumibus . . Crelle’s Journal Bd. 12. p. 1, iudem er das 
Problem auf die Auflfisung der Gleichung (52), J — 0, zurfickfiihrte. 

Aber es gait uoch in dem Problem der Hauptaxen selbst eine alge 
braische Schwierigkeit zu fiberwiuden, welcbe darin bestaud, einzuseben, 
wie <be eine Bedinguug der Gleicbheit zweier Wurzelu der Gleichung 
J = 0, von welchcr das Problem abhilngt, sich in die zwei Bcdin 
gungeu (39) der neunzehnten Vorlesung zcrspaltet. 

Die gleiche Schwierigkeit in dem Probleme dcr Hauptaxen ernes 
Kegelsi;hnittes hatte, wie wir in der sputeren Vorlesung fiber die Ro- 
tationsfliicheu zweiter Ordnung zeigen warden , darin ihre Auflfisung 
gefunden, dass sich die eine Bedinguug der Glcichheit dcr Wurzeln in 
der Gleichung, von welcher das Problem abhilngt, lcicht als die ver 
schwindende Somme zweier Quadrate darstellen boss. Darum, so schloss 
Kummer, werde sich auch die cine Bedingung der Gleichheit zweier 
Wurzeln der kubischen Gleichung J = 0 als die vcrschwindcnde Sumtne 
von Quadraten darstellen lassen. 

Mit Ueberwindung uusilgbcher Schwierigkeiten gelang es Kummer, 
(be eine Bedingung der Gleichheit zweier Wurzeln dcr Gleichung J — u 
als die verschwindende Summe von 10 oder auch von 7 Quadraten in 
seiner unvergesslichen Abhandlung „Bemerkungen fiber die kubische 
Gleichung . . . Crelle’s Journal Bd. 26, p. 268“ darzustellen. 

Auf die Kummer’schen Quadrate nfiher einzugehen, wird uns die 
spiitere Vorlesung fiber die Kotationsoberflilchcn zweiter Ordnung Gc- 
lcgenheit geben. Hier ist es die Gleichung (49), aus welcher Kum- 
mer' 8 Entwickelung als ein ganz specieller Fall hervorgeht. 

Da aber der Weg der Erflndung nur in sehr scltenen Fallen sich 
als der Weg der Darstellung und demnach als der Weg der Fortent- 
wickelung empfiehlt, so untersuchtc Jacobi in seiner Abhandlung 
„Sulla condizionc . . . Crelle’s Journal Bd. 30, p. 46.“ die Kummer’- 
schen Quadrate jedes fflr sich, und fand, dass ihre Wurzeln sich mit 
einem, fur alle gleichbleibenden, Factor multiplicity, als Eutwickelungs- 
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eocifieieuten darstollcn lasson. AusfiihrUcher werden Jacobi’s Eut- 
dcckungcn in dcr Vorlesung fiber Uotationsobcrfliicbou zweiter Ordnung 
vorgefiihrt werden. In der vorstebcudon Vorlesung eiud cb die Glei 
chungcn (48), welcbe seine Idcen erweitert wiedergebon. 

Wonu eine dcr beidon gegebenen Fuuctioncn /' und <p von beliebig 
vielen Variabeln die Surntne dor Quadrate der Variabeln ist, so bat, 
wic nacbgewicscn wurde, dio Gleieliung zJ = 0 uur rcellc Wurzeln. 

Durcli Dcterminanten-Bilduug gelang cs endlieb Horchnrdt, die 
liediugung der Gleicbhoit zweior Wurzeln dieser Gleieliung als die ver- 
schwindendc Sumine von Quadraten darzustelleu. Seine unter dem 
Titel: „Neue Eigenschaften derjenigen Gleiehung ... in C relic’s Jour- 
nal lid. 30. p. 38“ veriSffentlicbto Entwickelung ist uus der obigen Glei- 
chung (49) abzunehmen. Dieselbo bildet das Sehlussglicd einer zusum- 
nieuh&ugeuden Kettc von Problcmen, dcren elegante LOsuugeu wobl gc- 
eignet sind, lebhaftce Intercsse zu erregen. 


Einundzwanzigstc Vorlosung. 

Das Problem der Hauptaxen der Curven zweiter 
Ordnung. Confocale Kegelschnitto und ollip- 
tische Coordinaten in dor Ebene. 


Das Problem der Hauptaxen einer Curve zweiter Ord- 
nung in der Ebene, algebraisch aufgefasst, besteht dariu: 

Die linearen Substitutionen zu bestimmen, wel- 
ehe die Gleiebungen: 


( 1 ) 

(2) *(*, y) -*.** + *■ r* 


zu identiseben Gleiebungen machen, wenn <p(x,y) 
eine gegebene boinogene Function der zweiten Ord- 
nung ist von den Variabeln x und y. 

Wir werden , indent wir die Losung dieses Probleines be- 
absiebtigen, aiiucbmen, dass die Function qp (x, y) die Form 
babe: 
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(3) . . . <p(x, y) = (fi 0 x + f),yy - (a a x 2 + «,?/•)> 

anf welclie Form sicli die gegebene Function leicht zuriiek- 
fiihren liisst. 

Die Substitutionen, welclie die Transformation (1) uud 
(2) bewirken, mit ihren Auflbsungen seien: 

. .. x = n n X -{- a'Y , X = a"x -f- b n y, 

( y = h«X + b'Y, Y = ax -f b'y. 

Dass die Auflbsungen der Substitutionen gerade die angege- 
bene Form haben, gelit liervor aus der Differentiation der durch 
die Substitutionen identischen Gleicbung (1) nach X und Y. 

Dm nun die vier Coefficicnten in den Substitutionen (4) 
zu bestimmen, werden wir die Grbsscu B 0 und 7/, einfiihren 
durch folgende liueare Gleichungen, deren Auflbsungen wir 
zuglcich beifiigen: 

(5) A» = a ° IS « + > Vo = t,n / J n + &°0i > 

p, •= b"Ii n + b'B , , 7?, = a’p„ + b'l J,. 

Mit J lillfe dieser Gleichungen gehen aus der identischen Glei- 
chung (2) durch Differentiation folgende Gleichungen hervor: 

•B uffo 10 __ _Boffl_ 

“o + to ’ «1 + to ’ 

B| ffo ^ ___ Hi fft 

«0 + t| tt, -j- A, 

Denu differentiirt man die genannte Gleichung nach x uud 
setzt X = 1 , Y = 0 und zugleich x — a" , y = b°, welches 
letztere durch die Substitutionen (4) geboten ist, so erliaJt 
man mit Itiicksicht auf (5) die erste Gleichung (6) u. s. w. 

Auf diese Weise haben wir die vier zu bestimmenden 
Substitutions- Coefficienten ausgedriickt durch die vier neuen 
Unbekannten A„, A,, B n , B, , deren Werthe noch festzustel- 
len sind. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die Horizontal-Glei- 
chungen (6) mit fi n und p t und addiren, oder multipliciren wir 
die Vertical-Gleichuugen (6) mit B„ und B, und addiren, so 
erhalten wir: 
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ft>» , , B,« _ , 

a V + *0 a i “i" ^0 J a U ^0 a O “I" t, r 

ft* , _Jf , _ j».« , £,» _ . 

«o + A| “i + ’ «i + *0 ®i + A| 

Die beiden ersten Gleiclnuigen , von welchen jede nur eine 
Unbekannte A 0 oder A, enthiilt, dienen zum Beweise, dass 
diese Uubekannten die Wurzeln sind der folgenden quadra- 
tischen Gleichung in A, die beiden anderen, dass «„ und a, 
die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung in a: 
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( 7 ) 


( 8 ) . . 


00* , W _ , flo'_ I 

+ * ' «i + * ’ « + l 0 ' a + l, 


Durch die erste von diesen Gleieliungen sind also die beiden 
Uubekannten A„ und A, als Wurzeln der Gleichung bestimmt. 
Uni auch die Werthe der beiden anderen Unbekannten B„ 
und 77, festzustellen, bemerken wir, dass identisch ist: 


• OvMX«.+A)- — ^, 2 («„h-a)=(a-a„xa— a,), 

(“+A„)(«+A|)— 7V(«+A l )--7y(a-f-A 0 )=(fl— «„)(«— «,). 


•Setzt man in diesen Gleichungen fur A entweder — « 0 oder 
— it, und fiir k entweder — A 0 oder — A,, so erhalt man: 

( »o + a«) («o + y 7i i (<*<> + y “i + a>) 

«,-«! * " l*- 1, 

«i + *•>' ^«i + 1 t> j _ ,a <i + A|) (a, + i| i 

«l «0 J * Zq 

Die beiden letzten von diesen Gleichungen geben die Werthe 
der beiden letzten Unbekannten 7/ 0 und //,. 

Dass die Werthe der Substitutions -Coefficienten in (f>) 
reelle sind, ersieht man erstens aus der quadratischen Glei- 
chung (8), deren grbsste Wtirzel A 0 zwischen oc und — a, 
liegt, und deren kleinste Wurzel A, zwischen — «, und — « (l 
liegt, wenn a„ > «,; zweitens aus den in (10) gegebenen 
Werthen It? und It? , welche hiernach positiv sind. 

Wenn man die vorangegangenen Formeln iiberblickt, so 
fallt der Dualismus derselben in die Augen. Dieser Dualis- 
mus liisst sich auf Grund der folgenden Betrachtungeu zu 
einem Princip machen. 


( 10 ) 


/V = 




Digitized by Google 


Das Problem d. Hauptaxen d. Cnrvcn 2.0. ConfocaleKegclscbmttcete. 283 


Multiplicirt man die beiden ersten Gleichungeu (5) mit 
x und y nnd addirt, so erhalt man mit Riicksicht auf (4): 

(11) fax + fay = B 0 X + B t Y, 

wodurch die Gleichung (2): 

• (12) ... (fax + fay y - fa* + ay) = + X t Y* 

ilbergeht in: 

(13) (B 0 X + B l Y)*- faJP + X, r») = a*? + a,y\ 

Wenn demnaeh die Substitutionen (4) die Gleichungeu 
(1) und (12) zu identischen Gleichungen machen, so machen 
auch die Auflosungen dieser Substitutionen die Gleichungen 
(1) und (13) zu identischen Gleichungen und umgekehrt. 
Daraus ergiebt sich nun folgende Regel zur Herleitung neuer 
Formeln : 


Es ist erlaubt, in alien Formeln, die aus den 
Substitutionen (4), welche die Gleichungen (1) und 
(2) zu identischen Gleichungen machen, hervor- 
gehen, folgende gleichzeitige Vertauschungen zu 
machen: 

/ 14) „ X, y, «o, «u Po, Pi, K a 

„ X, Y, A 0 , A„ B„B lt a, b°. 

Ilieruach gentigt es , ein System Formeln wirklich zu eut- 
wickeln, veil ein zweites System nach dieser Regel von sclbst 
folgt. 

Zieht man die Gleichung (1), nachdem man sie mit eineni 
Factor X multiplicirt hat, von (12) ab, so erhalt man: 


(15) {te+fay}* {K+4)* ? +(«.+W }=(A 0 A)X»+(*. A)Y*. 


Diese Gleichung, an die Stelle der Gleichung (2) gesetzt, 
liisst erkenneu, dass es frei steht, in alien zurLbsung 
des Probl ernes entwickelten Formeln, zu veriindern: 


I » “o> “l> 

„ in «„ + X, a, 4- X, 




Durch diese Aenderungen werden die Grosseu B n und B x 
nicht geandert. Es bilden daher auch die Formeln keine Aus- 
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u ah uie von der Kegel, in welehe die durch die Gleichuugen 
(f>) definirten Grossen Jl„ und J7, eingehen. 

Urn ein drittes Princip zur Herleitiuig ueuer Formelu zu 
entwickeln, werden wir die reciproke Function </< ( u, u) der ge- 
gebenen Function rp (x, y) feststellen dadurch , dass wir nach 
Vorschrift von (25) der siebenten Vorlesuug setzeu: u={ <p'( x )> 
v = ( rp'(y). Die Auflbsungen sind daun nacli (27) folgeude: 
x=^0'(u), y = i 0\v) und die reciprokc Function selbst 
wird: d>(«, t>) = J, <«<J>'( ,f ) + v ® • 

Die Ausfiihruug der, durch die Zcichensprache augedeu- 
tcten, analytischen Operatiouen zur Bestinmiung der reciproken 
Function giebt: 


(Hi . . . ®(«, .) - ( (& + J- .)’ - g + ;') 


weuu wan der Kiirze wegeu setzt: 

(18) £ = £L + ft!_l. 

' ' «o 1 «i 


Die Substitutionen (4) entsprechen den Substitutionen (2) 
und (1) in der zwauzigsten Vorlesuug, und zwar in dew Falle, 
in welchem der dort aufgefiihrte 8a tz (26) gilt. Da aber 
untcr der Voraussetzung dieses Satzes die Substitutionen (1) 
und (2) in der genannten Vorlesuug sich von den darnuf fol- 
gendeu (3) und (4) nur durch die Bezeichnung der Variabeln 
unterscheiden , so hat wan auf Grund des Satzes (25) in jeuer 
Vorlesuug die, durch unsere Substitutionen (4) identische 
Gleichuug: 


(1!.) , . „)_ (| * + % »)*—(£ + *) — (f + £) 


Da wan diese Gleichuug an Stelle der Gleichuug (2) des 
Problems nehwen kann , sosiehtwan, dass eserlaubt ist, 
in alien unseren Formeln folgeude, gleichzeitige, 
Vertauschungen eintroten zu lassen: 

» All P\> K 0> K l> ^0)^1) B t , 77,, 

' : n ft> f L ± iM* . 

” «o ’ o, ’ «„ ’ «, ’ lo ’ 1| * ’ 1| 

Die augegebeneu Veriinderwigen der Grossen B u und B t er- 
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geben sich aus den Werthen (0) der Substitutions-Coefficien- 
ten , welche durch die vorangegangenen Yeriinderiingen keine 
Aenderung erfahrcn diirfen. 

Macht man in der Gleichung (19) die Veriinderungen (10) 
uud bemerkt, dass e dnrch diese Veranderung Qbergelit in: 


( 21 ) 

so erhiilt man: 


p Po 

— Z i” 
a o "T 


_ + _&!_ _ i 


( 22 ) (, 


0" x 4- v 


-)-*(*. 




eine Gleichung, welche, wic die vorhcrgchende (19), durch die 
Substitutionen (4), welclie die Transforniationen (1) und (2) 
bewirken, ebenfalls zu einer idcntischen Gleichung wird, wel- 
chen Werth auch A habe. 

Ein System elegauter Formeln, dienlieh zu weiteren Trans- 
formationen, ergiebt sich aus dem Vorhergehenden auf fol- 
gende Art: 

Macht man die Auflosungen der Substitutionen (4) durch 
die Substitutionen zu identischen Gleichungen und vergleicht 
die Coefficienten gleicher Variabeln, so erhiilt man: 


„»„« -f = i f a! a! -f b’b' = 1, a" a -f- b"b' = 0. 

Durch Einsctzen der VVerthe (6) der Substitutions-Coeffieien- 
ten gehen diese Gleichungen flber in: 


(23) 


ft* , ft* i 

(«0 + JW* 1" («, + lo) 1 .8,* 

K . , L , 

• ' («„ + 1,)« ' (or, + Id* ZV 

ft, 1 , ft* 

(or 0 + l 0 )(or 0 + i|) (“i + *o) (“i + *i) 


Macht man in den beiden ersten Gleichungen (7) die 
Aenderungen (20) uud hierauf die Aenderung (10), so erhiilt 
man : 

ft. * | ft* E t ■ 

(241 (“•+*•) (•• + *) (“i + *o) l®, + A) K — * 

K ’ _ ft’ , ft* = X_ 

(«0 +*.)(«« + 1) -r («.+ *.) («i + *) i,-i 

Differentiirt man diese in A identischen Gleichungen und sctzt 
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hierauf fiir A entweder A„ oder A, , so erhalt man mit Riick- 
sicht auf (23) und (7): 

ft* . ft* = L 

(25) ( “»+ *■>’ ^ + ft)* = - ‘iW ’ 

r«r+ i.) + Q* +(«r+i.H«,+ k)' = (z, 


Wenn man die Grossen B a und It l als Functionen von 
« 0 , n, , A 0 , A, betrachtet, wie sie durch (10) ausgedriickt sind, 
und die Logurithmen dieser Ausdriicke partiell differentiirt 
nach A 0 und A,, so erhalt man: 


2 

8B 0 

1 

1 

i 

A*. 

’ 

«o + A n 

r 

“j + A< 

2 

SB, 

1 

+ 

1 

s, 

81, a 0 + A] 

«. + A 


Aehnliche Ausdriicke gehen aus der so dargestellten ersten 
tileichung (9): 

ft* _L ft! _ 1 = _ (A-A» )(A-A.) 

« 0 + i f «, + l («o + A) (“i + A) 

hervor, wenn man diese in A identische Gleichung zweimal 
nach A differentiirt, und nach der Differentiation fiir A setzt 
entweder A 0 oder A,, namlich: 

__ft! , ft* .... l f 1 , 1 , - 1 1 

(«. + io)’ <«■ + A.)' Aft’ l«o + K ' 1_ «, + A, 1, - Aj 
ft! |_ ft* = 1 / 1 , 1 ■ 1 1 

(«. + A ,) 5 _r («i + A ,) 1 iVK + A, "T* «r, + A, f A, - A, J 
Der Vergleich dieser beiden Gleichungen mit den beiden 
vorher abgeleiteten Gleichungen ergiebt endlich: 


(26) 


ft’ , _ ft' _ _ 2 dB„ . 

(«. + A.)* ' r («, + A„)* *o' 2 A, 

ft* , ft* _ J_ 

+ («,+ v* 8A, 


In gleicher VVeise, als das behandclte algebraische Pro- 
blem geometrisch aufgefasst werden kaun, kann man auch 
einzeluen von den entwickelten Formeln einc geometrische 
Bedeutung unterlegeu. 
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Betracliteu wir zu diesem Zwecke und /J, als die varia- 
beln rechtwinkligen Coordinaten eines Punk tee in der Ebene, 
so stellt die erste Gleichung (8) einen auf seine llauptaxen 
bezogenen Kegelschuitt dar, und, weun man in jener Glei- 
chung A variiren liisst, ein gauzes System Kegelschuitte mit 
denselben Brennpunkten , weshalb sie confocale Kegel- 
schuitte genaunt werden. Betracliteu wir dagegen f}„ und 
als die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebig gegebe- 
nen Punktes in der Ebene, so liefern die beiden ersten Glei- 
chungen (7) den Beweis, dass durch jeden beliebig gegebenen 
Punkt in der Ebene nur zwei, mit einem gegebenen Kegel- 
scbnitt confocale, Kegelschuitte hindurchgeben. Aber auch 
aber die Natur dieser Kegelschnitte konnen wir uns Gewiss- 
heit verscbaffen , uachdem wir in dem Vorhergehenden die 
Grenzen der Wurzeln A 0 und A, festgestellt haben. Da niim- 
lich beide Nenner in der ersten Gleichung (7) positiv, in der 
zweiten dor erste Nenner positiv, der andere negativ sind, so 
muss der cine Kegelschnitt eine Ellipse, der andere eine 
Hyperbel sein. 

Errichtet man in dem beliebig gegebenen Punkte, durch 
welchen die beiden confocalen Kegelschnitte gehen , Normaleu 
an die beiden Kegelschnitte, so verhalten sich die Cosinus der 
Winkel , welche die Normale der Ellipse mit den Coordinaten- 
axen bildet wie: 

_ft,__ . ft , 

“o + *0 “l + *0 

und fur die Hyperbel hat man: 

Po . ft 

“o + ft “id - 

Die dritte Gleichung (23) dient zum Beweise, dass diese 
Normalen auf einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe 
sagt, dass die beiden confocalen Kegelschnitte sich senkrecht 
schneiden. Diese Bemerkungen fassen wir knrz zusammen, 
wie folgt: 

Confocale Kegelschnitte derselben Art schnei- 
den sich nichtin reellen Punkte n. Confocale Kegel- 
schnitte verschiedener Art schneiden sich immcr 
in reellen Punkten senkrecht. In jedem Punkte der 
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£benc schneidcn sich zwei, zu ein'em in der Ebene 
gegebenen Kegelschnitte, confocale Kegelschnitte 
senkrecht. 


Maji erhiilt aus der Gleichung des Tangentenkegels einer 
OberHiiche zweiter Ordnung (20), der vierzehnten Vorlesung, 
die Gleichung des Tangentenpaares an den Kegelschnitt, in 
welchcm die Oberfliiche von einer der Coordinatenebenen ge- 
schnitten wird, wenn man die auf dieser Ebcne senkrechten 
Coordinaten gleich 0 setzt. Bildet man nach dieser Vorschrift 
die Gleichung des Tangentenpaares, welches von cinem, durcli 
seine Coordinaten ji„ , /3, gegebenen, Punkte an den, durcli 
die erste Gleichung (8) gegebenen, Kegelschnitt gelegt ist, 
so erhiilt man: 


<”> {..V+ , »-'} '} °- 


Mit Unterdrilckung aller Glieder niederer Ordnung geht 
hieraus die Gleichung hervor: 


/_£ 0 _ 

l“o + * 




X 7 

«0 -f i 



= 0 


des vom Coordinatenanfangspunkte ausgohenden, deni Tan- 
gentenpaare parallelen Linienpaares. Die llauptaxuu dieses 
Linienpaares, das sind diejenigen geraden Linien, wclche die 
VVinkel des Linienpaares halbiren, sind durch unsere Substi- 
tutionen (4) schon bestimmt, denn sie transformiren nach 
(22) auch den linken Theil der letzten Gleichung in die Qua- 
drate der Variabeln. 

Da aber unsere Substitutionen unabhiingig von der Grosse 
A bestimmt waren , so werden alle jene Linienpaare, welchen 
Werth auch A aunehme, dieselben Hauptaxen haben. 

Uebertragen wir nun die an den genaunten Linien paaren 
gemachte Bemerkung auf die Tangentenpaare (27), von wel- 
chen wir besonders diejenigen hervorlieben, welche an die 
confocalen Kegelschnitte gelegt sind, welche durch den ge- 
gebenen Punkt gehen, so haben wir den Satz: 


Die Winkel, welche das von einem gegebenen 
Punkte an einen Kegelschnitt gelegte Tangeuten- 
paar bildet, werden halbirt von den beidcn, durch 
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den gegebeneri Punkt gelegten, zu deni gegebenen 
Kegelschuitte confocalen, Kegelschnitten. 


Wenn ein Punkt in der Ebene durch seine rechtwiuk- 
ligeu Coordinateu /}„, /3, bestimmt ist, so ist derselbe auch 
bestimmt als Schnittpunkt der beiden, mit einem gegebenen 
Kegelsehnitte (8) confocalen, Kegelschuitte , weldie durch ihn 
gehen. Es schneiden sicli zwar die beiden confocalen Kegel- 
schnitte in vier, gegen die Coordinateuaxen syinmetrisch ge- 
legenen , Punkten; allein mit passender Beschriinkung, zum 
Beispiel, dass der Punkt nur liegen soli innerhalb des von 
den positiven Coordinateuaxen eingesehlosseneu Winkels, wird 
der Punkt durch die beiden , durch ihn gehenden, confocalen 
Kegelsehnitte unzweideutig bestimmt sein. Man kann daher 
die beiden confoealeu Kegelsehnitte als die den Punkt be- 
stimmenden Coordinateu anseben. Die ihneu entsprechenden 
VVerthe von A gleich A 0 und A, fuhren den Nameu der el- 
liptischen Coordinateu des Punktes, dessen rechtwink- 
lige Coordinateu sind /3 0 und /},. 

Die beiden ersten Gleichungeu (7), in welchen man a u 
und a, als constante Grossen zu betrachten hat, sind die Re- 
lationen zwischen den variabeln 'rechtwinkligen und den va- 
riabeln elliptischen Coordinaten. Ihre Auflosungen (10) driicken 
die rechtwinkligen durch die elliptischen Coordinaten aus. 

Es geniigt aber nicht, die AusdrUcke der rechtwinkligen 
Coordinaten durch die elliptischen zu keunen; in vielen Fal- 
len braucht man auch die Differentiale der einen , ausgedrilckt 
durch die anderen. DifFerentiirt man deshalb die beiden ersten 
Gleichungeu (7), indem man die rechtwinkligen Coordinaten, 
gleich wie die elliptischen, als Variabeln betrachtet, so erhiilt 
man mit ltUckBicht auf (23): 

2-Bo 1 «o + An «i — f- A-o 

PgjPo | Pjdfit 
2B,* “o + A, ‘ a, + i| 

und hieraus mit Beriicksiehtigung von (G): 


(28) 




2 if 

ill, 


= "jp* + b’,ip t . 

HeS£e, analyt. (Jeoinetrie d. KaunteH. 2. Aufl. 


19 
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Vergleicht man diese (jleiehungen mit den Substitutionen 
(4), so sieht man, dass, wenn die Variabeln .r , y die Wertlxe 
anuehmen x=d f}„, »/ = 'I fit, 'lie anderen Variabeln die Werthe 

erhalten: = deshalb erlaubt, 

in den Substitutionen (4) und in alien Gleichungen, 
welche diese Substitutionen zn identischeii Glei- 
chungcn maclien, folgende gleichzci tige Verande- 
rungen eintreten zu lessen: 


(29) 


n x > y > 

„ in dft nt dp,, 


X, Y 

in (l Zf 

2H„> -Hi, 


Von den durch diese Veriinderungen aus den augcgcbe- 
nen Formeln hervorgehemlen Differentialformeln liebcn wir 
die erste bervor, welche das Quadrat des Difiercntiales ds des 
Bogens irgeud einer Curve ausdriickt: 

(so) . . . ds-> = rf,y + dps = i { d ,)\ + -**;'} • 


(31) . . . 


Wenn wir der Bequemlichkeit wegen setzen: 

= (“» -f ^o) (“i 4" ^u) > 

-£,’ = («„ + *,)(«, + *,), 


so geht (30) mit ltiicksicht auf (10) iiber in: 


(32) 


f |,2 , <izd\ . 

"• S “ 4 \ J.„i + W j 


Hieraus erhalten wir das Dilierentiale des Bogens des 
Kegelsclinittes (8), von dem wir anuehmen wollen, dass er 
cine Ellipse sei, indem wir A (1 == A gleieh einer Constanten 
setzen, dereu Werth zwischen — a, und oc liegt: 


(33) 


ds = 


z,) 

2 


ilZ, 

L,’ 


und hieraus ergiebt sich die Liinge s des Bogens der Ellipse (8) : 


(341 


- J '7 


7a- a,) 


dZ, 

J. 
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begrenzt von den beiden confocalen Hyperbeln, welchen die 
Wertlie A, = A,® und A, = A,' der elliptischen Coordinaten ent- 
sprechen. Nimmt man fiir die Grenzen des Integrals die 
Hyperbelgrenzen, so erhalt man den vierten Tlieil des Uin- 
fanges U der genannten Ellipse, und demnnch: 


(35) 





A.) 


< 11 , 


Die Bogenelemente <la a und da, der confocalen Ellipsen 
und Hyperbeln crlialten wir aus (32): 


<la a 

_ ViK A.) 
*2 

<11, 

' V 

da t 

_ F(a,~- a,) 

<G„ 

• " ) 

2 


^ »> 

das andere 

Mai A 


(30) 


indem wir einmal A 0 , das audere Mai A, constant setzen. 
Demnach wird, weil alle confocalen Ellipsen alle confocalen 
Hyperbeln senkreckt schneiden, das Element der von zwei 
confocalen Ellipsen und von zwei confocalen Hyperbeln ein- 
geschlossenen Fliiclie: 


(37) 


da„ . da , = 



dlo 

K 


<n, 

L, 


Durch doppelte Integration mid Ausdehnung der Grenzen 
iiber siimmtliehe, von der gegebenen Ellipse (8) eiugeschlos- 
senen, confocalen Ellipsen und fiber sammtliche confocale Hy- 
perbeln erhiilt man den vierten Theil des Flacheninhaltes I 
der gegebenen Ellipse. Man hat demnach: 


— a, l 

(38) I=f f(K~ A,)4£-§~ 

— a„ — a, 


Einen einfaeheren Ausdruck fiir den Flacheninhalt der 
gegebenen Ellipse (8) erhalt man auf folgende Art. Man be- 
schreibe um den Mittelpunkt der gegebenen Ellipse init dem 
Radius der grossen halben Axe einen Kreis: 

_e_ 

«o + A ‘ «U + A 

19 * 
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L)er Vergleich dieser Gleichung mit der Gleichung (8) 
der Ellipse zeigt, dass die Ordiuate des Kreises sich zu der, 
derselben Abscisse entsprechendeu , Ordinate der Ellipse ver- 
halt wie: 

K(vF '*) : VW+JJ. 

In demselben Verhiiltnisse stehen auch die Flachenelemente 
k uud i des Kreises und der Ellipse, welehe begrenzt werden 
von zwei unendlich nahen Ordinaten. Man hat daher: 

• 7. V (“l + t) 

>& + *) 

Nimmt man die Sunune aller Fliichenelemente des Kreises und 
der Ellipse : Hk — K und 2Ji — I, so crhiilt man : 

I = K ■ l> • 

J (“o + 1) 

Da aber der Flacheuinhalt K des Kreises ist: K = x(a 0 -f- A), 
so hat man : 

(39) I = x y'(a u -F A) j/(«, -f A) 

und dalier mit liiicksicht auf (38): 

— a, 2 

. (40) jtj/K + *) /(«. + *) = f /'(*„ - A,) d -j~> 

— Oj — a, 

welehe Gleichung nacli dem Vorhergehenden bewiesen ist fiir 
alle zwischen — a, und oo gelegenen Werthe von A und uuter 
der Voraussetzung, dass «„ > 

Von den Differential - Formeln , welehe aus den, in dem 
ersten Theile der gegenwiirtigeu Vorlesung entwickelten, For- 
meln durch die Veriinderuugen (29) hervorgehen, heben wir 
ferner die, der Gleichung (22) entsprechende, Fonnel hervor: 

,, fMft. . p|<W , dft* 1 E f dlf , \ 

uiu auch ihr eine geometrische Bedeutung unterzulegen. 

Zu diesem Zwecke erinuern wir 'an die Gleichung (27) 
des von dem Funkte /3„, /I, an den gegebenen Kegelschnitt (8) 
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gelegten Tangentenpaares. Verlegt man, mit Beibehalfung 
der Rrchtung der Coordinatenaxen , den Anfangspunkt des 
Coordinatensystemes in den genaunten Punkt, so wird die 
Gleichung des Tangentenpaares riicksichtlich dieses Coordi- 
uatensystcmes : 


/ 4- P <y l 2 _ F ( x * 

l«o+t «i Hh l“o + * 



woraus die Differeutialgleichung desselben Tangentenpaares, 
rUcksiehtlich des urspriinglichen Coordinatensysteins , hervor- 
geht: 


(42) 


MPo , F f , dpj \ __ n 

«o+* ' “t+*f l«o + l ' «t+ 


und in elliptiscbe Coordinate!! durch (41) iibertragen : 


(43) 


rfA. , 


<U,» 


Go - A) B 0 * (A - A,) B, 


r = 0. 


Zerlegt man diese Gleichung in ilire Factoren und setzt jeden 
einzelnen gleich 0, so crhiilt man die DifFerential-Gleichungen 
der von dem Punkte /3 0 , (3, an die gegebene Ellipse (8) ge- 
legten Tangenten : 

dif, __ ’ dli 

. B 0 V(1 - A,) . b, 


0, 


ri A, 


(ll t 


Vdo 


0 I " _ () 

A) . B 0 ^P(A -'A,) . B, 


oder, wenn man die iibersichtlichere Bezeichnuug (31) ein- 
fUhrt : 


dip f »*i | ) 

P(A 0 - A) . Z 0 - 1.) • X,, 

'ho I dl| 

V(i < T-l) . I.„ V-X — A,'; . L, 


ill, 


(44) 


Urn nun die Liiuge s der Tangente auszudriieken, setzeu 
wir in Gleichung (32) den YVerth von <lk n aus einer der Glei' 
chungen (44) ein, wodurch wir fur jedc der beiden Tangen- 
ten erhalten: 

ds = Go - dA, 

— •> nr-Tj . l, 

oder: 


Digitized by Google 



204 


Einuwlzwanzigiito Vorlesung. 


I = Va - , (In ~ D • dl, _ 

-£| X,).L, 

Bezeichnen wir iiber mit s 0 die Liinge der ersteu Tan- 
geute (44) und mit s, die Lange der zweiteu Tangente, von 
den Punkten an gerechnet, wo sie die gegebene Ellipse (8) 
beriihren , bis zu ilircm Schnittpunkte f}„ , /}, , oder in ellip- 
tischeu Coordinaten A„ , A,., so erhalten wir mit Beriicksicli- 
tigung ihrer Differentialgleichuugen (44): 


ds., 


(45) 


/ ( ^ i - 1 | V (Ap t ) i j 

.7 / ,I A I "1 •> i " a ii i 

“^1 “ ■*•'0 


-|o ~~ l .\L fix " 5^1 

a *l .» 7 f,A l O / " A 0 1 


und hieraus durch Integration: 

s„ = 

(46) . . . 

s. = 




i/ dx 

T 11 'H) > 

-*-'(1 


/ V(l Ad / P Up A) , . 

j/ * 1 j/ 2i„ 


weun wir annelimen, dass A, 0 und A,' die VVerthe der ellip- 
tischen Coordinate A, seien, welche den Beriihrungspunkten 
der Tangenten der Ellipse (8) entsprechen. 

Durch Addition der beiden Gleichuugen (46) erhiilt man: 


(47) 


+ *> = j yjx Hr M ’+\l 


K(* 0 — i) , n 

~3L. 


und wenn man hiervon den, von den beiden Beriihrungspunk- 
ten begrenzten , durch (34) ausgedriickten, Bogen der gegebe- 
nen Ellipse (8) abzieht: 

K, 

(48) s o + s i — s — 2 


Da dieser Ausdruck aber die zweite elliptische Coordinate 
A, des Punktes ()„, 0, uicht eutha.lt , so bleibt er unverandert 
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I'iir alle Puukte ft u , ft, , i'iir welehe A„ eine constant* Grbsse 
ist, ilas heisst, fur alle auf eiuer Ellipse liegenden Puukte, 
welehe mit der gegebenen Ellipse c-onfocal ist. Dem liier- 
durch bewiesenen Sutze kbnnen wir folgenden Ausdruek geben : 

Wenu man uin eine gegebene Ellipse einen ge- 
sclilo8seiien Fallen sehliugt, und diesen ilureh einen 
Stift in der Ebeiie der Ellipse spaunt, so beschreibt 
der Stiff bei seiner Bewegung eine mit der gegebe- 
nen Ellipse confocnle Ellipse. 

Betrachten wir schliesslich noth den Grenzfall, wenu der 
i’uukt /?„, ft, der gegebenen Ellipse (8) unendlich nahe riiekt, 
In dieseni Falle werdeu alle Difterenzen A,' — A," und A„ — A 
der Grenzen der beiden Iutegrale in (47) unendlich kleine 
Grossen und mit ihnen auch die Integrale. Da aber der Factor 
y'(l n — A) unter dem zweiten Integralzeicheu fiir alle zwischeu 
den Grenzen des Integrals liegenden Werthe von A 0 ebenfalls 
unendlich klein wird, wahrend der entsprechende Factor 
//(A — A,) des ersten Integrales fur alle Werthe von A, zwi- 
schen den Grenzen des Integrals endlich bleibt, so sieht man, 
dass in dem Grcnzfalle das zweite Integral gegen das erste 
verschwindet, und dass die Ausdriicke (47) und (34) in ein- 
ander ilbergehen. 
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Zweiundzwanzigste Yorlcsung. 

Das Problem der Hauptaxen der Oberflachen 
zweiter Ordnung. Confooale Oberflachen zweiter 
Ordnung und elliptische Raumooordinaten. 


Man hat am Ende der neunzehnten Vorlesung gesehen, 
wie das Problem der Hauptasen einer Oberfliichc zweiter Ord- 
nung rein algebraisch sieh so ausdriicken liisst: 

Die linearen Substitutionen zu bcstimmen, 
welclie die Gleichungeu: 

(1) ** + »* + ** — X»+ ** + &, 

(2) ... . g>(x, y, a) = A 0 X 2 + A, Y i -f X 2 Z l , 

zu identischen Gleichungeu machen, wenn die Func- 
tion rp(x, y, z) gegeben ist in der Form: 

(3) <p(x, y, z) = (A,* + /3,y + A/) 5 — («o* 2 + "if + "■•/)■ 

Indent wir dieses Problem wieder aufnehmen , werden wir 
annehmen, dasa die linearen Substitutionen, welclie die Trans- 
formationen (1) und (2) bewirken, mit ihren Auflbsungen 
seien : 

x — <i°X u y 4" d'Z , X = n°x -j- h"y -|- c n z , 

(4) y = b°X + b'Y b"Z, Y = a’x -f b'y + e'z , 
e — c n X -f- c Y -)- d'Z , Z = ax -f- b"y + d'z. 

Dass die aufgelosten Substitutionen gerade die angegebeuc 
Form haben, folgt, wie man in dem zweiten Theile der aclit- 
zelinten Vorlesung gesehen hat, aus der, durch die Substitu- 
tionen identischen, Gleichung (1). Aus dieser Gleichung gehen 
aber alle Formeln hervor, die wir in dem zweiten Theile der 
genannten Vorlesung entwickelt haben. Es geniigt liier, auf 
sie nur hinzuweisen, mit der Bemerkung, dass man ilberall 
f(ir a, b, c zu setzen hat a 0 , b°, c", um fur unser Problem 
gUltige Formeln zu erhalten. 
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Die Wert he der 9 Substitutionscoefficienten werden wir 
bestimmen, indem wir die drei Griissen B 0 , B u B 2 einfilh- 
reu , welche durch die folgenden drei Gleichungen oder durch 
ihre Auflosungen definirt sind : 

fin — -\- aB , -f- n"B 2 , Il n = a"fi ll -j- f> n fi\ + , 

(5). fi , = b°B 0 -(- b B t -f- b 'B 2 , B { = a fi n -\- b'fi { cfi 2 , 

fii = c° jE/ 0 -f- c B t -f- c B ., , B., = a'fi a -\- b fi i c fi 2 . 

Alsdanu gehen aus der durch die Substitutionen iden- 
tischen Gleichung (2) folgeude 9 Gleichungen hervor: 


a° = 

JoAo 
«0 + *0 ’ 

b n = 

fii A 

«l + *0 ’ 

,.n _ A *o 

«» + 

/» — 

A«, 

1/ _ 


AB, 

(v 

«o + h ’ 


B| + h ’ 

«, -f i, 

a a= 

A B, 

a o + ’ 

b" = 

01 B, 

«. + A*' ’ 

c „ = AB, 
cr, -f- 


Die erste von diesen Gleichungen erhiilt man, wenn man 
die durch die Substitutionen (4) identisehe Gleichung (2) par- 
tiell naeh x differentiirt und hierauf X = 1, Y ■= 0, Z = 0, 
und zuglcicli x = a®, y — b", z — c" setzt. In gleicher Weise 
erhiilt man die iibrigen Gleichungen. 

Die Substitutionscoefficienten sind in den Gleicliungen (6) 
durch die sechs unbekauiiten Grbssen B n , B , , />., , A„, A,, /L, 
ausgedruckt. Um die Werthe der let/.teren festzustellen, dienen 
die Gleichungen : 


_£*!_ _i_ A* _i_ _ A* . _ i _i__®sL j ®t* 

"o+A ~ “rMo ’ «n+l|> «„+*, «o+G ’ 

, 7 \ _ A* I A« | A’ =1 , »,* = , 

“•"Mi «, + *i ’ “l+*0 “l + t| «i+A« ’ 

A* , f.' , A* j _»«! , , B,» 

«n+G ' <*,+*, ' «,+ *, ’ ' «,+ *, ' «,+ it ’ 


welche aus (6) dadurch hervorgelien , dass man die Horizon- 
tal- Gleichungen multiplieirt mit fi 0 , fi n fi., und mit Beriick- 
sichtigung von (5) addirt, oder dass man die Vertiealglei- 
chungen multiplieirt mit B 0 , B x , B 2 und addirt. 

Die drei ersten Gleichungen drtickeu aus, dass die Un- 
bekannten A 0 , A,, L, die Wurzeln sind folgender in A kubischen 


Digitized by Google 


/.wuiunilzwain'.ipttc Vurlcsuug. 


298 

Gleiehung, die drei anderen, dass die bekannleu Grbssen 
«„ « 3 sicli ids die Wurzeln folgender kubischeu Gleiehung 
in a betrachten lassen: 

( o\ fin 9 | fit 9 i fit * | i i ^ 1 

« 0 — j- il ' or , -(- 1 ' n, -f " 1 ’ ' n+A| «-f- Aj 

Naeli Feststellung der Wurzeln der ersten kubischeu Glei- 
ehung (8) bleibt uoch iibrig, die Werthe der Quadrate der 
let/, ten Unbekanuten 2>' 0 , B x , Jl., dureh Auflosung des zwei- 
ten Systemes Gleichungen (7) zu berechnen. Diese Jterech- 
nung geschiebt am einfachsten in folgender Art: 

Da A„, A,, A._, und a., die Wurzeln der kubischeu 

Gleicbungen (8) siud, so bat man identiscb: 

(«» + A) («, + A) (« 2 + A) - ft* (a, + A) («, + A) 

- + A) (« 0 + A) - pS («„ + A) f«, + A) 

/m = (A — A.) (A — A,) (A — A,), 

(9) 

(« -f- A„) (a -f- A,) (a -f- A 2 ) — B? (« + A,) (a -f- A ? ) 

Jl? (« + *,) (« + K) - Jl? (« + *.) (« + A,) 

= (« — «o) (« — «|) (« — « 2 )- 

Setzt man in diesen Gleichungen fUr A nach einander 
— «,,, — «, , — und fdr « ebenso — A„, — A,, — A.,, so 
erhiilt man : 

p« “"(«*—«,) (« 0 — ' (i.-XjHi,— jy ’ 

/m\ J (5l+AoK«!+l,)(ni+it) n 5 + + id («»+_b) 

K ’ Pi ' («,—»,) («,-«,) > (l i -A f T(i l -A i ) » 

a i ( n t+Ao)(g,+ ii)(<»«+i») jt I (“o+VIHi+kKut+kl 
Ps («,-«„) («,-«, i ’ * (A, -A# (A*— Ajj • 

Aus der in A kubischeu Gleiehuug (8) ersieht man, wenn 
man voraussetzt: 

( 11 ) 

dass, welche Werthe aucb die Grbssen ft , , fi., haben mogen, 
die Wurzeln jeuer Gleichung liegen: 
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dio grosste Wurzel A„ zwischen -(- oo und — «, , 

(12) die mittlere Wurzel A, /.wise hen - und — - « t , 

die kleinste Wurzel A._, zwiseben — «, und — 

Deshalb sind aueh die Ausdriicke Ufa Ji.i‘ in (10) summt- 

lich positiv und die Ausdriicke (6) der Substitutionscoefficien- 
ten reell. 

Von den angefiihrten Formeln braucht man nur die eine 
Hiilfte aufzustellen , die andere ergiebt sich von selbst nacli 
dem Principe, welches wir jetzt entwickeln wollen. 

Durch Multiplication der drei ersten Gleichungen (5) uiit 
x, ij, z und Addition erlialt man, mit Riicksicht auf (4): 

(13) . . . PqX -}- fay + faz — B n X -f- B { Y -f- B^Z. 

Mit Hfllfe dieser Gleichung geht aber die Gleichung (2): 

(14) OS a x+fay+p t zy-(«^+a l y l +a^)^ 0 X‘+k l Y‘+X t Z‘ 
iiber in: 

(15) (B 0 X+B t Y+B,Z)*-(X 0 X'+X, Y‘+X i Z>)=a 0 x'+a i y'+a t z*. 

Wenn demnach die Substitutionen (4) die Gleichungen 
(1) und (14) zu identischen Gleichungen machen, und die 
Substitutionen dadurch bestimmt sind, so machen die Auf- 
losungen dieser Substitutionen die Gleichungen (1) und (15) 
zu identischen Gleichungen und sind ebeufalls bestimmt. Dar- 
aus ergiebt sich aber folgende Regel zur Ableitung neuer 
Formeln : 

Es ist erlaubt, in alien Formeln, die aus den Sub- 
stitution eu (4) hervorgehen, welche die Gleichungen 
(l)und(2) zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Vertauschungen zu machen: 

fl6) ” a o> a i> a 2 i fa, fa, fai b° , c° , c . 

,, X, Z\ A 0 , Aj , A 2 ; B n , B t) B t \ a, a ,b . 

Zieht man die mit einem willkurlichen Factor A multi- 
plicirte Gleichung (1) ab von (14), so erhtilt man: 
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0 7) — (A„ ~ ^ + (A, - -l) r 2 + (A, - k)Z*. 

Wenn man diese Gleichuug an die Stelle der Gleichung 

(2) des Problemes setzt, so sieht man, dass man in alien 
zur Losung des Problemes entwiekelten Formeln 
folgende gleichzeitige Veriinderungen eintreten 
lasscn kann: 

» a U) a t) **2) ^0. ^I> ^2) 

(lo) 

,, in a 0 -(- A, ftj -|- A, cc., 4” ^ > A 0 — A , Aj — A , A._, — A. 

Ein drittes Prinzip, nacli welchem die zur Auflosung lies 
Problemes dienliehen Formeln verandert werden konnen, er- 
giebt sich aus der folgenden Betrachtung: 

Setzt man, um die reciproke Function 0(«, v, to) der in 

(3) gegebenen Function cp(x,y,z) zu bestimmen, nach Vor- 
schrift von (25) der siebenten Vorlesung: 

« == ^rp'(x) , v = ^cp'(y) , tv = \ (f\z ) , 

so erhalt man nach (27) derselbcn Vorlesung die Auflosungen 
dieser linearen Gleicbungen: 

x = i <»'(«) , V = i ®'(») , * = W(w) , 

und die reciproke Function selber wird: 

<1> (it, t;, w) = ^ {« ®'(«) + v 'h'(v) rf- w 0'(tv) J . 

Die hier angedeuteten algebraischen Operationen zur Be- 
stimmung der reciproken Function 0(«, ti, tv) fiihreu wir am 
einfachstcn in folgender Art durch. 

Wir setzeu, um abzukiirzen: 

fit? 4~ PiV 4* Pz* — -® > 

V + + 

n, 

Alsdaun si ml die drei Glcichungen aufzuloseii: 

t 

« = J — a lr c , 

» = 4<P'(y) = — a,y , 

tv = J qp'(r) = ji 2 li — n^z. 
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R ft R 

Multiplicirt man dieaelben mit > Pl > p * nml addirt, so erhiilt 

r «„ a, a, ’ 


man : 


" u + Pl v + p -’ w = (f + l) B — B, 


und hieraus: 




B = 1 ( fJ ° « + & v + e ' icV 
f \a„ «, ' a, J 


Man erhiilt denninch die gesuehteu Auflbsungen , wenn man 
in den so dargestellten drei Gleichungen : 


x = ~ B — — * w, 


v = ^B--v, 

“i «i 

* = h ]} L 


fOr B den zuletzt gegebeuen Werth setzt. Dureli Multipli- 
cation dieser drei Gleiehungen mit u, v, w und Addition der- 
selben erhiilt man dann die gesuchte reciproke Function: 


os) +s»)’- g +:;+ 3 . 


iu welcher (f) die Bedeutuug hat: 


( 20 ) 



+ „ + „ — 1 • 


Hier tritt nun der Satz (25) der zwanzigsten Vorlesung 
in VVirksamkeit, nach welchem unaere Substitutioneu (4), 
welche entsprechen den Substitutioneu (1) — (4) dort, die Trans- 
formation ergeben : 


( 21 ) 


e 0(x, y, z) = g « + J- y + J; zj- f (** +^ + Q 


:f ( 


/x* 

1, 


\*o 


+? + £) 


Da man diese Gleichung mit der Gleichung (2) des Pro- 
blems vertauschen kann, ohue die Substitutionen (4) zu iindern, 
so sieht man, dass es erlaubt ist, in alien unseren 
Formeln folgende Veriinderungcn zu machen: 
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» ft 7 

ft, 

ft; 

«o> 


ft > 




11, 

• ft 

A 

A, • 

f 

* f ^ 

« 

* f . 

f 1*0 


£ «, 

» 1,1 „ » 
«u 

— y 

«i 

J 

— > 
«o 

3“ > — 1 
«i «a 

A u 1 

' i ’ ; ’ 

A, A* 

A„ ’ 

A, 

’ A» 


(22) 


Demi da die Werthe der neiin Substitutionseoeffieienten (6) 
sicli durch die ersten von diesen Aenderungeu nieht iindern 
dilrfen , so milssen die drei let/ten Grdssen B u , ll x , 11., eben 
die angegebenen Veriinderungcn erhalten. 

Die Veranderungen (18) in (21) lassen, wenn man setzt : 

(23) .... £=-%' + 5! i + u! - 1 , 

v/ a 0 ' «i “r * <*2 ~r * 7 

folgende durch die Substitutionen (4) in A identische Glei- 
chung hervorgehen : 


(24) 


/ P* x 4 _ J<v i Pt* V p ( ** _i y r I * \ 

\«0 + A ‘ «l + * «« + i) \«0 + a ' «1 + a ' + V 

I y« '■ & \ 

' ^ — x ~ r i, — i “ r a, — ij 


An das Vorliergehende reiht sich ein System eleganter 
Formeln an, welches, zu ferneren Transformationen dienlich, 
sich fast ohne alle Kechnung sofort hinschreiben liisst. 

Setzt man die Werthe der Substitutionseoeffieienten (G) 
in (16) der achtzehnten Vorlesung ein, so erliillt man: 

A.* , ft* i A,* i 

(«, + to)* T («, + W ^ («» + h)' JV ’ 

(25i ~ | A'!. _i_ P »* — L, 

K ) • • • («, + a,)* ^ («, + A,)* T ( „ t + 1,). — 

_i.*_ I ( 3 ,* | A,*_ _ 1 . 

l«o + A,)« I - (a, + A,)« f (a, + A,)’ JV 


Ii?i + 


(,“o+A|)(« 0 +Ai) ' («i+A|)(«i+A t ) ' ja,+ A|)(a t +A,) 


+ ^ 


( 26 ) - 


Po | Pj i Pa _ A 

(“o+Af)(«o+A c ) ' («,+A )(«,+A n ) ' (“!+A,)(B|+A 0 ) 


(“o+Ao)(«o+A,) («i+A 0 )(a,+A,) 1 (a,-t-Ao)(<*«+A|) 

Die erste tileichung (21) der achtzehnten Vorlesung 


ft' 


lT\ + . 


ft* 


= 0. 
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a'b " — a'b'=c°, sowie auch jede andere dcs Systemes, geht 
in gleicher Weise mii Beriieksichtigung von (10) iiber in: 

(27) .... B (l B l B J (X l — A,) (A 2 — A 0 ) (A„ — A,) 

+ Po Pi p-i (“i — «s) («2 — “*) (“o — «i) = 0 • 

Macht man in den drei ersten Gleichungen (7) die Aende- 
rungcn (22) und hierauf die Aenderungen (18), so erliiilt man: 

Po* I Pd , Pd E 

(“n+*o)(“u+*) (“l+Ao)(#i+A) (“**t"Ao)(®*+A) A 0 — A’ 

(9fl\ Po* | Pd I ft* E 

K ~ r u<,+ i.)(«.+ 0 ^ .« s +;.,i:a,+ i) A.-A’ 

ft*__ , Pd . JV_ = E 

(«0 + A*)(«»+A) " T " («|+ *»)(«!+*) ' («.+*»){«*+ A) A,— A* 

Differentiirt man dieso in A identischen Gleicliungen nach 
A und setzt hierauf filr A entweder A 0 oder A, oder A 2 , so er- 
liiilt man mit ltiicksicht auf (25) und (7): 

P«’ I ft* , Pd _I 

<«o+A|X«o+A.)* " r («,+»,)(«,■ + A„)* f («,+A,X«.+Ao)* (A,-A 0 ).B g *> 

ft!. | Pd , Pd i 

(“o+^o+lo)* ^ <«rK) <«,+ A.)* “ r («*K> (««+*»)* (A-A 0 )B,«’ 

Po* I Pd , Pd JL 

m («o+id(«o+ii' ! ^ (<vH»u«.+a,m tM-A,)(«,+ A,j* a,- K)Er 
Po* Pd Pd 1 

(« 0 +A 0 X«7+A,j* + ra 1 +2 0 )( ai +/,r*+ (^io)(«,+ A,)* = (A 0 -A,)27> 

Po* | Pd | P«» L. 

(a 0 +i 0 X«r 0 +i,)*^ («|+^ 0 ) («,+!,)* " r (a,+i„)(«,+l t )* (A .-A,)*,* » 

Po* , _ft* , Pd 1 

l«0+ii) («o+A,)* ^ («rHi) («,+ A,)* ‘ r (arfX.) (a,-f 1 ,)* (X, - A.) B,* ' 

Wenn man die Grossen il 0 , B lf B 7 als Functionen von 
a n , a 2 und A 0 , A,, A 2 betrachtet, wie sie durch (10) aus- 
gedriickt siud, und die Logarithmeu dieser Ausdriicke par- 
tiell differentiirt nach A„ oder A, oder A 2 , so erhiilt man: 

2 dJBj, 1 , 1 . 1 , 1 1 

B 0 a o “t* A i, «, -f- A 0 u t -j- iff if — A ft A t A 0 1 

2 Mi 1 _l j 1 . 1 , 1_ 

Bf dl, «„ — J— A f «i + A, «, — j- A, A, A, A 0 — Ad 

2 cB, 11.1.1.1 

B, dl, a 0 + A* "f a, + A, a, + A, T A 0 - A, "+* A, - A, ' 
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Da man aber aluiliche Ausdriicke erhalt durch zweimalige 
Differentiation der so dargestelltcu identischen Gleichung (9): 

Po* , PJ , P,* , _ (A — a,) (Z — X,) (1 - A.) 

“o + t <*, 4 a ' 4 A («« + i) («, + A) («. + A) 

uacli A und Veriinderung dieser variabeln Griisse in A u , A,, A,, 
niimlich: 

Po* I Pi * | Pi* __ 

(«o 4 A 0 ) 3 f («, 4~A U )« 1" («, + A»)« 

— ' / 1 _j_ 1 4- 1 -J _i_ | 

-®o* l «o 4 ^0 «l + *0 “* + A„ A, — A„ ' A, — l 0 f ' 

__Po*_ I 0.* I 0,*__ 

(o, 4 A,)’ "T" («, 4 A,) 1 " r («, 4 A,)* 

B,* l«„4A< ^ «, 4 A, ^<r«4 A, ^ A s - A, ^ A 0 - A,/’ 

0o» , 0 j 1 _ . 0t* 

(a„ 4 A,)* "T («, 4 a,) 3 f («, 4 a,) 3 

AV 1 «. 4 A, ^ «, 4 A, ^ ««+ A, ^ A„ — A, ‘A, — A, / ' 

so ergiebt sich aus deni Vergleich dieser drei Gleichungen mil 
den drei vorhergehenden : 


0o* . 0.* , 0.* 

(«0 + A o'/’ ' («, 4 A 0 1* ' («, 4 A„) 3 

/•ja\ 0oi 4 0i* 4_ 0«* 

' ; ' ' («« + A,v f («, 4 A,)’ T (a, 4 A,)* 

__0j? | ftL . | 0«* 

(“o 4 A,)’ ' (a, 4 A,) 3 "T («, 4 A,' 1 


2 (}B 0 

B„* ' i'A 0 

2 0Ai, 
it, 3 ' 0A, ’ 

2 dB, 
At, 1 ' 0A f ‘ 


Um endlicli dieses, zum grbssten Theil von Jacobi ent- 
wickelte, System von Formelu zu vervollstiindigen , fiigen wir 
noth folgende hinzu : 

/on 00* | 01* | 01* 

(o.+AJ («„4 A, j(«,+A t ) ^ («,4A.K«,+A,) («, 4 A.) _r («,4A,)(«,4A, >(«,+A, > 

welche sich aus den drei ersten Gleichungen (10) ohne Schwie. 
rigkeit ergiebt. 

Allein durch Zusamuienstellung der angegebenen For mein 
geht folgeudes System hervor, weun man beriicksichtiget , dass 
auf Grand von (10) ist: 
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*> QPj — _®L. _ o _ -B* 

' ~Sl 0 l t — h’ (IXo ~ V— *o ’ 

namlich: 

o'i , 6"y | e°z 2 cB„ y , 2 r7J, y . 2 dB, ,, 

cvBo «,+i„ «,+to ~ B „ ' B 0 ' r "r B,’ CK, ’ 

a ‘ a . I c* = lj s iv_ 2 cBy y 

' «,+*„ ' “i+ J u B 0 ci 0 B, cl 0 ’ 

a" x . li'y . c'z 2 cB, y 2 dB, 

« u +i<, + ^+r 0 + — b 0 ‘ a, A — b, ‘ Tk a ‘ 

Die erste von diesen Gleichungen wird erhalten, wenn 
man die erste Gleichung (30) mit B 0 B 0 X, die erste Gleicliung 
(29) mit B a B l Y, die zweite Gleichung (29) mit B n B,Z mul- 
tiplicirt und alle drei Gleichungen unter Berttcksichtigung 
von (6) und (4) addirt. Ebenso wird die zweite Gleichung 
(32) erhalten, wenn man die erste Gleichung (29) mit B 0 B t X, 
die vierte Gleichung (29) mit B l B i Y, die Gleichung (31) mit 
B^B t Z multiplicirt und addirt. Die dritte Gleichung (32) er- 
hiilt man endlich, wenn man die zweite Gleichung (29) mit 
B 0 B 7 X, die Gleichung (31) mit B { B 7 Y, die fiinfte Gleichung 
(29) mit B.yB^Z multiplicirt und addirt. 

Multiplicirt man die drei Gleichungen (32) der Reihe nach 
mit X, Y, Z und addirt, unter Beriicksichtigung von (4), 
so erhillt man: 


_L _j£_ 4 . = 

(33) “ <r ^° ' “•+ 1 o K »+tu 

2 0 Bq y, 2 d B, y 2 C Bf y, I 

— B 0 dh &idK B t dlt* 


4 C B [ y y . 4 d B, y y 

B, dl 9 JLX+ B „ 0 *. 


eine Gleichung, welche durch die Substitutionen (4) zugleich 
mit (1) und (2) eine identische wird. 

Wir erwiihnen ferner des Sj’stemes Gleichungen, welches 
aus (32) dadurch hervorgeht, dass man den Variablen die 
Werthe zuertheilt: x = y — /S, , e — () 2 und demnach 


X = B„, Y 


(34) . . 


= •8,, 

z 

» 

namlich : 

«o + t„ 

+ 

ot, + l 0 

+ 

“l + to 

a'Po 

1 

b’fi, 

4_ 

c 0$ 

“ 0+^0 

T 

*i + t» 

i 

“t + 1 0 

«"0o 

1 

b“P, 

i_ 

c'fit 

“0 + to 


“l + to 

T 

a, + * 0 

Geometr. 

d. Rtumei. 2. 

Aufl 



B„ 


= 0 , 


20 


Digitized by Google 



30G 


Zweiundzwanzigste Vorlesung. 


Um die erste von diesen Gleichungen in der angegebenen 
Form nachzuweisen , bedarf es freilich noch der Reduction 

— — = 1 , die sich aber umgehen liisst, wenn 


man an die Stelle der ersten Gleighung setzt die erste Glei- 
chung (25), welche mit Berticksichtigung von (6) ohne Weite- 
res die gewilnschte Gestalt annimmt. 

Wir bringen endlich die Substitutionen (4) in Erinnerung: 


a°x -|- b"y -f- t u z = X , 

(35) ax + b'y + c’z = Y, 

a'x + V'y + c"s — Z , 


um sie mit den beiden vorliergeheuden Systemen Gleichungen 
zu eiuer neuen Gleichung zusammen zu stellen. 

Betracbteu wir zu diesem Zwecke die linken Theile der 
Gleichungen (34) als die Componenten der ersten Horizontal- 
reihe einer Determinante K, die linken Theile der Gleichungen 
(35) als die der zweiten Horizontalreihe und die linken Theile 
der Gleichungen (32) als die der dritten Horizontalreihe der- 
selben Determinante, so haben wir nach Satz (31) der sieben- 
ten Vorlesung von der Multiplication der Determiuanten : 

fti pt pi 

“• + 1 “i 4 *» ’ «» 4 *o 

(3G) . ... K = x, y, z , 

x y z 

«» 4*n' “i 4 >■« ’ «» 4 *o 


Denn der zweite Factor, die Determinante /I , gebildet. aus 
den neun Substitutionscoefficienten, ist nach (20) der aclit- 
zehnten Vorlesung = 1. 

Wenn wir in gleicher Weise die Determinante K aus den 
rechteu Theilen der angegebenen Gleichungen bilden, so er- 
lialten wir mit Rticksicht auf (14) der siebenten Vorlesung: 

i Y > Z > 

(37 ) A y^ i 2 tJii-y 2 r lliy 2 ir B % -y 2 

\B,' B 0 ' iK Bi'di,, 

oder, wenn wir diese Determinante entwickeln und fur die 
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partiellen Differentialquotienten die oben angegebenen Werthe 
einsetzen : 


(38) K= 




{(A, k,)B 0 YZ+(l, A„)/i,ZX+( A„ A,)/;,xr}. 


Wir haben demnach die dureh die Substitutionen (4) iden- 
tisclie Gleichung: 

fit fit I 

I “o + Ao ’ «i + A 0 ’ + Ao 

x, y, z, = 


(39) 

= a "Tvi.-nJ i { (A ' • 

'•* *0A*0 1 


x y 5 

I a„ -f i„ ’ a, + A 0 * «t + *0 


Diese Gleichung ist im Grunde nichts Neues. Denn sie 
filhrt, vollstiindig entwickelt, auf die Gleichung (55) der aclit- 
zehnten Vorlesung zurilck. Sie ist aber von Bedeutung wegen 
der Form, in der sie hier auftritt. 


Wir gehen fiber zur geometrischen Interpretation ein- 
zelner Gleichuugen, welche wir in dem Vorhergehenden ent- 
wickelt haben. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Grosseu j3 0 , fi lt [i, 
als die variabeln rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
im Raume. Unter dieser Voraussetzung stellt die erste Glei- 
chung (8) eine auf ihre Hauptaxen bezogene Oberfliiche zwei- 
ter Ordnung dar. Liisst man in ihr A variiren, so erhiilt man 
ein ganzes System Oberfliichen zweiter Ordnung von der Eigen- 
schaft, dass ihre durch irgend zwei Hauptaxen gelegten 
Sclmitte, welche, wie bekannt, Kegelschnitte sind, dieselbeu 
Brcnnpunkte haben. Solche Oberflacheu nennt man con- 
focale Oberfliichen zweiter Ordnung. Ihr analytischer 
Ausdruck ist die Gleichung (8) mit verauderlichem Werthe 
von A. 

Betrachten wir den Punkt im Raume als einen gegebe- 
nen durch seine Coordinaten /3 0 , /3, , ft 2 , so beweist das erste 
System Gleichungen (7), dass durch den gegebenen Punkt 
drei verschiedene confoeale Oberfliichen liindurchgeheu. Die 
eine von diesen Oberfliichen ist ein Ellipsoid, weil alio drei 

20 * 
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Neimer in der ersten Gleichung positiv sind. Die zweite 
Oberfliiclie ist eiu erstes Hyperboloid, weil in der zweiten 
Gleichung der dritte Nenner allein uegativ ist. Die dritte 
Oberflache ist eiu Hyperboloid der zweiten Art, weil die beiden 
letzten Nenner in der dritten Gleichung negativ sind, wahrend 
der erste positiv ist. 

Jede von den drei Arten confocaler Oberfliichen erfiillt 
den ganzen uneudlichen Rauin, weil fiir beliebige Werthe der 
Coordinaten ft, , ft, ft, immer Wurzelu der kubischen Glei- 
chung (8) gefunden werden, welche zwischeu den in (12) an- 
gegebeneu Grenzen liegeu. 

Liisst man A abnehmen von oo bis — a, , so wird das 
fur A = oo unendlich grosse Ellipsoid immer kleiner, bis es 
endlich in die Fliiche der Ellipse fallt, welche durcli die Glei- 
chung ausgedrilckt ist: 


(40) . 


ft* | ft* 

«0 — «t a, — a. 


1 . 


Diese Flache bildet die Grenze zwischen den Ellipsoiden 
und den Hyperboloiden der ersten Art. Das Hyperboloid der 
ersten Art in dieser Grenze fallt zusammen mit dem Theile 
der ft ft Ebene, welcher von der genannten Ellipse ausge- 
schlossen ist. Nimrnt A weiter ab von — a 2 bis — a,, so 
bildet in der letzten Grenze die Flache der in der ftft Ebene 
liegenden Hyperbel: 


' ' «„ — «, «, — «, 

die Grenzen der Hyperboloide der ersten Art und der Hyper- 
lioloide der zweiten Art. Die andere Grenze der Hyperbo- 
loide der zweiten Art bildet die ftftEbene. 

Zwei confocale Oberfliichen derselben Art konnen sich 
nicht in reellen Punkten schneiden, weil fur einen reellen 
Schnittpunkt ft /3, ft,, die Wurzeln der kubischen Gleichung 
(8) dann nicht zwischen den in (12) angegebenen Grenzen 
liegen wiirden. 

Die Cosinus der Winkel, welche die in demPunkte ft, ft, ft 
an die drei durch ihn gehenden confocalen Oberflachen (7) 
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gelegten Tangentenebenen mit den Coordinatenebenen bilden, 
verhalten sich bekanntlich wie: 


0i . Pi . 0t } 

«0 + *o “l + ‘ «t + t|| 

§ • . 01 . 01 f 

«« + *1 ' «| "Ml '«,+ *! 

__ £•_ : _ 0< . _?« . 

«o + “id- *» «i + G 

Die aus dieseu 9 Ausdrilcken zusammengesetzten Glei- 
chuugen (26) beweisen, dass die genannteu Tangentenebeuen 
auf einander senkrecht stehen. Diese Bemerkungen fassen 
wir in einem Satze zusammen, wie folgt: 

Confocale Oberfliichen derselben Art schneidcn 
sich nicht. Confocale Oberflachen verschiedener 
Art schneiden sich imrner in reellen I’unkten senk- 
recht. Injedera Punkte des Raumes schneiden sich 
drei mit einer gegebenen Oberfliiche zweiter Ord- 
nung confocale Oberflachen. 

Wenn man, um die geometrische Bedeutung der Glei- 
chung (24) festzustellen , von einem, durch seine Coordinated 
0o P, fit gegebenen, Punkte im Raume an die Oberflaehe (8) 
eineu Tangentenkegel legt, so wird die Gleichung desselben 
nach Vorschrift von (20) der vierzelinten Vorlesung: 



0<y . 0r _1 \’_r/_£L . -£- 4 - * 

«i+t ' t / \«o+ * ' «i+i ' « t +i 


'} 


0. 


Die Summe der Glieder zweiter Ordnung in dieser Glei- 
thuug ist gerade der Ausdruck, der in (24) durch die Sub- 
stitutionen (4) transformirt worden ist. Durch diese Trails^ 
formation ist zugleich das Problem der Hauptaxen des Tan- 
gentenkegels geloset. Die Auflosung des Problemes ist in 
Betreff der neun Substitutionscoefficienten unabhiingig von dem 
besonderen Werthe von A in (42) und kann nach dem Vorher- 
gehenden deshalb in Worten so wiedergegeben werden: 


Die Tangentenkegel, welche von einem beliebig 
gegebenen Punkte als Spitze an confocale Ober- 
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flachen zweiter 0 rdnung gelegt werden, haben die- 
selben Richtungeu ihrer Hauptaxen. Die durch den 
gegebenen Punkt gelegten Tangcntenebenen an die 
drei, durch ihn gehenden, confocalen Oberflachen 
schneiden sich in den, alien jenen Tan gentenkegeln 
gemeinsehaftlichen, Hauptaxen. 

Ein Punkt im Raume bestimmt die drei durch ihn geleg- 
ten, mit einer gegebenen Oberflache zweiter Ordnuug con- 
focalen, Oberfliichen. Urugckehrt ist der Punkt bestimmt 
durch die drei confocalen Oberflachen, welche durch ihn gehen. 
Diese drei Oberfliichen bestimmen zwar, indem sie sicli schnei- 
den , 8 verschiedene Punkte. Allein unter angemessener Be- 
schrankung, zum Beispiel, dass der Punkt nur positive recht- 
winklige Coordinaten habe, wird derselbe durch die drei durch 
ihn gehenden confocalen Oberfliichen unzweideutig bestimmt 
sein. Wir werdeu in dem Folgenden diese Beschriinkung fest- 
halten. In dieser Voraussetzung bestimmen die rechtwink- 
ligen Coordinaten /J () , /3, , (i., eines beliebig gewiihlten Punktes 
p im Raume auch die drei Werthe von A gleich A„ , A,, A,, 
welche den drei, durch den Punkt gelegen, confocalen Ober- 
flachen (7) entsprechen ; und umgekehrt sind durch letztere 
die rechtwinkligen Coordinaten /?,, , fi, , (},, des Punktes p un- 
zweideutig bestimmt. 

Diese drei Wurzeln A 0 , A,, A., der kubischen Gleichuug 
(8) filhren den Namen der elli ptischeu Coordinaten des 
Punktes im Raume, dessen rechtwinklige Coordinaten sind 
ji n , /I | , /3 a . Ihr geometrische8 Bild sind die drei, durch ihn 
gehenden, confocalen Oberflachen. Durch letztere wird in 
ihrer unendlich nahen Aufeinanderfolge der unendliche Raum 
zertheilt in rechtwinklige Parallelepipeden, wie dasselbe in 
liihnlicher VVeise in dem rechtwinkligen Coordinatensysteme 
durch die, den Coordiuatenebenen parallelen , Ebeuen in ihrer 
Aufeinanderfolge gesehieht. Die Summe alter dieser Parallel- 
epipeden, welche innerhalb einer gegebenen Oberflache liegen, 
bestimmen den kbrperliehen Inhalt der Oberflache. 

Die Curven, in welchen sich zwei confocale Oberflachen 
zweiter Ordnung schneiden, nennt man KrUmmungscurven. 
Durch jeden Punkt des Raumes gehen also drei in dem Punkte 
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auf einaiider senkrecht stehende Kriimmungscurven. Die eiue 
schneidet siiinmtliche confocale Ellipsoide, die zweite sanirnt- 
liche confocale Hyperboloide der ersten und die dritte sammt- 
liche confocale Hyperboloide der zweiten Art senkrecht. Kriim- 
mungscurven, welche auf einer und derselben confocalen Ober- 
flache zweiter Ordnung liegen, heisseu Kriimmungscurven 
dieser Oberfliiche. 

Die Kriimmungscurven einer Oberfliiche zweiter Ordnung 
kann man nach dem Vorhergehenden eintheilen in zwei Arten. 
Die Kriimmungscurven der einen sowie die Kriimmungscurven 
der anderen Art schneiden sich nicht. Dagegen schneiden die 
Kriimmungscurven der einen Art die Kriimmungscurven der 
anderen Art senkrecht. 

Die Kriimmungscurven einer gegebenen Oberfliiche zweiter 
Ordnung zertheilen demnach in ihrer uuendlich nahen Aufein- 
andcrfolge die Fliiche in unendlich kleine Rechtecke. DieSumme 
dieser Rechtecke giebt den Fliicheninhalt der Oberfliiche. 

Der analytische Ausdruck der Kriimmungscurven in ellip- 
tischen Coordinaten sind zwei von den Gleichungen: 

- == (-o> ^1 ° = ^1 ; ^2 ==i Cj, 

in welchen die VVerthe der Constanten C a , 6',, C 2 beliebig 
zu wahlen sind aus den in (12) angegebenen Grenzen. In 
rechtwinkligen Coordinaten sind es zwei von den in (7) an- 
gegebenen Gleichungen. 

Zur Transformation eines, in rechtwinkligen Coordinaten 
gegebenen, Ausdruckes in elliptische Coordinaten dienen die 
drei ersten Gleichungen (10). Zu den Diiferentialen der recht- 
winkligen Coordinaten, ausgedriickt durch die elliptischen 
Coordinaten, gelangt man auf folgendem Wege. 

Difl'erentiirt man die Gleichungen (7) , indem man sowohl 
die rechtwinkligen, als die elliptischen Coordinaten als variabel 
betrachtet, die Grossen a,, a. 2 aber als constant, so erhiilt- 

-f- (fid j3j , 

4 * c'dfi i j 

+ , 


man mit Beriicksichtigung von (6): 
2^ = «Wo + b°dp, 

(43) g. = a ' d(i » + b ' d P' 

8 % = a dfi „ + b"dp t 
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Der Vergleich dieses Systemes Gleichungen mit den Sub- 
stitutionen (4) erweiset folgenden Satz: 


Es i st erlaubt, sowolil in den Substitutioneu (4), 
als in alien den Gl(L>ichungen, wclelie diese Substi- 
tutionen zu identischen Gleichungen machen, fol- 
gende gleichzeitige Veranderungcn zu uaclien: 



x, 

dfa, 


y, * ; 

dfitt <*0*> 


X, Y, 

dX„ i IX | 

YB„’ TT,’ 


Z, 

lB t 


Von den, dutch diese Veriinderungen aus den entwickelten 
Foraeln hervorgehenden, Differentialformeln heben wir nur drei 
hervor. Erstens die aus (39) hervorgehende Diff'erentialformel : 


1 ft 

ft 

ft 

1 “0 + *0 ’ 

a i “1" *0 7 

“« + *0 

1 <*00, 

<*0,, 

dp. 

1 <*ft 

dp, 

dp, 

1 “o + *0 ’ 

“t + *0 ’ 



= (A 1 -A 2 ) J B 0 W 1 dA J +(A J -A 0 )£ 1 W 2 dA 0 +(A 0 -A ) )B J J d^ l } 

W ° ® = l -Bo'JS.B. O, - ‘ 


Auf die Bedeutung dieses Diiferentialausdruckes werdeu 
wir in einer spiiteren Vorlesung, die uber die Krfimmungs- 
curven der Oberflachen im Allgemeinen handeln wird, wieder 
zurfickkommen. 

Wir fiihren zweitens die aus (33) hervorgehende Differen- 
'tial-Formel an: 


(46) 


jW + Al L . <*ft‘ „ 

«0 + *0 “l + h a l + *0 


1 2-®0 Jl! * V -®l J) 2 j j i 

2B 0 > d X„ ® 9B.» rl. i TiJ rX, (l 


>!}• CX, 


2B, S CX 0 


+ B>B t dK + B 0 «B, 9lo 


2 

2 


von welcher wir in der folgenden Vorlesung Gebrauch machen 
werden. 




Digitized by Google 


Problem d. Hauptaxend. Oberfl&chen 2. 0. ConfocaleOberfl. 2.0. etc. 313 


Drittens machen wir auf die aus Gleichung (1) hervor- 
geliende Differential-Formel aufmerksam: 

(47) dtf + «W,* + rfft* = \ ’ 

welclie das Quadrat des Differentiales ds des Rogens irgend 
einer Curve darstellt, auf der einen Seite ausgedriickt durch 
rechtwinklige, auf dor anderen Seite durch elliptische Coordi- 
naten. 

Setzen wir, urn diesen Differential - Ausdrtick iibersicht- 
licher zu machen: 


■'V = (“o + A.) (a, -f- A„) («j -f A 0 ), 

— 'V = («o + A|) (a, + A,) (a 2 + A,), 

^ i 2 — («o + A,) (or, -f A,) (a., -f A,), 

— (Aj> A,) (A 0 Aj) (A, Aj) , 

so erhalten wir: 


(49) 


ds 1 = 


p r , 

4 \ (i, - i" 


di,* 

(Ig 1 2 ) ^ 1 * 


+ I- 

^ (to 


Hieraus ergeben sich die Differeutiale d « 0 , rfa,, da 2 der 
Langen der Krilmmuugscurven, welche auf den confocalen 
Ellipsoiden, den confocalen Hyperboloiden der ersten, den 
confocalen Hyperboloiden der zweiten Art senkrecht stehen: 


(50) 


da,, 


(la, 


. ypdi o 
I' (t, t 2 )dg 




V P <11, 

F(io - 1,M, 


, , Kfritj 

V(i„ -A.M, 


und aus dem letzteren der ganze Umfaug (7 der Kriini- 
mungscurve, in welcher sich das Ellipsoid A„ = C„ und das 
Hyperboloid A, = (7, schneiden, durch Integration und Multi- 
plication mit 4: 


(51) 


U 


— < 

-J 


T(i»- t'jK(i,- t,) 


^ rfA, 
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wobei zu bemerken ist , dass nur der eine Zweig der Krtim- 
mungscurve iu Betracht gezogen worden ist. 

Weun A, den Werth — a., erkalt, so fallt das diesein 
Werthc entsprecheude Hyperboloid in die /3,,/J, Ebene des Ooor- 
dinatensystems, und die in Rede stehende Krilmmungscurve 
geht fiber in den Kegelsehnitt , in welchera das Ellipsoid von 
der /5 0 (J, Ebene gesehnitten wird. Deshalb geht aucli der an- 
gegebene Ausdruek U in diesein Falle iiber in den Ausdruck 
(35) der vorkergehonden Vorlesung, wenu man uberdies A 0 = A 
setzt. 

Wenn man die Bogenelemeute da, und da, multiplieirt, 
so erha.lt man das Fliichenelement d F des Ellipsoids A„ = C 0 : 

(52) ... dF => \ ( a i rfA, , 

At A 2 


woraus durch doppelte Integration und Multiplication rait 8 
der ganze Fliickeninhalt F des Ellipsoides A 0 = C 0 
hervorgeht: 


(53) . . 



*,) Va„ - a,"i F.v-i,) 
A, A , 


dl, dk 2 


Um diese Formel zu priifen, setzen wir A 0 = — a. n in 
welchem Falle F den doppelten Fliicheninhalt der Ellipse (40) 
geben muss, deren einfaeher Fliicheninhalt I aus (38) der 
vorhergehenden Vorlesung erhalteu wird, wenu man A= — « 2 
setzt. Man sieht aber in der That, dass, fiir A = A n == — « 2 , 
wenn man die gleichen Factoreu des Zahlers und Nenners in 
F unterdriickt, wird: 

21 = F. 

Man erhiilt endlich das Korperelement dE, wenn man die 
Bogeneleinente d <t „ , da,, da 2 multiplieirt: 

(54) . . . dE = 4 • ( *° ~ ~ l *> - rfA 0 rfA, <1 Aj , 

woraus durch dreifache Integration und Multiplication mit 8 
der kubische Inhalt E des Ellipsoides A 0 = C 0 hervor- 
geht: 
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— a, — a, 


(55) E<=j f j (X -" ~ ;,) a f " ^ ( * ~ (ZA 0 (/A, rf/l,,. 


— a,, — — a, 


Direct findet man den kubisclien Inhalt E des Ellipsoides 
in folgender Weise. Man beschreibe um den Mittelpuukt des 
Ellipsoides mit der grossten Axe als Radius eine Kugel: 

_V_ . <»■» | ft* _ K 

«o + io “o + "o + *0 

Der Vergleich dieser Gleichung mit der ersten Gleichung 
(7) des Ellipsoides lehrt, dass jede auf der grossten Axe des 
Ellipsoides senkrecht stehende Ebene das Ellipsoid in einer 
Ellipse und die Kugel in einem Kreise schueidet, deren Flachen- 
inbalte sicb verhalten wie: 

Y (“i + 4) V\ a < + *o) : V K + *o) Y ( a o + ^o) • 

In demselben Verhiiltnisse stehen auch die korperlichen 
Inhalte des Ellipsoides E und der Kugel K. Man hat duller: 

£ __ Via, ■+■ F(<* j . 

' +' 4-i.f’ 

Setzt man mm fur K den bekannten VVerth filr den Inhalt 
der Kugel, so hat man: 


(56) ... E — j . / («„ -f A lt ) / (a, -f- A„i l (a., A„) . n. 


Man hat daher mit Riicksicht auf (55) die merkwUrdige In- 
tegral-Formel: 


— a. — a, i, 


(57) t V ( a o+^o)f / ( ft |+^u)F / ( a 2+^o)‘ ,r = JJJ 


(K Wi i,)GHW 


—a,, —a i - ft. 




— iU t iU 


Ein specieller Fall der elliptischen Ilaumcoordinaten, mit 
deren Hiilfe wir die voraugegaugenen Integralformeln fandeu, 
sind die elliptischen Kugelcoordi naten. Man wird auf 
sie gefiihrt durch die Annahme, dass die Grossen a 0 , a, , « 2 
sich siimmtlich der Grenze Null nuhern. 

Diese Bedingung driicken wir dadurch aus, dass wir setzen: 

(58) « 0 == ««", a, = f a, aj = ta" 
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und aunehmen, dass der Factor * sich der Grenze Null niihere, 
wahrend die Grossen o°, o', o" irgend welche gegebene end- 
liche Werthe behalten. Da nun die elliptischen Coordinaten 
A 0 , ^2 zwischen den in (12) angegebenen Grenzen liegen, 

so werden wir setzen: 


(59) A, = A°, A, = f A', A, = fA'', 


um rait endlichen Wertben von A 0 , A', A" zu operiren. 

Die Grossen A°, A', A" sind nun diejenigen, welche wir 
elliptische Kugelcoordiuaten nennen. 

Die Relationen zwischen den rechtwinkligen Coordinaten 
und den elliptischen Kugelcoordinaten erhalten wir durch Ein- 
setzen der Werthe (58) und (59) in die drei ersteu Gleichun- 
gen (7), namlich: 


(60) 


/V 

fil 

o° + r 

ft* 

o* + 1" 


+ 

+ 


fit' 

fi,' 

a + r 


_i_ . 

' a + 1“ 


+ /V 

i « 

+ « r +r 


+ 


r •;#» 

« * 


= A», 

= 0 , 

= 0. 


Was die Grenzen der elliptischen Kugelcoordinaten an- 
betrifft, so eutnehmeu wir aus (12), dass von diesen Coordi- 
naten liegt: 

die grosste A° zwischen oc und 0, 
die mittlere A' zwischen — a" und — a, 

(b 1 j • • • m f 

die kleinste A" zwischen — o' und — o B , 
vorausgesetzt, dass: o° > o' > o". 

Hiemach stellt die erste Gleichung (60) ein System eon- 
centrischer Kugeln dar, die zweite und dritte Gleichung ein 
System confocaler Kegel, deren Spitzen in dem gemeinsamen 
Mittelpunkte der Kugeln liegen. Im Uebrigen wiederholt sich 
an diesen drei Arten Oberflachen das, was wir von den drei 
Arten confocaler Oberflachen ausgesagt haben. 

Die Curven, in welchen die genannten Kegel die Kugel, 
deren Radius (/A" = 1 ist, schneiden, nennen wir sph a r i - 
sche Kegelschnitte. Es sind dieses die Schnittcurven von 
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beliebigen Kegeln zweiter Ordnung mit einer Kugel , deren Ra- 
dius — 1 und deren Mittelpunkt in der Spitze der Kegel iiegt. 

Das Bogenelement da 2 des durcli A® = 1 und A' = C' 
bestimmten spharischen Kegelschnittes wird demnach, wenn 
wir, um abzukiirzen , setzen: 

- A ' - («" + A') (a + A') («" + A'), . 

A"* = (a® + A") («' + A") («" + A"), 

nus (50) erhalten gleich: 

( 63 ) da 2 ^\-^P~PdX' , 

woraus man durch Integration und Multiplication mit 4 den 
ganzen Umfang 77' der spharischen Ellipse erhalt, 
welche durch die Gleichungen A® = 1 mid A' = C' gegeben ist: 

— o' 

(64) 77' = 2 J P-^~P dX'. 


Diese Gleichung geht, wenn man A' == — «" setzt, fiber in: 


( 65 ) 


2n 


2 f 1 

J v- («° + n w + a ") 

— a° 


weil in diesem Falle die spharische Ellipse ein grosster Kugel- 
kreis wird. Die Richtigkeit dieser Integral-Pormel lasst sich 
leicht direct nachweisen. 

Das Flachen element dF auf der Kugeloberflache erhiilt 
man aus (52) gleich: 

(66) dF = \ dX rf A", 


und daraus den Flacheninhalt F' der spharischen El- 
lipse, welche durch A® = 1 und A' — C' gegeben ist, durch 
Integration und Multiplication mit 4, niimlich: 


(67) 



dX dX\ 
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Zweiundzwanziggtc Vorlesung. 


Dieaer Flacheniuhalt wird gleich der halben Kugeloberflaehe, 
weim X' = — a". Man hat daber die merkwiirdige Integral- 
Formel : 


(««) 


2 --J'f-A 7 r ****■ 

— cS — a’ 


Das Korperelement d K erhiilt man aus (54): 


(69) 


(/ K = 


yj° (i' — o 

/J* A" 


dXUlX' ill" 


und durch Integration und Multiplication mit 8 den korper- 
lichen Inhalt K der Kugel mit dem Radius /l u : 

— o' — a" 

(70) K = 4 H j j dX’ dX", 

— oT — a 

woraus ebenfalls die Integral -Formel (68) liervorgeht, wenu 
man fur den kbrperlichen Inhalt der Kugel seiuen bekannten 
Werth setzt. 

Schliesslich wollen wir noch eines Principes Erwiihnung 
thun, welches dazu dient, gewisse Doppelintegrale auf ein- 
fache Integrale zuriickzufiihreu. Dieses Princip leiten wir aus 
dem bekannten Satze der sphiirischen Trigonometric her, dass 
jeder Winkel eines sphiirischen Dreiecks, zu der ihm ent- 
sprechenden Seite des Polardreiecks addirt, n giebt. Aus diesem 
Satze folgt unmittelbar, dass der Flacheniuhalt eines 
sphiirischen Dreiecks, zu demUmfange seines Polar- 
dreiecks addirt, 2n giebt. 

In dieser Fassung liisst sich der angegebene Satz leicht 
auf sphiiriscke Polygone ausdehnen , so wie auf irgend welche 
geschlossene Curven auf der Oberflache einer Kugel, deren 
Radius = 1 ist. Wenu man namlich untcr Polarcurve einer 
gegebenen Curve auf der Kugeloberfliiche diejeuige versteht, 
welche von dem grossten Kreise beriihrt wird , dessen Pol die 
gegebene Curve beschreibt, so hat man als Erweitcrung des 
angegebenen Satzes folgenden: 
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Die Summe des Fliicheninhaltes einer sphiiri- 
schen geschlossenen Curveunddes Umfanges ihrer 
Polarcurve ist gleich 2a. 


Da sieh nun der Flacheninhalt einer sphiirischen Curve 
als ein Doppelintegral darstellt, der Umfaug der Polarcurve 
aber als ein einfaches Integral, so sieht man, wie, auf dieseu 
Satz gestiitzt, gewisse Doppelintegrale auf einfache Integrale 
zuriickgefuhrt werden konnen. 

Als ein einfaches Beispiel soleher Zuriickfiihrungen bietet 
sich die spliarische Ellipse dar, welclie von dem Kegel begrenzt 
wird: 


ff,. 1 , 0 L *_ 

a°-fT ' 1T+T 


+ 




+ 


= 0 , 


deren Polarellipse nach (15) der vierzehnten Vorlesung von 
dem Kegel: 

(«° + w + (« + + («" + nw = o 

begrenzt wird. 


Dreiundzwanzigste Vorlesung. 

Kurzeste Linien auf dem Ellipsoid. 


Die Variations-Ilechnung lehrt die Differeutialgleichungen 
der kiirzesten Linien auf Oberfliichen entwickeln und ermit- 
telt aus denselben durch geometrische Interpretation Eigen- 
schaften dieser Linien. Unter diesen findet sich die charakte- 
'ristische Eigenschaft der kiirzesten Linien auf einer Oberflache, 
dass die Schmiegungsebene der kiirzesten Linie in 
jedem ihrer Punkte durch die in diesemPunkte er- 
richtete Normale der Oberflache hindurchgeht. 
Denn, wenn eine Curve auf der Oberflache diese Eigenschaft 
hat, so ist sie eine kurzeste Linie auf derselben. Wir nehmen 
diese charakteristische Eigenschaft der kiirzesten Linie als 
Definition derselben an, um daraus ihre Diflerentialgleichung 
herzuleiten. 
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Dreiundzwanrigata Vorlesung. 


Es seien p„, p, , p 2 die Coordinaten eines beliebigen Puuk- 
tes p einer dureh ilire Gleichung gegebenen Oberflache: 

( 1 ) m = 0. 

Es seien ferner P 0 -(- dp o , P, + dfi ,, P t -f- dp., die Coordi- 
naten eines beliebigen , aber dein Punkte p unendlich nalien 
Punktes q der Oberflache. Da diese Coordinaten aueh der 
Gleichung (1) geniigen miissen, so hat man: 

w -f- u„dp o -j- u,dp i -)- u.,dp,, — 0 , 

weun man, um abzukttrzen, setzt: 


( 2 ) . . . 



o 1 




Wenn man die Gleichung (1) von der darauf folgenden 
abzieht und die hbheren Potenzen der unendlich kleinen Gro- 
ssen dp 0 , dp, , dp 2 gegen die niederen vernachlassiget, so 
erhalt man die Gleichung einer durch den Punkt p gehenden 
Ebene : 

(3) u t>dP 0 + “i <iPi + dPj = 0, 

bezogen auf ein, dem zum Grunde gelegten Coordinatensysteme, 
paralleles, Coordinatensystem , dessen Anfangspunkt in dem 
Punkte p liegt, indem die unendlich kleinen Grossen dp 0 , dp,, 
dp. } die Coordinaten des Punktes q in diesem Sinne vorstellen. 

Es beweiset dieses, dass der, dem Punkte p unendlich 
nahe Punkt q bei seiner Bewegung auf der Oberflache eineu 
Theil der Ebene (3) bescbreibt, der Tangentenebene der 
Oberflache in dem Punkte p. Die Normale der Ober- 
flache, das ist die Normale der Tangentenebene in dem Be- 
riihrungspunkte , bildet demnach mit den Coordinatenuxeu 
Winkel, deren Cosinus sich verhalten wie: 

u v : «j : 

Schmiegungsebene einer Curve imEaume ineinem 
gegebenen Punkte p der Curve wird diejenige Ebene genannt, 
welche durch den gegebenen Punkt und durch zwei andere 
Punkte der Curve geht, die dem gegebenen unendlich nahe 
liegen. 
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Uni die Gleichung der Schmiegungsebene in symmetriseher 
Form zu erhalten, werdeu wir annehmen, dass die Coordinaten : 

ft, ft i ft 

eines beliebigeu Punktes p anf der gegebenen Curve als Func- 
tionen der einen unabbangigen Variabeln t gegeben seien. 
Ans denselben erbalt man die Coordinaten des, dem Punkte p 
uuendlicb nahen, Punktes q der Curve, indem man fiir t setzt 
t + dt-. 

■Po + Po'dt, ft + ftW, ft + ftVK, 

wo ft', ft', ft' die Differentialquotienten der Coordinaten nach 
der unabbangigen Variabeln t bedeuten. Setzt man in diesen 
AusdrQcken fur t wieder t -f- dt, so erhiilt man die Coordi- 
naten eines dritten, unendlich naben Punktes r der Curve: 

h+2Kdt+h"dP, ft+»ft'dH-ft*w, ft+aft'^+ft'd*. 

Diese Coordinaten beziehen sich auf das urspriingliche 
Coordinatensystem. Verlegt man jedoch den Anfangspunkt 
in den l’unkt p, so werdeu die Coordinaten des ersten Punk- 
tes sammtlich 0, und die Coordinaten der beideu anderen Punkte 
q und r werdeu: 

Po'dt, ft'<M, ft'rfft 

2 ftVW + fio’tlP, 2 fi,'dt + ft'W, 2ft'rf< + fcdfi. 
Sind nun : 

X, Y, Z 

die Coordinaten eines beliebigeu Punktes s, riicksichtlich des 
letztereu Coordinatensystemes, so erhiilt man die Bedingung, 
dass die vier Punkte p, q, r, s in einer und derselben Ebene 
liegen, wcnn man die aus den angegebenen 9 Coordinaten 
gebildete Determinante gleicb 0 setzt. Es ist dieses die Glei- 
chung der Schmiegungsebene, welcber man nach Satz (29) 
und (30) der siebenten Vorlesung und mit Weglussung des 
Factors dfi folgende Gestalt geben kaun : 

ft', p; ft' 

( 4 ) ft ", pc pc = o . 

X, Y, Z 

IIksuk , aualjt. Geoinetr. d. Iiuumei. 2 . Anti. 21 
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Droiunrizwanzipfste Vorlesnng. 


Nirnmt man nun an, dass die Curve auf der Oberflaehe 
(1) m = 0 liege, so erlia.lt man aus der letzten Gleichung die 
Bedingungsgleichung, welche fur jeden Punkt p der Curve 
erf ii lit werden muss, wenn die Mormale der Oberfliiche in der 
Scbmiegungsebene der Curve liegen soil : 

fta> @\ > P 2 

(5) P 0 ", i =0. 

«n , M, , tl j 

Es ist dieses die Differentialgleichung der oben definirten 
kiirzesten Linie der Oberfliicbe, welcbe in der Zusammenstel- 
lung mit der Gleichung « = 0 der Oberflaehe die kttrzeste 
Linie derselben analytisch ausdriickt. Vollstandig entwickelt 
hat sie die Form: 

(6) {uA''-*hh")Po+(«A" «A"W+ (wA'-’b/VA'-O- 

Da die ktirzeste Linie gauz auf der Oberflaehe u = 0 liegt, 
so muss diese letzte Gleichung, wenn man die Werthe der 
Coordinaten ft,„ /3 t , p. lt ausgedrilckt als Functiouen der unab- 
hiingigeu Variabeln t, einsetzt, unabhiingig von den beson- 
deren Werthen von t, erfiillt werden. Die Gleichung « = 0 
muss dadurch eine identische Gleichung in t werden. Durch 
einmalige und zweimalige Differentiation erlialt man daher 
wieder identische Gleichungen : 

(7) a, A,' + U i/V + = 0 > 

(8) >/„'(}, i + m/Ai + u i'P> + «.A" + m iAi ’ + n Ai' — 0 > 

welche man dazu benutzen kann, die Differentialgleichung (6) 
der kflrzesten Linie der Oberfliiche umzuforinen und zur In- 
tegration geschickt zu maehen. 

Bestimmen wir zu diesem Zwecke die Verhiiltnisse von 
P 0 /J,', /Jj' oder vielmehr diese, mit einem unbestimmten Factor 
fi multiplicirten, Grosseu selbst aus den Gleichungen (6) und 
(7), so erhalten wir fUr die erste dieser Grossen: 

»*/V = U,(tl,p n " ~ «A") — uA") 

= /*o(V+ M i J +«i a ) — «o( t< uA)"+ + U A1 , 
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und mit Rficksicht auf (8): 

f*A>'= IV« ! + <h 2 + V) + «o(«oA' + «t'/V + «*7V)* 

Wir haben daher: 

p/V = /V'(«o 2 + V + «**) + «o«/V + «i7V + <&')> 

m/V = /V'(V + «i 2 + «2 2 ) -t- «i(«oA' + + «,7V)» 

f*/V = AW + V + V) + « 2 («1>'/V + «l'A + «*7V)* 


Der Factor p in diesen Gleichungen liisst sich auf dop- 
pelte Weise symmetrisch ausdriicken. Derm multiplicirt man 
diese Gleichungen respective mit /3 0 ', fi t ', und addirt, so 
erhiilt man den gesuchten Factor in der einen Ausdrucksweise : 

(y + «,« + uf) (p./ftT + ff.'p." + ft'p,”) 

^ .... fc , + ft .» + fc . 


Multiplicirt man dagegen dieselben Gleichungen respective mit 
«./ und addirt, so erhalt man: 


„ (“o , +«l , +“2 , )(Mo0n'+«A"+“i , 0l") , / - , / . 

• u = uX+"X+"M + ( 0 0 + I1 + **'*» > 


Zieht man den ersten angegebenen YVerth von ,u von dem 
letzten ab und dividirt durch u 0 ' -)- *<i 2 u i 2 > 80 erhu.lt man 
folgende Form der Differentialgleichung der kfirzesten Linie 
auf der gegebenen Oberflache u = 0 : 

/os I "o". +«i“i 4-«2mV _ Pifi t" o 

' ; _r «. , + «i* + ~2 2 (V‘ +??* + P?* — 


Auf diese Form der Differentialgleichung (5) der kfirze- 
sfen Linie auf der Oberfliiche u = 0 kommt man unmittelbar, 
wenu man jene in Determiuanten-Form gegebene Gleichung 
(5) multiplicirt mit der Determinante : 


**0 > 



fio > 

fin 

A' 

U 0I 

«/» 

«/ 


welche, gleich 0 gesetzt, [wie wir in einer spateren Vorlesung 
fiber die Kriimraungseurven der Oberflachen nachweisen wer- 
den] die Krummungscurven der Oberflache w = 0 ausdrflckt, 
und hierauf dividirt durch das Product: 

• 21 * 
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(ft 2 + ft' + ft’) (V + w i* + " 2 ’) ( m o Po + M |7V + «?/*•/) 

Von deu drei BrQchen , aus welclieu die (ileichung (9) 
zusummengesetzt ist, sind die beiden letzten die vollstiindigen 
Differeiitialquotienten der Ausdriicke : 

i log (>V + «, a + V)> 

i log (ft' 2 + ft , ’+ft' 1 ). 

Aber auch der erste Bruch wird eiu volktiindiger Ditfe- 
rentialquotient des Ausdruckes: 

* log «ft' + tt/ft'-f- «,'ft'), 
wenn man voraussetzt, dass: 

(i0) + « 2 'ft" = « 0 "ft' + Vft' + Vft'-' 

Unter dieser Voraussetzung liat man das erste Integral 
der Differentialgleichung (9) mit der willkiirlichen (Jonstante c: 

, m « + “i* + u i‘ > (*'<*•' + H iPt + “j'ft') i - _ n 

Die unmittelbare Ableitung der Gleicbung (9) ans der Gleicbung (5) 
i»t einer Mittheilung dee Dr. Gehring entuomnieu. Dcrselbe sucht# 
den Factor auf, mit dem die Gleickung (5) zu multipliciren sci, urn sie 
nuf die Form (9) zuriickzuftihren. Die angegebene, geometrischo Be- 
deutung dee. gleich 0 gesetztcn, Facto™ ergab Bick dann von selbst. 
Man kann demnacb kurz sagen: 

„Uutcr der Voraussetzung von Oberfliichen zweiter Ordnuug ist 
„die Ditferentialgleichung der Kriimmungscurve der integrireude Fac- 
„tor der kiirzesten I.iiiie. 

Es ist dieser Gehring’sche Satz nichts anderes, als nine Concen- 
tration dor algebraischen Operationen, wclche wir ausgefiihrt liaben, 
um die Differentialgleichung (6) in die Form (9) zu briugeu und sie 
dadurch fiir die, in (11) vollfdhrte, Integration geacbickt zu maclicn. 

Man wird kaom Bedenken babcn, dio Gleicbung (11) als ein erstes 
Integral der Dilfereutialgleichung (&) der kiirzesten Linie auf der Ober- 
IliU-hc u = 0 der zweiten Ordnung zu crklilrcu. Und dock kann man 
daran zweifeln. 

Da niimljcb die Gleicbung (9) das Product ist zweier Differential- 
gleichungen, der Kriimmungscurve und der kiirzesten Linie, so driickt 
dieselbe Eigenschaften aus, sowobl der einen, als der audereu Curve. 
Ihr Integral (11) kiinnte eben bo gut der einen, wie der andereu Curve 
augehOren. 
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Man iiberzeugt sich leicht, dans die Bedingungsgleichung 
(10) erfullt wird, weun die gcgebene Obertiache u = 0 von 
der zweiten Ordnung ist. \ehrnen wir daher an, die gegebene 
Oberflache sei das Ellipsoid: 


( 12 ) 


Pn _ i 

“o + *u 


ft! _ _i_ 

+ _r «, + 1 


_ j =0 , 


so erhalten wir aus (11) die erste Integralgleichung der kiir- 
zesten Linie anf deniselben: 

/. ft* 4 ft*_ , ft* l/.dft* , <W , rfft* ) 

-f _r («i + *<>)' ' (». 4- b>)*/ t« 0 +*« ' «i-H» ** «»HMoi 


oder ihit Beriicksiehtigung der ersten Formel (25) der vorher- 
gehenden Vorlesung und liach Multiplication rait 2f # * : 


<■■>) („: 


/ft 1 




«W 


Dass dieses Integral (11) der Krfimraungscurve nieht angehfiren kann, 
niiichte man vielleicht daraus schlieesen, dass das Integral der Differen- 
tialgleiehung (11), der Krflmmungsciirve angehfirig, dann zwei will kfir 
liohe Constanten cnthielte. Aber dieser Schlnss scheitit unsicher, veil 
man der wirklicheu Integralgleichung der Kriiiumungscnrve mit ilirer 
willkfirlichen Constanta immcr noch eine zweite willkiirliche Constante 
etwa dadnrch beigeben kann, daas ‘man die Gleichung der Oberflilche 
mit einer willkfirlichen Constante multiplicirt und zur Integralgleichung 
addirt, Wenn man an Stelle der ebengenannten , willkiirlicheu Con- 
stante eine willkiirliche Function der Variabeln nehmen wollte, so wiirdo 
die Zahl der willkurlichen Constanten in der Integralgleichung sogar 
unbegrenzt sein. 

Es schwindet aber jedes Bedenken, wenn man durch Kinftihrung 
der elliptischen Coordinaten die Differentialgleichung (11) transformirt 
in (16) und die Difierentialgleiehung der Kriiminungscurvc auf Grand 
von (45) der zweinndzwanzigsten Vorlesung, da 1 0 eine Constante ist, 
in die Gleichung dl, til, =0 umwandelt, wovon nusfuhrlicher in der 
spateren Vorlesung fiber die Kriimraungscurven die Kede sein wird. 

In dieser Form sieht man es zu deutlich, dass die, in (15) traus- 
formirte, Gleichung (11) und die transformirte Gleichung der Kriiin 
mungscurven dX, dl t = 0 sich widersprecheu. Es gehfirt darum das 
Integral (11) nicht der Krflmmungseurve zu, sondern ausschlicsslich der 
kiirzesten Linie auf der Oberflilcho zweiter Ordnung. 
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Dreiumlzwanzigte Vorlesung. 


Diese Dift'erentinlgleichung rauss mit Zuziehung der Glei- 
chung (12) des gegebenen Ellipsoides noehmals integrirt wer- 
den, wenn man die Oberfliiche erhalten will, welche das ge- 
gebene Ellipsoid in der kilrzesten Linie auf demselben schneidet. 
Doch bevor wir diese letzte Integration uuteruehmeu, wollen 
wir eine geometrische Interpretation der vorliegenden Diffe- 
rentialgleichung (13) voraugehen lassen. 

Die Ditferentialgleichung (13) von der ersten Orduung, 
aber vom zweiten Grade, weil in ihr die Differentiale der 
Variabelu in der zweiten Poteuz vorkommen, stellt bei unver- 
iinderlichem Werthe der Constante c nicht eine, sondern zwei 
verscliiedene ktlrzeste Linien dar, welche von dem, durch die 
Coordinateu ft,, ft , ft, bestimmteu Punkte p des Ellipsoides 
(12) ausgeben. Sie stellt, wenn man die Differentiale tfft,, 
i/ft , dp., als variable, recktwiuklige Coordinateu betrachtet, 
einen Kegel zweiter Orduung dar mit der Spitzep. Die Schnitt- 
linien der Tangentenebene des Ellipsoides (12) in dem Punkte 
p und des Kegels sind die Tangenten der beiden von dem 
Punkte p ausgehenden , kilrzesten Linien auf dem Ellipsoid. 

Um auf die Natur dieser beiden Tangenten naher einzu- 


gehen, transformiren wir die Gleichung des geuauuten Kegels, 
welche sich, wenn wir fiir dp a , tfft, rfft, respective setzen 
X, y, e, also darstellt: 


(dr. + .TFZ + 5T*) + + >’ + *’> “ °> 

durch die Substitutionen (4) der vorhergehenden Vorlesung auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem, von welchem zwei Axen 
in dem Punkte p Tangenten sind der von diesem Punkte aus- 
gehenden Krummungscurven des Ellipsoides. 

Diese Transformation der beiden Theile derKegelgleichung, 
aus welchen sie besteht, findet man bereits durchgeftthrt in 
(33) und (1) der vorhergehenden Vorlesung. Setzt man in der 
so transformirten Gleichung des Kegels X = 0, um die Glei- 
chung der Schnittlinien des Kegels und der Tangentenebene 
des Ellipsoides in dem Punkte p zu erhalten, so ergiebt sich: 

- 571*. - i 1 % * + '*.’< r= + z>> - 0 
als Gleichung der beiden Tangenten der kilrzesten Linien in 
dem Punkte p auf dem Ellipsoid. 
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Aus der Form dieser Gleichuug, iu welcher nur die Qua- 
drate der Variabeln vorkommen, ist ersichtlich, dass die ueuen 
Coordinatenaxen die von den beideu Tangenten gebildeten 
Winkel halbireu. Deshalb hat man den Satz: 

Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides 
sich senkrecht sch nei denden , beiden Krilminungs- 
curven des Ellipsoides halbiren dieWinkel, welche 
die durch denselben Punkt gehendeu, beiden ktir- 
z esten Linien bilden, die de nisei ben VVertbe der Co n- 
stante c der ersten Integration entsprechen. 

Es bleibt noch ttbrig , die beiden von dem Punkte p aus- 
gelienden, kflrzesten Linien des Ellipsoides geometrisch zu defi- 
niren, welche demselben VVerthe der Coustante c der ersten 
Integration entsprechen. Zu diesem Zwecke, und um zugleich 
die letzte Integration der Differentialgleichung (13) der kiir- 
zesten Linie vorzubereiten , transformiren wir dieselbe in ellip- 
tische Coordinaten durch die Formeln (46) und (47) der vorher- 
gehenden Vorlesung, welche in dem vorliegenden Falle, wo 
A„ eine gegebene Grosse, also dX„ = 0 ist, die eiufache Ge- 
stalt annehmen: 

dpj . jlp,' . <ip} _ 1 <ii,* . i 

d u — f— A 0 K,-p t 0 aj-j-Ao 4ft,* — A, 4ftj J 1 0 — 

rf/V + -f rf/V = dXf + il?> 

, 2 gft, ft , ,2021, ft, 

wenn wir beriicksichtigen , dass: -r-t- , unu T - =, , • 

° ’ eUo A ,— K <n„ A,— 1« 

Durch diese Transformation geht die Differentialgleichung 

(13) , wenn wir ferner beriicksichtigeu , dass nach (48) und 
(10) der vorhergehenden Vorlesung ist: 

-da 1 — dd u 7 (^o ^l) (^o > 

A' = (A, - A,) (A, - A,), 

A? = B? (A, - A,) (A 0 - A,), 

und der Kiirze wegen die neue Constante y einfiihren durch 
die Gleicliung: 

(14) A 0 + C a; = y, 
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fiber in : 

(15) . . 


a* — a, di* a 0 a, <n? 

l, y A,' *-l| zi 5 J 


Zerlegt man diese Diftereutialgleichung in ihre beiden 
linearen Factoreu, so erhalt man die, derselbeu Constaute c 
(wofOr man aucli die Constaute y nebmen Kami) der ersteu 
Integration entsprechenden Diifereutialgleicliungen der, von 
demselben Punkte des Ellipsoides ausgebenden, kiirzcsten Linieu 
auf demselbeu: 

F(X— A,) dl , __ F(A 0 — A,) rfi, = 

,,,, V(h- y) A> " K(»~i a ) A * 

V(h,-l j dl, l \l 0 - A,) dl 7 _ Q 
A > T Fir - a,) 


Da’ in dieseu Gleichungen die Variabeln nur gesondert 
vorkommen, so kaun man die Gleichungen iutegrireu und 
erhalt dadurch die von Jacobi gefundenen Gleichungen der 
Oberfliichcn selbst, welclie das gegebene Ellipsoid (12) in den 
besprochenen , kiirzesten Linien schneiden : 


(17) 


( F(Aq — A<) d A, 

' Vti, - y) A < 



V{i x -~y) 


di, 

a, 



V(l„ A,) dl, 

KtT-1*') -d 

Vjh- T,) dl, 

VTr~ » 7 ) 


Diese beiden kiirzesten Linien auf dem Ellipsoid werden 
sich nun in einem Punkte p des Ellipsoides schneiden. Der 
Schnittpunkt p kann auf dem Ellipsoid beliebig gewiihlt wer- 
den , weil jedem Punkte p gewisse Werthe der willkiirlicben 
Constanten c, und. c, entsprechen , wie umgekehrt. 

Nehmen wir nun an, dass der willkiirlichen Constaute y 
der ersten Integration ein bestimmter Wertli zuertheilt sei, 
so schueidet jede der beiden angegebenen , kiirzesten Linien 

(17) , welche von einem durch die Constanten e, und c, be- 
stimmten Punkte p des Ellipsoides ausgehen, die durch die 
Gleichung: 

(18) 


l,=y 
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gegebene K riimmungscurve , und zwar die erste in einem 
Puukte </, , die andere in einem Punkte q r 

Es wird sich sogleich zeigen, dass diese Punkte nieht 
wirkliche Schnittpunkte, sondern Berflhrungspunkte der ge- 
n aim ten Curven sind. 

Die elliptischen (Joordinaten des ersten Schnittpunktes 
q t sind A 0 , A, — y, A, , von welchen die letztere Coordinate 
A 2 in der ersten Gleiehung (17) dadurch bestinnnt ist, dass, 
uach vollfiihrter integration, A, den Werth y annimmt. Der 
dem Punkte q { unendlich nahe Punkt der kiirzesten Linie hat 
die Coordinaten A # , y -f- r/A, , A 2 -f- dA 2 und zwischen tf A, und 
tlk., besteht die erste Gleiehung (16). Diese Gleiehung giebt 
far A, = y den entsprechenden Werth von t/A, =0 fiir die 
kiirzeste Linie, uml die Gleiehung (18) d A, = 0 fur die Krum- 
muugseurve. Deshalb beriihrt die kiirzeste Linie in dem Puukte 
f/i die Kraramungscurve (18). 

Ebenso beriihrt die zweite kiirzeste Linie (17) dieselbo 
Krummungscurve (18) in dem Punkte q 2 , in welchem sie die 
genannte Curve trifft. 

Iliernach stellt die Ditferentialgleichung (13) zwei kur- 
zeste Linien auf dem Ellipsoid dar, welche eine und dieselbe 
Krummungscftrve des Ellipsoides beriihren, und der oben an- 

gegebene Satz lilsst sieh rein geometriseh also wiedergeben: 

0 

Die in einem gegebenen Punkte des Ellipsoides 
sich senkrecht sclineidenden Krummungscurvcn 
desselben halbiren in diesem Punkte die, von den 
beidendurehihn gehenden, kiirzesten Linien, welche 
irgend eine KrUmmungscurve des Ellipsoides be- 
rQhren, gebildeten Wiukel. 

Wir thun noch des Falles Erwiihnung, wo die ultraellip- 
tischen Differentiate in den Differentialgleiehuugen (16) der 
kiirzesten Linien auf dem Ellipsoid auf elliptische Differentiale 
zuriickkommen. Es ist dieses der Fall, wenn die willkiirliche 
Constant* c der integration den Werth 0 und deshalb nach 
(14) die Constante y den Werth A„ hat. Hierdurch reduciren 
sich die Differentialgleichungeu (16) auf: 
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dX | 




+ /— 1 ~ = o, 

-'ll 


und die Differentialgleichung (13) der kiirzesten Linie, woraus 
diese Gleichungen durch Uebertragung in elliptische Ooordi- 
naten liervorgegangen sind, auf: 

<&*_ _J_ I d&f _____ q 

«0+t 0 ' «l+ t 0 “j + L 


Es ist dieses oifenbar die Differentialgleichung einer spe- 
ciellen Art der kiirzesten Linien auf dem Ellipsoid: 

P* i=o 

+ t„ 1 a, + 2 0 «i + t 0 

Wir behaupteu, dass sie die Differentialgleichung sei der 
geraden Linien auf dem Ellipsoid. Wir werden diese Bc- 
hauptung dadurch rechtfertigen, dass wir nachweisen, wie die 
Gleichung jeder geraden Linie auf dem Ellipsoid der letzten 
Differentialgleichung geuiigt. 

Zu diesem Zwecke driicken wir die Coordinaten fi u , fi,, fa 
eines beliebigen Punktes auf einer geraden Linie, uach der 
Vorschrift von (7) der sechsten Vorlesung durch eine unab- 
hangige Variable r aus, wie folgt: 

Po = Po + q 0 r, 

Pi — Pi + 9i r y 
Pi = Pi + q t r. 


Soli nun diese, durch die 6 Constanten p 0 , p v p v q n , q t , q 7 
bestimmte, gerade Linie auf dem Ellipsoid liegen, so muss, 
wenn man dieWerthe der Coordinaten von fa, /*,, fa in die 
Gleichung des Ellipsoides einsetzt, diese Gleichung unabhangig 
von dem Werthe von r erfilllt werden. Hieraus gehen fol- 
gende drei Bedingungen hervor: 


Po* 

1 

Pi * 

_L_ 

p,» 

“o + K 

T 

“l + *0 

1 

«t+ to 

Po Qo 
“0 + *0 

+ 

Plgl 

“l + t« 

+ 

Ptgt 
“» + to 

9* 

4_ 

gl* 

1 

g«* 

“o + *0 

1 

«, + t„ 

1 

«l + to 
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Wen n diese Bedingungsgleichungen erfilllt werden, so 
liegt die gerade Liuie auf dem Ellipsoid. Da dieselben aber 
nicht alle 6 Constanten bestimmeu, bo hat man unendlicli 
viele gerade Linien auf dem Ellipsoid. Filr jede derselben 
hat niau die Differential der Coordinaten : 


'IP» = q^r, dp, = q t dr, dp., = q 2 dr , 

welche auf Grand der zuletzt angegebenen Gleicliung, in die 
Diiferentialgleichung der kiirzesten Linie gesetzt, dieser Glei- 
chung geniigen. 

Das Ellipsoid entha.lt nur imaginiire gerade Linien auf 
seiner Oberflache, was die dritte der angegebenen Bedingungs- 
gleichungen beweiset. Denn man kann keine reellen Werthe 
von q 0 , q,, q 2 linden, welche dieser Gleichung geniigen. 
Ebenso kann man keine reellen Werthe von <//}„, dp,, dp, 
angeben, welche der Diiferentialgleichung der geraden Linie 
auf dem Ellipsoid geniigen. Offen zu Tuge tritt das Imagi- 
uare in den beiden ersten, durch elliptische Ditferentiale aus- 
gedriickten Gleichungen der geraden Linien auf dem Ellipsoid. 

Obgleich diese Gleichungen keine eigentliehe, geometrische 
Interpretation gestatten, so liaben wir doch hier auf sie auf- 
merksam machen wollen, weil die gleiche Unter.suchung der 
kiirzesten Linien auf dem Hyperboloid mit einer Mantelflache 
auf iihnliche, aber reelle Differentialgleichungen der geraden 
Linien auf dieser Oberflache zuriickfiihrt. 

Urn die Lange s der kiirzesten Linie auf dem Ellipsoid 
auszudriickeu , gehen wir zuriick auf die Formel (49) der vor- 
hergehenden Vorlesung, welche, wenn man den Werth von 
P aus (48) einsetzt und bemerkt, dass in dem vorliegenden 
Falle = 0 ist, die Gestalt erhiilt: 


ds- = 


{ft + -«■?#•}• 


•Setzt man in dieselbe den Werth von d A, aus einer der Glei- 
chungen ^ 16) ein, so erhiilt man durch Ausziehen der Quadrat - 
wurzel : 

,/« () _ | i Fo a — *») dl t 


= (y 


3 \ F (ip dl 2 | 

2) FF-io + ( ' 


y) 


dl. 
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Benutzt man abet die Gleichungen (16), urn die Variabeln 
’ zn sondern, so erhiilt man r/s, fiir die eine kiirzeste Linie 
und t/Sj fiir die andere kiirzeste Linie in der von Jacobi 
angegebenen Form: 


(19) 


ds t - ; '(y-^MV-**) +^.-y)^(W.) o;, 

= } (y-^)V(K-Q Hi - j A> 


dl, 


dl, 


Die Lange s, der ersten kiirzesten Linie wollen wir rech- 
ncn von dem Beriihrungsjmnkte derselben mit der Kriimmungs- 
eurve(18), welcher die elliptiscben Coordinaten babe X y —y 
und A 2 — A/, bis zu dem Schnittpunkte p mit der zweiten kiir- 
zesten Linie, welcher die elliptiscben Coordinaten babe A, und 
A, r Die Lange s, der zweiten kiirzesten Linie rechnen wir 
von dem zuletzt genannten Schnittpunkte p bis zum Beriih- 
ruiigspunkte mit der Kriimmungscurve (18), welcher die ellip- 
tischen Coordinaten A ( = y und A 2 — A.," babe. Alsdann er- 
lialten wir durch Integration von (19): 

J, 

V" \ __ 1 ' 

s 2 = j aj S;-/ S 


^ t, 

und durch Addition dieser beiden Gleichungen : 


( 21 ) 


*. + =/ Ar-WV o-A,) g’ 

K 

1. 

+ 2 j ■ 


Diese Summe wollen wir in Verbindung bringen mit der 
Liinge des vou den beiden Tangirungspunkten begrenzten 
Bogens der Kriimmungscurve (18). Das Ditfereutiale dieses 
Bogens s erbalten wir aus der letzten Gleichung (50) der 
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vorhergehenden Vorlesung, wenn wir setzen s fur und y 
fUr A,, namlich: 

~- l 2 

woraus durch Integration zwischen den angegebcnen Grenzen 
liervorgeht : 

(22) — * - y q ■ 

V 2 


Ziehen wir diese Gleichuug von (21) al), so erhalten wir: 


+ s i — ■< = 2 J y'(i l — y) Y(l 0 — A,) 


Dieser Ausdruck von s, -j- S 2 — s ist uuabhiingig von der 
elliptischen Coordinate A, des Punktes p, in welchem sicli die 
betrachteten kiirzesten Linien auf dem Ellipsoid schneiden. 
Er bleibt ungeiindert fur alle Werthe dieser Coordinate, wenn 
nur die andere elliptische Coordinate einen bestiramten, unver- 
iinderlichen Worth C, Rat. Es beschreibt daher der Punkt p 
die Kriimniungscurve : 

~ > 

wenn der Ausdruck s t -j- s 2 — s ungeiindert bleibt. 

Dem hierdurch bewiesenen Satze von M. Roberts kann 
man, wenn msn die Eigenschaft der auf Obertliichen gespann- 
ten Faden voraussetzt, dass sie sicli in den kiirzesten Linien 
der Obertliichen kriimmen, folgenden Ausdruck geben: 

Wenn man um eine Kriimmtingscurve eiues ge- 
gebenen Ellipsoides einen geschlossenen Faden 
schlingt und diesen Faden durch einen Stift auf 
dem Ellip3oide spannt, so. beschreibt der Stift bei 
seiner Beweguug eine zweite Kriimrnuugscurve des 
Ellipsoides von derselben Art. 


Wir wollen noch bemerken, dass, im Falle die Kriim- 
niungscurve A, = C,, auf weleher der sich bewegende Punkt p 
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liegt, tier Kriimmungscurve A, = y unendlich nahe ist, das 
zweite Integral iiu Ausdrueke (21) wegeu des Factors / (A,— y) 
unter dem Integralzeichen gegen das erste unendlich klein 
wird, und dass im Grenzfalle, wenn beide Krummungscurvcn 
zusammenfallen, die Ausdriicke (21) und (22) einander gleich 
werden. 


Vierundswanzigste Vorlesung. 

Focalcurven der Oberflachen zweiter Ordnung. 


Wenn die Gleichung irgend einer Oberfliiche zweiter Ord- 
nung mit einem Mittelpuukte in rechtwinkligen Punktcoordi- 
naten gegeben ist in der Form : 


( 1 ) 


* + ?*+ 

"l «2 


so ist nach der in der zweiundzwanzigsten Vorlesung aufge- 
stellten Definition das System der mit ihr confocalen Ober- 
fiachen zweiter Ordnung gegeben: 


(2) 


X‘ 

“o + 1 


+ 


y» z* 

<*. + 1 + «, + i 


P 2 = o, 


in welchem die gegebene Oberflache selbst mit 'nbegriffen ist. 

Durch Uebertragung dieser beiden Gleicbungeu nach der 
in der zelmten Vorlesung angegebeuen Vorschrift in Ebeneu- 
eoordinaten , nehmen dieselben die Gestalt an: 


(3) «„ IP -f- V' 1 a 2 W 2 — R* = 0 , 

(4) («„ + «, F» + « 2 W* — B?) + A ( V 2 + V 2 + IT 2 ) — 0. 


Unter den, durch die letzte Gleichung mit. dem willkilr- 
lichen Factor A dargestellten, confocalen Oberfliichen giebt es 
auch Grenzflacheu, fiir welche der Factor A und die Coordi- 
naten U, V, W, M der Ebeneu, in welchen sie liegen, nach 
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den Auseinandersetzungen der fiinfzehnteu Vorlesung durch 
folgende Gleichungen zu bestimmen sind: 

(“u 4* 7) = 0 , (« 2 -f- A) W = 0 , 

(a, -f A) V = 0, li = 0. 

Diesen 4 Gleichungen kann durch folgende 4 Werthe von 
A genilgt werden: 

A == oc , A =? — ce u , A = — a, , A = — « 2 
und dein entsprechen folgende 4 Grenzfliicheu : 

IP -f F 2 + TF 2 = 0 

(5l F? + («* — “») — -R ? = 0, 

(«,-«,) IP + («, - «,) *F 2 -/i 2 = 0, 

K - «,) U* + («. - «,) T' 2 — id 2 = 0. 

Die erste derselben liegt in der Ebene, welche in das Un- 
endliche fllllt und entgeht daherder geometrischen Anscbauung. 

Die drei anderen Grenzfliichen werden begrenzt durch die 
in Punktcoordinaten ausgedriickten Kegelschnitte: 


( 6 ) 


— Cfo Of — a 0 

— — + — -- -F 2 = 0, 
* 4.-* P 2 = o , 

1 /v . M 


«o — ' a, — a, 


von welchen jeder in einer der drei , die Hauptaxen der con- 
focalen Oberfliicheu verbindenden , Ebenen liegt. 

Denn betrachtet man zum Beispiel die in A veriinderliche 
Oberflache (2) in dem Zustande , in welchem sie sich der vier- 
ten Grenzfliiche uahert , indeni man Betzt A = — «. 2 - |- # , und 
versteht unter £ eine versehwindend kleine Grosse, so hat man 
die Gleichung der Oberflache in Punktcoordinaten: 

— ^r-+ 4~ ~ — P 2 — 0. 

Aus welcher Gleichung zu ersehen ist, dass nur verschwiu- 
dend kleine Werthe von Z derselben geniigen konnen, und 
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dass iin Grenzfalle die dritte Gleichung (6) den in der X Y- 
Ebeue gelegenen Kegelsehnitt ausdriiekt, welcher die Grenz- 
iliiche begrenzt. 

Schliesst man die im Unendliclien gelegene Grenztiiiche 
aus, so bleiben noch drei endliche Grenzfiiichen iibrig, welche 
von den drei Kegelschnitten (6) begrenzt werden. 

Wenn man annimmt, dass: 

( 7 ) «„>«,> « 2 , 

•so wird der erste Kegelsehnitt imaginiir, der zweite eine Hyper- 
bel, der letzte eine Ellipse. 

Man nennt diese drei, die Greneflachen der confocalen 
Oberfliielien zweiter Ordnung begrenzenden, Kegelschnitte die 
Focal cur veu der confocalen OberUiichen zweiter Ordnung. 
Die Focalellipse liegt in der Ebene der grossten und mitt- 
leren Axe der confocalen Ellipsoide, die Focal hyperbel liegt 
in der Ebene der grossten und kleinsten Axe, die i mag in tire 
Focalellipse liegt in der Ebene der beiden kleinsten Axen 
der confocalen Ellipsoide. 

Die Ebenen, in welchen die reelleu Focalcurven liegeu, 
stehen auf einander senkrecht, und die eine Focalcurve geht 
immer durch die Brennpunkte der anderen. Wir driickeu die 
letztere Betuerkung so ans : „die beiden Punkte auf der einen 
reelleu Focalcurve, welche in der Ebene der anderen liegen, 
sind die Brennpunkte der letzteren um sie als einen speeiel- 
len Fall des allgemeineu Satzes aufzufasseu: 

Irgend zwei Punkte der einen reelleu Focal- 
curve haben die Eigenschaft der Brennpunkte in 
ftiicksicht auf die andere reelle Focalcurve, dass 
die Suiume oder die Differeuz der von ihnen nach 
einem veranderlichen Punkte der anderen reel- 
len Focalcurve gefiihrten Strahlen eine constante 
Grbsse ist. 

Dieser Satz liisst sick auch umkehren, wie folgt: 

Wenn zwei Punkte imRanme die genannte Eigen- 
schaft der Brennpunkte haben in Riicksiclit auf 
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einen beliebig gegebeuen Kegelschnitt, so liegen 
diese beiden Punkte auf der dem Kegelschnitte ent- 
spre'chenden zweiteu Focalcurve. 

Von der weiteren Begriindung dieser beiden merkwiirdigen 
Siltze kbnnen wir hier absehen , da wir von ibnen in dem 
Folgenden keinen Gebrauch maehen werden. 

Der Bcgriff der eonfoealen Oberfliichen zweiter Ordnung, 
der bisher nur Oberfliichen mit einem Mittelpunkte umfasste, 
liisst sich so erweitern, dass aueh die Oberfliichen zweiter Ord- 
nung ohne Mittelpunkt hineingezogen werden. Diese Er- 
weiterung des Begriffes der eonfoealen Oberfliicheu zweiter 
Ordnung werden wir ableiten von der in Ebeneucoordinaten 
gegebenen Gleicliung (4) der eonfoealen Oberfliichen, in wel- 

cher wir fiir A setzen * und mit ft multipliciren , wodurch 
wir erhalten : 

(8) «,F 2 +« 2 Rr 2 - R') + X(TP+V i + F*) — 0. 

Der erste Theil dieser Gleichung mit den 4 willkurliehen 
Constanten ft , a a , a, , a 2 : 

ft (« 0 P* + «, F 2 + « 2 >F 2 — it 2 ) 

gleieh 0 gesetzt, stellt irgeml eine Oberfliiche zweiter Ordnung 
mit einem Mittelpunkte dar. Derselbe gehe durch die Sub- 
stitutionen (23) der aehtzehnteu Vorlesung, durch welche allein 
die Riehtungen der rechtwinkligen Coordinatenaxen beliebig 
geiiudert werden, fiber in die Function der zweiteu Ordnung: 

£ (u, v, iv, It) 

mit den drei neu hinzukommenden, willkurliehen Constanten, 
welche in jenen Substitutionen die Riehtungen der neuen, reeht- 
winkligen Coordinatenaxen bestimmeu. Durch Verlegung des 
Coordinatenanfangspunktes in einen Punkt, dessen reehtwink- 
lige Coordinaten riieksichtlich des letzteren Coordinate nsvste- 
mes die willkurliehen Constanten — a , — b, — c seien, geht 
auf Grund von (8) der dreizehnten Vorlesung die genaunte 
Function iiber in die Function: 

4? («, v, w, r - f- au -f- bv -p etc), 

Hesse, amilyt. Geometrio d. Kaumea. 2. Aufl. 22 
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welche wir mit ihren 10 willkiirlichen Constanteu der Ktirze 
wegen bezeichnen wollen mit: 

F(u, v, w, »■) , 

so dass man auf Grand der doppelten Transformation hat: 

(9) ft (ft 0 IP + a, P + « 2 IF’ — Jl r ) = Fill, v, w, r). 

Was den zweiten Theil der Gleichung (8) anbetrifft , so 
weiss man, dass derselbe dureh die doppelte Transformation 
ttbergeht in: 

(10) . . . 1(IF + F 2 -f W*) = A(« 2 -f v 2 + to 1 ). 

Es nimmt daher die Gleichung (8) der confocalen Ober- 
fliichen, auf irgend ein rechtwinkliges Ooordinatensystem be- 
zogen, die Gestalt an: 

(11) .... F(u, v, to, r ) + *( w? + v 7 -f- w 1 ) = 0, 

indem die Gleichung F(u, v, tv, r ) = 0 irgend eine Oberflache 
zweiter Ordnung mit einem Mittelpuukte ausdriickt. 

Wir erweitern nun den Begriff der confocalen Oberflachen 
zweiter Ordnung, wcnn wir die Boschriiukung, dass die Ober- 
flache F{u, v, tv, r) = 0 eiuen Mittelpunkt habc, aufheben, 
und als erweiterte Definition der confocalen Oberflachen zwei- 
ter Ordnung folgenden Satz aufstellen: 

Weun F(h, v, w, r) = 0 der analytisclie Ausdruck 
irgend einer gegebenen Oberfliiche zweiter Ord- 
nung in Ebenencoordin aten ist, so drtlckt die Glei- 
chung: 

F(u, v, to, r) A (it 2 -f e 3 + w' J ) = 0 

alle mit der gegebenen Oberfliiche confocalen Ober- 
flachen zweiter Ordnung aus. 

Von dieser Hegel machen die Oberflachen zweiter Ord- 
nung ohne Mittelpunkt keine Ausnahme. Vielmehr sieht man, 
wenn die zum Grande gelegte Oberflache zweiter Ordnung 
F(u, v, to, »■) = 0 keinen Mittelpunkt hat, das ist nach (15) der 
dreizehnten Vorlesung, wenn das mit r- multiplicirte Glied in 
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i 


der Gleichung derselben fehlt, dass auch die mit ihr confo- 
calen Oberfliichen zweiter Ordnung keinen Mittelpunkt haben. 

Derangegebene Satz bietet zugleieh ein Mittel, das Problem 
der Hauptaxen einer in Ebenencoordinaten gegebeneu Ober- 
fliiche zweiter Ordnung F(u, v, to, r) = 0 aus einetn ganz neuen 
Gesichtspunkte zu behandeln. Denn bestimmt man den Werth 
von A in der Gleichung (11) so, dass die durch jene Gleichung 
dargestellte Oberfliiche eine Grenzfliiche wird, so weiss man, 
dass die Ebene dieser Grenzflaehe durch zwei Hauptaxen der 
Oberfliiche geht. Da man nun drei endlicbe Werthe von A 
bestimmen kann, welche die Oberfliiche (1 1) zu einer Grenz- 
fliiche maclien, so hat man auch die drei Ebenen dieser Grenz- 
fliiehen, welche sieh paarweise in den Hauptaxen der gegebe- 
nen Oberfliiche zweiter Ordnung schneiden, und dadureh die 
Richtungen der Hauptaxen der gegebenen Oberfliiche selbst. 

Um mit wenig VVorten die DurchfUhrung dieser Idee an- 
zudeuten, wolleu wir annehmen, dass: 

(12) . . . F(u, v, tv, r) = e m u ! + 2e„,nv -f- -f . . . 


t 


i 

I 

( 

♦ 


Alsdann wird nacli (3) der fiinfzehnten Vorlesung die Ober- 
fliiche (11) jedesmal eine Grenzfliiche , wemi'inau die Werthe 
von u, v, tv, A bestimmt, welche folgendeu Gleichungen zu 
gleicher Zeit geniigen: 

JjF'(m) -j- A » = 0 , 

^3', i F ( v ) + At’ =0, 

^F'(w) + *» = °, 

%F'(r) =0, 


woraus man durch Elimination der Ebenencoordinaten die in 
A kubische Gleichung erhiilt: 


(14) . . . 


I C U0 + * J e 0l I C 02 > 

| ®io > i -f - A , C | 2 , 

I ®20 ) ®21 J ®22 ~t" ^ > 

I C S0 > C 3I I e 31 > 


*-23 

e 33 


= 0 , 


deren Wurzeln ebeu jene Werthe von A sind, welche die Ober- 
fliiche (11) zu einer Grenzfliiche machen. Sind diese bekannt, 

22 * 
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so ergeben sich die Verhaltnisse der Coordinaten dor Ebenen, 
in welchen die drei Grenzfliiclien liegen, durch die Auflosung 
der, in Riicksicht auf sie, liiiearen Gleicliungeu (13). 

1st die gegebene Oberfliiehe F(u, v, tv, r) = 0 selbst eine 
Greuzfliiche, also irgend ein Kegelschuitt, so fttlirt die kobische 
Gleichung (14), weil ein Werth A = 0 der Gleiehung genfigt, 
auf eine quadratisehe Gleichung zuriick, uud die, den beiden 
Wurzeln A der qnadratischen Gleichung entaprechenden , Ebe- 
nen schneideu die Ebene des Kegolschnittes in den Hauptaxen. 

Die zum Grande gelegte Oberfliiehe zweiter Ordnung (3) 
?st eine Rotationsoberflaehe, wenn zwei von den drei Grossen 
a 0 , « 2 einnnder gleich siud, und die, der dritten von die- 

sen Grossen entsprecheude, Hauptuxe ist die Rotationsaxe der 
Oberfliiehe. Die mit der gegebeueu Rotationsoberflaehe con- 
focalen Obcrflaehen (4) sind wieder Rotationsoberflachen mit 
derselben Rotationsaxe. 

Was die Focalcurveu der Rotationsoberflaehe anbetrirtt, 
so ersieht man aas (6), dass eine derselben inuner ein reeller 
oder imaginiirer Kreis ist, und dass die beiden anderen ge- 
rade Linien werden , die in die Rotationsaxe fallen. Die eine 
von diesen geraden Linien wird begrenzt von den Brennpunk- 
ten des Kegelsclinittes , dureh dessen Rotation die Oberfliiehe 
entstanden ist, die andere erstreckt sich von den Brennpunk- 
ten auf beiden Seiten der Rotationsaxe bis in das Unendliche. 

Urn einen ganz bestimmten Fall der Rotationsoberflaehe 
(3) zur Discussion vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, 
dass «, == u 2 sei. In dieser Vornussetzung wird die Glei- 
chuug (9): 

(15) g«i[P*+ V' + W 1 ]— («„— «,) U-] = F[u, v, w, r). 

Der Factor U‘ — (a n — «,) [P des zweiten Gliedes in die- 
ser Gleichung ist das Product zweier linearen Factoren A und 
A t . Setzt man ferner fia, — v, so hat man fill - die Rota- 
tionsoberflache F(u, v, to, r) = 0 die Form der Function 
F(u, v, tv, r): 

(16) ... viU 1 + V- + TFG — a A A, = F(u, v, tv, r), 

in welcher A — 0 uud *4, = 0 die Gleichuugen der Breun- 
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punkte bedeuten des Kegelschnittes, (lurch (lessen Rotation 
ran die, die Brennpunkte verbindende, Gerade die Rotations- 
oberfiiiche erzeugt ist. 

Der linke Theil dieser Gleicbuug geht fiber in semen rech- 
ten Theil durcli die doppelten, oben angegebenen Substitutio- 
nen, (lurch welche man die idcntische Gleiehung crhalt: 

(17) . . . v(h- v 2 -f- to 2 ) — g A A , — F(n, v, to, r), 

indein A und A, lineare Ausdriicke bedeuten, von der Form: 

A = an + + y to + r, 

A t = «,« + frv + y,u> + r , 

welche, gleich 0 gcsetzt, die Brennpunkte der Rotationsober- 
fliiehe F(u, v, to, r) =*= 0 darstelleu. , 

Wenn daher eine durch ihre Gleiehung F(ti, v, w, r)=0 in 
Ebenencoordinaten gegebene Oberflache zweiter Ordnung eine 
Rotationsoberflache sein soil, so muss die Function F(n, v, to, r) 
sich auf die in (17) angegebene Form zurilckfiihren lassen. 

Die Bedingungen ftir eine Rotationsoberflache zweiter Ord- 
nung F(u, v, to, r) = 0 erhHlt man demnacb, wenn man die 
Coefficienteu der Potenzen und Producte der Variabeln auf 
beiden Seiten-dcr Gleiehung (17) einander gleich setzt, wor- 
aus 10 Gleichungen eutstehen zwischen den 8 Unbekannten 
fi, v, a, ft, y, a , , /},, y t , und aus diesen 10 Gleichungen 
die 8 Unbekannten eliminirt. Als Resultat der Elimination 
erhalt man dunn zwei Bedingungsgleichungen zwischen den 
Coefficienteu in der gegebenen Gleiehung der Oberflache. Es 
stimmt dieses iiberein mil den, am Ende der neunzehnten Yor- 
lesung flber Rotationsoberfliichen zweiter Ordnung gemachten 
Bemerkungen, auf Grund welcher sich aucli zwei Bedingungs- 
gleichungeu (39) fur die Rotationsoberflache ergaben. 

Es bedarf nieht der Aufstellung dieser lieiden Bedingungs- 
gleichungen ; die angegebene Form : 

(19) v{u 2 -f- v 2 -f- tv 2 ) — pAA, = 0 

der Gleichungen der Rotationsoberflache zweiter Ordnung reicht 
schon bin, Eigenschaften dieser Art Oberflachen zu entdecken. 
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Dcnn stellt man die Gleichung (19), in welcher r — 1 
gesetzt werde, also dar: 

l'20) ~ = ----- — • - A ' 

K ’ f» V(u‘ + V* + w») V(U‘ + <•’ + «•*) ’ 

so sieht man , dass jeder der beiden Factoren des rechteu Thei- 
les der Gleichung, nach (8) der fiinfteu Vorlesung, seine 
geometrische Bedeutung hat. Dieselben driickeu uiimlich die 
Liingen der Lothe aus, welehe von den Brennpuukten A =0 
und A | = 0 auf eine Tangentenebene der Rotatiousoberfliiche 

gefiillt sind. Da nun der linke Theil — in der Gleichung 

° fl n 

eine constante Grosse ist, so hat man den Satz: 

Das Product der, von den beiden, in der Rota- 
tionsaxe liege n den, Brennpuukten einer Rotations- 
oberflache zweiter Ordnung auf die Tangenten- 
ebene der Oberflache gefiillten Lothe ist eine con- 
stante G rosse. 

Bei der Zuriickfiihrung der Gleichung der Rotationsober- 
flache zweiter Ordnung auf die Form (19) ^ann es sich er- 
eignen, dass beide liueare Factoren A und A, imaginiir 
werdeu. In diesem Falle ist die Oberflache erzcugt durch Um- 
drehung des Kegelschnittes um die Axe, in welcher die imagi- 
niiren Brennpunkte liegen. Ferner kauu in eineni der Factoren 
A oder A t dasjenige Glied fehleu, welches den Factor r hat. 
In diesem Falle fehlt auch in der Entwickeluug der Gleichung 
(19) das mit r 2 multiplicirte Glied, und die Rotutionsoberflache 
ist dann, nach (15) der dreizehnten Vorlesung, eine Oberflache 
ohne Mittelpuukt. 

Schliessen wir nun die Rotationsoberflachen zweiter Ord- 
nung mit imaginaren Brennpunkten aus, und verlegen den, 
durch die Gleichung A , = 0 gegebenen Breunpunkt der Ober- 
flache in den Coordinatenanfangspunkt, so liaben wir «, = 
/3, = Y\ = 0; wodurch die Gleichung (19) der Rotationsober- 
fliiche die Gestalt erhalt: 

(21) . . . m ? -)- v 1 -f- «> l — ^ (au bv -f- etc -f- 1) = 0. 
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Die Gleiehung kann man ohne Schwierigkeit auf die Form 
bringen: 

(22) ...(«- Ay -f (« - By + (w — C)* - W = 0. 

In dieser Form untersclieidet sicli dieselbe von der Glei- 
chung der Kugel mit detn Radius 11 und den Coordinaten 
A, B, 0 des Mittelpunktes: 

(23) . . . (* - Ay + (y — By + {* - G) J - IP = 0 

nur dadurch, dass die variabeln Ebenencoordinaten mit den 
variabeln Punktcoordinateu vertauselit sind. 

Dieser Umstand kann dazu benutzt werden, urn geome- 
trisehe Siitze flber Kugeln auf Rotationsoberflachen zu uber- 
tragen, welche einen Brennpunkt gemein haben, und umge- 
kehrt aus Siitzen ilber Rotationsoberflachen, welche einen 
Brennpunkt gemein haben, entsprechende Satze iiber Kugeln 
herzuleiten. Einfache Beispiele sollen dieses Uebertragungs- 
priucip erliiutern. 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit und A', die 
Ausdrflcke: 

k, = (s - A,y + (y- B„y + (J - c„y - ay, 
k, = {x - A,y + (y — n r y + (*- c r y - ny. 

xk 

Der aus diesen AusdrUcken zusammengesetzte Ausdruck : ; — 

kann auf eine gleiclie Form K v gebracht werden, so dass man 
identisch hat: 

K h — A A',. = (1 - A) A f . 

Da nun die Gleichungen K„ = 0, A' v = 0, K v = 0 
Kugeln vorstellen, so beweiset die angegebeuc, identische Glei- 
chung den Satz: 

A lie Oberfliichen zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnittcurven zweier Kugeln gehen, sind wie- 
der Kugeln. 

Betrachtet man dagegen die Punktcoordiuaten als Ebenen- 
coordinaten, so stellen die Gleichungen A',, = 0, K, — 0, 
A’ (J = 0 Rotationsoberflachen zweiter Ordnung mit demselben 


Digitized by Google 



344 


Vieruiul/.wanzipitc Vorleaung. 


Breunpunkte dar, und man erkcnnt in der angegebenen iden- 
tischen Gleichung den Beweis des iSaty.es : 

Alle Oberfliichcn zweiter Ordnung, welche von 
den, zweien Rotationsoberflachen z we iter Ordnung 
jnit dcrasclben Brennpunkte gemeinsehaftliehen, 
Tangentenebenen beriihrt werden, siud wieder Ro- 
tationsoberflachen mit demselben Brennpunkte. 

Hat man ferner die Gleiehungen von 4 Kugeln in Puukt- 
coordinaten : 

K 0 = 0, AT, = 0 , 0, A s = 0, 

so stellen folgende sechs Gleiehungen: 

A 0 -A,= 0, A, - K,=0, K 2 -K 3 =Q, 
K„-K. ! = 0, A, — Kj=0, 

k 0 -k 3 = o, 

als liueare Gleiehungen die Ebeneu dar, in welchen sich je 
zwei Kugeln schneiden. Da aber aus den drei, in der ersten 
Horizontalreihe aufgefiilirten Gleiehungen die drei ubrigen 
folgen, so hat man nacli (14) der zweiten Vorlesung den Satz: 

Die sechs Ebenen, in welchen sieh vier Kugeln 
paarweise schneiden, gehen durch einen und den- 
selben Punkt. 

Betrachtet man dagegen in den zehn aufgestellten Glei- 
chnngen die Punktcoordinaten als Ebenencoordinaten, so stel- 
leu die vier ersten Gleiehungen vier Rotationsoberrluchen zwei- 
ter Ordnung mit einem und demselben Brennpunkte dar. Jede 
der sechs darauf -folgenden Gleiehungen liefert den Beweis, 
dass zwei Rotationsoberflachen zweiter Ordnung 
mit demselben Brennpunkte von einem und demsel- 
ben Kegel zweiter Ordnung riugsum beriihrt werden, 
dessen Spitze nicht in dem Breunpunkte liegt. Denn der 
gemeiusame Brenupunkt ist immer die Spitze eines, beiden 
Rotationsoberflachen gemeiusamen, imaginaren Tangentenke- 
gels. Jene sechs Gleiehungen siud die analytischen Ausdriicke 
fur die Spitzen der sechs Kegel zweiter Ordnung, von welchen 
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jeder zwei der genannteu Rotationsoberflachen rings um be- 
riihrt. Da nuu aus drei vou diesen sechs Gleichungen die 
drei anderen folgen, so hat man nach (14) der fiinften Vor- 
lesung, mit Ausschluss des Brennpunktes als gemeinsamer • 
Spitze imaginiirer Tangenteukegel , den Sat/, : 

Die Spitzen der sechs Kegel zweiter Ordnung, 
welche je zwei von vier Rotationsoberflachen zwei- 
ter Ordnung mit demselben Brennpunkte ringsum 
beriihren, liegen auf einer und derselben Ebene. 

Wenn die Brennpunkte -4 = 0 und A , = 0 der Rotations- 
oberfliiche (19) zusammenfallen, wenn also A = A, , so wird 
die Rotationsoberfliiche eine Kugel: 

« J -}- c 2 -(- W* — ~ A 1 — 0, 

indem A — 0 die Gleicliung des Mittelpunktes und * nach 

der geoinetrischen Interpretation der Gleichung (20) das Qua- 
drat des Radius q derselben ausdrtlckt. Es stellt sich dem- 
nach die Gleichung irgend einer Kugel in Ebenencoordinaten 
also dar: 

(24) m* -f- v* -f- W* — ^ A? = 0 , 

wenn q der Radius der Kugel und A — 0 die Gleichung des 
Mittelpunktes derselben in der Norinalform ist. 

Zu derselben Kugelgleichung in Ebenencoordinaten ge- 
langt man auch auf folgendem directen Wege. Man weiss, 
dass die Gleichung der Kugel in Ebenencoordinaten, wenn p 
der Radius derselben und der Mittelpunkt in dem Coordinaten- 
anfangspunkte liegt, ist: 

ZP+jn+W 2 -', B? = 0, 

in welcher Gleichung R = 0 den Mittelpunkt der Kugel aus- 
driickt. Durch Verlegung des Coordinatenanfangspunktes, ver- 
mittelst der Formeln (8) der dreizehnten Vorlesung, geht diese 
Kugelgleichung fiber in die Form (24), in welcher R = ^1 = 0 
die Gleichung des Mittelpunktes der Kugel ist. 
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Die angegebene Form der Kugelgleichung (24) werden 
wir benutzen zur Erorterung der Frage, ob uuter den Tan- 
gentenkegeln einer gegebenen Oberfliiche zweiter 
Ordnung auch Rotationskegel gefunden werden. 

Es sei : F — 0 die Gleichung einer gegebenen Oberfliiche 
zweiter Ordnung in Ebenencoordinaten und 0 = 0 die Glei- 
cbung einer noch unbestimmten Kugel, indetu wir der Func- 
tion 0 die Bedeutung unterlegen : 

(24) * 0 = -|- v 2 + to* - ~ A } . 

Wenn nun die gegebeue Oberfliiche einen Tangentenkegel 
hat, der zugleich Rotationskegel ist, so kann man eine Kugel 
0 = 0 in den Rotationskegel liineinlegen, die von dem Kegel 
ringsum beriihrt wird; und umgekehrt, wenn man eine Kugel 
0 = 0 bestimraen kann, welche von einem Tangentenkegel 
der gegebenen Oberfliiche ringsum beriihrt wird, so muss der 
Tangentenkegel ein Rotationskegel sein. Die Bedingung, dass 
Letzteres zutretfe, driickt nach der elften Vorlesung die iden- 
tische Gleichung aus: 

(25) F - fi0 = f.BC , 

in welcher B und C lineare AusdrUcke der Ebenencoordinaten 
bedeuten. 

Diese identische Gleichung zerfiillt in zehn Bedingungs- 
gleichungen. Eliminirt man aus letzteren die 7 in XBC 
steckenden Constanten und den Factor ft, so erhiilt man zwei 
Gleichungen zwischen den Coordinaten n, /?, y des durch die 
Gleichung .4=0 ausgedrflckten Mittelpunktes der Kugel und 
dem Radius p derselben; und daraus die Gleichungen der 
Curve selbst, in welcher die Spitzen der Rotationskegel liegen, 
wenn man p = 0 setzt. Denn je kleiner p wird, ran so mehr 
niihert sich die Kugel der Kegelspitze, mit welcher sie im 
Grenzfalle zusammenfallt. Eliminirt man aber aus den beideu 
zuletzt genannten Gleichungen p, so erhiilt man die Gleichung 
der Oberfliiche, in welcher die Rotationsaxen der Tangeuten- 
kegel liegen. 

Die Durcht'iihrung dieser Elimination ist nicht ohne Schwie- 
rigkeit, wenn die Function F in der allgemeinen Form gegeben 
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iat. Wir wollen daher annehmen, dass die gegebene Ober- 
flaehe auf ihren Mittelpunkt und ihre Hauptaxen bezogen sei, 
indem wir setzen: 

(26) F — a 0 u? ctyV 1 -(- a.,w 2 — r‘. 

In dieser Voraussetzung wird die identische Gleichung (25) : 


(27) [rr 0 {- a , r? 3 -f-« a «; 2 — »- 2 ] — p[«' i -|-t> 2 -|-t0 ? — ^ (a»t -f- y« ; -(- »') 2 ] = 

Man erkennt in dieser Form der Gleichung leicht die drei 
Bedinguugen zwischen den fiinf Grosaen a, (), y, g, g, welche 
zu erfiilleu sind, wenn der linke Theil der Gleichung sich in 
lineare Factoreu zerlegen lassen soil. 

Macht man namlich die Variable w verschwinden, indem 
man setzt: 

( 28 ) y = 0, a 2 — g = 0, 


so lasst sich der iibrig bleibende, linke Theil der Gleichung 
in lineare Factoren zerlegen, wenn die Bedingungsgleichung 
erfullt wird: 



l 


fl «* 

tia§ 


<r > 

V" ’ 

p* 

*5l a 

9 i > “i 

-e + V^- 

pP 

p* 

ua 

up 

JL 

f* ’ 

9 ' ’ 

p* 



0, 


deren linker Theil die Determinante ist, gehildet aus den 
zweiten partiellen Differentialquotienten des iibrig bleibenden, 
linken Theiles der Gleichung (27). 

Entwickelt man diese Gleichung, so erhalt man: 



und wenn man darin fiir g den Werth aus (28) setzt: 



Hiernach ist y = 0 die Gleichung der Oberflaehe, in 
welcher die Rotationsaxen der Kegel, also auch ihre Spitzen 
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liegen, das ist die arty-Ebene des Coordinatensystemes. Setzen 
wir, um die zweite Oberfliiche zu erhalten, in welcber die 
Kegelspitzen liegen, in (29) g = 0, so erhalten wir: 

(30) 1=0. 

Beide Oberfliichen scbneiden sich in der dritten Focal- 
curve (G) der gegebenen Oberfliiche, welche demnach der geo- 
inetrisehe Ort ist fiir die Spitzen der, an die gegebene Ober- 
fliiche gelegten Tangentenkegel, wclclie zugjeich Itotationskegel 
sind. 

Aber man kann aucli , um den linken Theil der Gleichung 
(27) in lineare Factoren zerfiillbar zu niacheu, statt w ent- 
weder t> oder « verschwinden lassen, indem man setzt p — 0 
und a, — [i — 0, oder a = 0 und « 0 — ft = 0, wodurch man 
schliesslich die beiden anderen Focalcurven der gegebenen 
Oberfliiche als den geometrischcn Ort der Spitzen der Tnu- 
geutenkegel erhalten wiirde, die zugleich Itotationskegel sind. 
Man hat daher den Satz: 

Die Focalcurven einer gegebenen Oberfliiche 
zweiter Ordnuug sind der geometrische Ort der 
Spitzen der Tangentenkegel fiir die gegebene Ober- 
fliiche, welche zugleich Rotatio n skegel sind. 

Da sich jeder Kegelschuitt als Grenzflache zweiter Ord- 
nung betracliten liisst, so folgt aus dem angegebenen Satze 
unmittelbar: 

Die, einem gegebenen Kegelschuitt zugehorigeu 
Focalcurven sind der geometrische Ort der Spitzen 
der Itotationskegel, welche durch den gegebenen 
Kegelschnitt gelegt werden konneu. 

Was die Kugel anbetrifft, die wir uns in den Rotations- 
kegel hineingelegt dachten, welcber zugleich Tangentenkegel 
der gegebeBen Oberflache ist, so haben wir zwischen den 
Coordinaten des Mittelpunktes a, p, y und dem Radius g der- 
selben die Relatiouen (28) und (29), welche beweisen, dass 
man den Mittelpunkt O in der .ry-Ebene beliebig wahlen kann, 
dass aber der Radius g dann durch (29) bestimmt ist. Um 
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diese Kugel und die gegebene Oberflache lasseu sitb aber zwei 
Rotatiouskegel legen, deren Spitzen auf Grund der identischen 
Gleichung (27) dureh folgende, lineare Gleichungen ausge- 
driiekt werden : B — 0, C — 0. 

Diese Kegelspitzen B = 0, C — 0 sind Punkte der Focal- 
curve (30) und die geraden Linien OB und OC die Rotations- 
axen der beideu Kegel. Uni die Lage dieser Iiotationsaxen zu 
erforscheu, stellen wir die Gleichung ).BC= 0 der beiden 
Punkte auf, iudern wir den, durch die Gleichungen (28) redueir- 
ten, linken Theil der identisehen Gleichung (27) gleich 0 setzen: 

[(«» — “ 2 )« 5 + («. — « i )« 2 — ' •] + "r [“« + 1 ^' + >']’ = 0 . 

Der erste Theil in dieser Gleichung gleich 0 gesetzt: 

(«n — «j) n 2 + («i — — r’ = 0 

stellt die Focalcurve (30) in Ebenencoordinaten dar, der zweite 
Theil ebenfalls gleich 0 gesetzt: 

[«« -|- pv + »’] J = 0 

stellt ein Pnnktepaar dar, welches zusammenfullt init dem 
Punkte 0. Deshalb drilckt die, aus den zuletzt genauuten 
beideu Gleichungen zusaniraengesetzte, erste Gleichung eineu 
Kegelschnitt aus, weleher die beiden, von dem Punkte 0 an 
die Focalcurve gezogenen Tangenten bertlhrt. Da aber dieser 
Kegelschnitt in das Punktepaar H — 0, C = 0 tibergeht, wel- 
ches in der Focalcurve liegt, so kounen die beiden Punkte 
nur die Berilhrungspunkte sein der, von dem Punkte 0 an die 
Focalcurve gezogenen Tangenten. Es sind also die geraden 
Linien OB und OC Tangenten der Focalcurve. Man hat daher 
den Satz: 

Der geometrisehe Ort der Rotationsaxen der 
Tangentenkegel einer gegebenen Oberflache zwei- 
ter Ordnung, welche zugleich Rotationskegel sind, 
sind die Ebenen, in welchen die Fo calcurven der 
gegebenen Oberflache liegen. Jede Rotationsaxe 
bertihrt die Focalcurve, in deren Ebene sie liegt, 
in der Spitze des Rotationskegels. 


Digitized by Google 



Funfundzwanzig»tc Voilesung. 


350 

Ftlnfundzwanzigste Vorlesung. 

Die Axen des Korpers. 

Es liege ein unveranderlicher Korper vor von irgend wel- 
cher Masse und bezogen auf ein beliebig angenommenes, recht- 
winkliges Coordinatensystem. In diesem Coordinatensysteme 
seien x, y, z die Coordinateu des Elementes dm der Masse 
des Korpers und daher dm = gdxdydz, wenn q die Dichtig- 
keit des Elementes ausdriickt. Alsdann sind es folgende zebu 
Integrale, welche die analytische Mecbanik bei der Bewegung 
des Korpers in llecbnung bringen muss: 

f x 1 dm , J y 1 dm , f z 1 dm , 

(1) [ye dm, fexdm, jxydm, 

J x dm , f y dm , J z dm , f dm. 

Wir werden diesc, auf den ganzen Korper sich erstrecken- 
den, Integrale kfirzer bezeichnen mit: 

a ou > a it » a n > 

(1 *) rt 12 » Ojo > «oi > 

a 03 > a l3> a .’3> a 33‘ 

Fur ein beliebiges andere, rechtwinklige Coordiuatensy- 
stem, filr welcbes die Transformationsformeln gelten sollen: 

x = aX -\- a Y -f- n"Z -f- a , 

(2) . . . . . . y=bX + b'Y+b"Z + fi, 

z = cX c 1 -f- c Z -j- y , 

bat man, wenn dM = pdXdYdZ, die entsprechendeu Inte- 
grule: 

f X 2 dM , [ Y-dM , fZ i dM, 

(3) . . . J YZdM, J ZXdM , f XYdM , 

f XdM , f YdM , JZdM, J dM , 

die wir kurz bezeichnen wollen mit: 
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-^00 I -^11 > -^22 > 

( 3 *) -^12 t -A J0 , - 4 ()| 5 

-^<13 > -^13 > -“23 > -“ 33 - 

Will man die Integrale (1), welche von der Form siud, 
f f(x, y, e)dxdydz, durch die Substitution (2) transformiren 
auf die neuen Variabeln X, Y, Z, so hat man die bekann- 
ten Transformationsformeln in Anwendung zu bringen: 

j 1\x, y, z)dxdydz = f fix, y, e)JdXdYdZ , 


1 Bx 

By 

Bz 




BX ’ 

BX ’ 

Vx 


a, 

b.c 

Bx 
BY > 

By 
BY > 

dz 

BY 


a, 

V, < : 

1 

Bx 

By 

Bz 


a", 

b ", c" | 

BZ> 

BZ ’ 

BZ 





Da in dem vorliegenden Falle der rechtwinkligen Coordi- 
naten A — 1 ist, so sieht man, wenn man in (l) die Sub- 
stitutionen (2) maclit und entwic-kelt, dass die zehn Integrale 
(1) sich durch die zehn Integrale (3) linear ausdriicken las- 
sen. Umgekehrt kann man auch die zehn Integrale (3) 
linear durch die zehn Integrale (1) ausdriicken. 

Das letztere wirklich durchzuftihren, verlaugt zehn liueare 
Gleichungen mit eben so viel Unbekannten aufzulosen. Aber 
man bruucht nur die genannten Gleichungen wirklich aufzu- 
stellen, um zu erkennen, dass in dem vorliegenden Falle eine 
gewisse Ermiissigung dadurch herbeigefilhrt ist, dass die In- 
tegrale (1) gleicher Ordnung sich durch die Integrale (3) 
derselben Ordnung linear ausdriicken lasseu. Immerhin bleiben 
sechs Gleichungen mit ebenso viel Unbekannten aufzulosen 
und iiberdies drei Gleichungen mit drei Unbekannten. 

Unter diesen Umstanden werden wir es vorziehen, die 
Gleichungen selbst lieber gar nicht aufzustellen, vielmehr ihr 
Bildungsgesetz zu studiren, und aus diesem Gesetze die geo- 
metrischen Eigenschaften des Kbrpers zu eutwickeln, von 
welchen die analytische Mechauik bei der Untersuchung der 
Bewegung des Kbrpers ausgeht. 

Es bringt Vortheil den gegebenen Kbrper mit einer ganz 
bestimmten Oberlliiche zweiter Ordnung in Verbindung zu 
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bringen, aus wclcher sich geometrische Eigenschaften des 
Korpers abnehmeu lassen. Diese Oberfliiche definiren wir 
durch ihre Gleicbung in homogeuen Ebenencoordinaten «, v, 
w, r, bezogen auf das urspriingliche, rechtwinklige Coordi- 
natensystem , in welchem das Element dm der Masse die 
Coordinaten x, y, z hat: 

u 1 J x 1 dm -(- t -J f y 1 dm -j- w- f e l dm r* j dm 

(4) + 2w f ye dm -f- 2 mi J ex dm -f- 2 uv J xydm 

-(- 2t<r J x dm -f- 2 t ir j y dm -j- 2 wr J z dm = 0. 

Wir nennen diese Oberfiiicbe zweiter Ordnuug das ima- 
ginare Bild des Korpers. 

Da fur die, in der Gleichung (4) durch die Zeichen au- 
gedeuteten, Integrationen die variabeln Ebenencoordinaten 
nur die Geltung von Constanten haben, so stellt sich die 
Gleichung des imaginiiren Bildes kurzer so dar: 

(5) f |hx -f- vy -(- tee -f- dm = 0 , 

und wir kbnnen sagen : 

(6) .... Wenn man in der homogenen Gleichung 
eines Punktes in der Normalform den linkon Theil 
der Gleichung quadrirt, mit dem Elemente der 
Masse des Korpers in demPunkte multiplicirt, und 
ilber den ganzen Korper integrirt, so erhiilt mail 
die Gleichung des maginiiren Bildes des Korpers. 

Die Coefficienten der Variabeln in der entwickelten Glei- 
chung (4) des imaginiiren Bildes hiingen offenbar ab von der 
Lage des Coordinatensysteraes zu dem Korper, und es scheint, 
dass auch das imaginare Bild nicht allein von dem Korper, 
soudern auch von der Lage des Coordinatensystemes abhan- 
gig sei. Das Letztere trifft nicht zu. Vielmehr werden wir 
den Satz beweisen : 

(7) Jeder 

welches nur von 
abhangt. 


Korper hat ein imaginiires Bild, 
der Beschaffenheit des Korpers 
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Der Beweis, class das imagiuiire Bild des Korpers unab- 
hiingig ist von der Lage des Korpers zu dem rechtwinkligen 
Coord inatensystemc, worauf der Korper bezogen ist, soil in 
zwei Theile zerfalleu. VVir werden naehweisen, dass das 
imaginiire Bild sich nicht iindert erstens, wenn das recht- 
winklige Coordinatensystem um den Coordinatenanfangspunkt 
gedreht wird, und zweitens, wenn der Coordinatenanfangspunkt 
beliebig verlegt wird, die Richtung der Coordinatenaxen aber 
ungeilndert bleibt. 

Zu dem genanuten Zwecke filhren wir aus der achtzehn- 
ten Vorlesung die Transformationsformeln (11) und (23) filr 
rechtwinklige Coordinatensysteme mit demselben Anfangs- 
punkte, sowohl fiir Punkteoordinaten als fur homogeue Ebe- 
neucoordinaten wieder vor: 

x = nX -)- a Y -)- a" Z , >t — « U -f- a V -f- a" W , 

(8) y = bX + h’Y+b"Z, v = l>U + b'V + b”W, 

s = cX c Y -j- c"Z. ' io=cU+cV+c" W , 

r = It. 

Machen wir nun in der Gleichung (5) des imaginiiren 
Bildes die Substitutionen (8), so driicken wir damit in der 
genannten Gleichung nur die Integrale (1) durch die Inte- 
grale (3) aus. Das ursprilngliche Coordinatensystem, worauf 
das imaginare Bild (5) bezogen ist, bleibt davon unberiihrt. 
Machen wir aber gleichzeitig die Substitutionen (8) und (9), 
so transformiren wir flberdies noch die Gleichung (5) des 
imaginiiren Bildes auf das zweite rechtwinklige Coordinaten- 
system mit demselben Anfangspunkte. Da nun nach (25) in 
der achtzehnten Vorlesung ist: 

(10) ... nx + vy- f wz -f >■ = VX+ VY+ WZ + It , 

so gelit die Gleichung (5) des imaginiiren Bildes, jetzt be- 
zogen auf das zweite rechtwinklige Coordinatensystem, da- 
durch fiber in: 

(11) . . . f{UX- f VY + WZ + Ity (IM =« 0. 

Dieses ist aber gerade die nach der ltegel (6) gebildete 
Gleichung des imaginiiren Bildes fiir das zweite Coordinate!!- 

Hkssk, analyt. Geomotr. d. liaumes. 2. AuH. 23 
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system. Die Regel giebt also fiir die beitlen Ooordinaten- 
systeme nicht verschiedene, imaginiire Bilder desselbeu Kbrpers. 

Die Verlegung des Coordinatenanfangspunktes in eiuen 
Punkt, dessen Coordinateii sind x = u, y — fi, z — y, mit 
Beibelialtung der Richtung der Ooordinatenaxen, wird nacli 
(7), und (8) der dreizehnten Vorlesung analytisch vollfuhrt 
durch die Substitutionen fur Punktcoordinaten iind Ebenen- 
coordinaten : 

x — X -f- « , u — U , 

(12)... J,= r + /S, v = V , 

5= Z + y. K ’ «•= W , 

r=Jt- aU-fiV-yW. 

Durch die Substitutionen (12) werden in der Gleichung 
(5) des imaginaren Bildes wieder nur die Integrale (1) ersetzt 
durch die Integrale (3). Beidc Substitutionen (12) und (13), 
gleichzeitig, transformiren Oberdies die Gleichung (5) des 
imaginaren Bildes auf das zweite Coordinatensystem. Da aber 
auch die genannten Substitutionen die Gleichung (10) zu 
oiner identischcn machen, so wird (11) die Gleichung des 
imaginaren Bildes (5), jetzt alter bezogen auf das zweite 
Coordinatensystem. llieraus sieht man , wie die beiden Glei- 
chungen (5) und (11) wieder dieselbe OberHiiche zweiter Ord- 
nnng analytisch ausdrilcken, nur auf verschiedene Coordinaten- 
systeme bezogen. 

Den Transformationsformeln (2) von Punktcoordinaten 
fiir irgend zwei rechtwinklige Coordinatensysteme entsprechen 
folgende Transformationsformeln fiir hoinogcne Ebeneneonr- 
dinaten : 

« = nU - f- ft V -f- n" IT , 
v = l,U + h’V + h"W , 

(14) W = rU + cV + e " W > 

r = 11 — a {all -f- a V -f- a" W) , 

— P(bV + hV + b"W), 

— y(/>U 4 ■ tT + o"W), 

welche mit jenen die Gleichung (10) zu einer identischen 
machen. Sie transformiren also den linken Theil der Glei- 
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chung (5) in den linken Theil der Gleiclmng (11). Das will 
sagen, dass die Snbstitutdonen (14) folgende Gleiclmng zu 
einer identischen machen: 

(15) + 2a,n HV + • ' • + ( '™ r ~ ’ 

-A.JP+ 2A 0I UV+... + A m 1P 

Diese, durch die Substitutionen (14) identische, Gleichung 
liiset sich miu in die zehn linearen Gleichnngen auf, von 
welcken am Anfange unsercr Untersuchung die Rede war. 

Es ist eine, in der dreizehnten Vorlesung bewieseue Re- 
gel, dass man die Gleichung des Mittelpunktes einer Ober- 
fliiehe zweiter Ordnung erhiilt, wenn man die, in homogenen 
Ebenencoordiuaten gegebene, Gleichung der Oberflache nach 
der letzten Coordinate partiell diffcrentiirt. Hiernach wird 
die Gleichung des Mittelpunktes des imaginitren Bibles (5) 
folgende : 

(1(5) .... f | ux vy wz r } dm — 0. 

woraus sich die Coordinaten des Mittelpunktes ergeben : 

f x dm f ij d in J e d in 

f dm ’ J dm ’ f dm 

Da dieses bekanntlich die Coordinaten des Schwerpnnk- 
tes des Korpers siml, so hat man den Satz: 

(17) .... Der Mittelpunkt des imaginiiren Rildes 
eines Korpers fiillt mit dem Schwerpunkte dcsKbr- 
pers zusammen. 

Enter Axen eines Korpers versteht man die Axen 
eines rechtwinkligen Coordinatensystemes X , Y, Z, in Rfiek- 
sicht auf welches folgende drei Integrale verschwinden : 

(18) A n = f YZdM, A w = J ZXdM , A ut =J'XYdM. 
Auf Grund dieser Definition stellen wir uns nun dieAufgabe: 

(19) .... Die Axen eines Korpers zu bestimmen, 
welcho von dem Anfangspunkte des Coordinaten- 
systemes ausgehen, auf welches der Kbrpcr bezogen 
ist. 

23 * 
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Dieses Problem verlangt die Bcstimmung von Transfor- 
mationsfornieln (9) fiir reclitwinklige Ooordinatcnsysteme mit 
demselbeu Anfangspunkte der Art, dass in der Gleichung (15) 
auf der recbten Seite die drei Glieder verschwinden, welche 
die Coefficienteu (18) haben. Die Axen des zweiten Coordi- 
natensystemes werden daun die gesuchteu Axen des Korpers 
sein. 

Wenn wir demnacli mit qp («, v, to) die Summe der sechs 
in «, v, ic homogenen Glieder auf der linken Seite der Glei- 
chung (15) bezeichuen, so liisst sicli das Problem so auffas- 
sen: Die Substitutionen (9) zu bestimmen, welcbe 
folgende Gleichungen zu identisehen Gleichungen 
machen: 

(20) ... « 5 + *>’ + «- ? “ &+ H", 

<p(n, v, »<•') = A U l -f- A, V 2 -\- Aj W 2 . 

Wir weisen auf die neunzelmte Vorlesung hin, in wel- 
cber das Problem ausfiihrlich behandelt worden ist. Es fiihrte 
zuriick auf die Gleichungen: 

(«.)., — *)« + « 0 I & + «02 C = 0 1 

(21) «io« + («n — A)5 + n n c = 0, 

a M a -J- « 2I & -f- (Ojj — A) c = 0 , 

aus welcben durcli Elimination von a, b, c die kubische Glei- 
chung A = 0 hervorging, deren Wurzeln eben jene Coeffi- 
cienten A, A,, A ? in (20) sind. 

Die, durcli die Gleichungen (21) bestimmten, Verhiilt- 
nisse von a :b : c werden dann die Yerhiiltnisse der Cosinus 
der Winkel sein, welche eine der drei, vom Coordinaten- 
anfangspunkt ausgehenden, Axen des Korpers mit den Coordi- 
natenaxen bildet. 

Da der Anfangspunkt des Coordinatensystemes , auf wel- 
ches der Kbrper bezogen ist, beliebig gewahlt werden kann, 
so haben wir nach dem Vorhergehenden den Satz: 

(22) . . . Von einem jeden Punkte desitaumes gehen 
drei bestimmte, auf einander senkrecht stohende 
Axen eines gegebenen Korpers aus. 
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Die Lage dieser Axensysteme eiues und desselben Korpers 
fiir die verschiedenen Ausgangspunkte zu erforschen, soil 
uusere Aufgabe sein. 


Man nennt Hauptaxen eiues Korpers die drei auf 
einander senkreeht stehenden Axen eines Kiirpers, welehe 
von dem Scliwerpunkte des Korpers ausgehen. 

Nachdem wir im Vorhergehenden gezeigt haben, wie die 
Axen eines Korpers zu bestimmen sind, welehe von dem An- 
fangspunkte des Coordinatensystemes ausgehen, auf welches 
der Korper bezogen ist, so wollen wir, die Keuntniss dieser 
Axeu voraussetzend , jetzt annehinen, dass die Axen des 
Coordinatensystemes zugleicli die Axen des Korpers seien. 

In dieser Voraussetzung sind a n — a. !n = a 0 , =0, und 
die Gleichung des imaginaren Bildes des Korpers stellt sich 
in der einfacheren Gestalt dar: 


«uo « 7 + + a n wl + W 7 

-f- 2n 03 uv -f- 2a ti vr -f- 2 a n wr — 0. 

Da naeh (17) die Coordinaten des Schwerpunktes des 
Korpers sind: 


(23) . 


y = 


und « 33 = m = der Masse des Korpers, so hat man die Glei- 
ehuug des imaginaren Bildes: 


(24) 


a m H 7 + «n t,? + a r< ' 

+ 2 m(au -f- + y w ) r — 0. 


Wir haben dieses vorausgeschickt , urn die Auflosung der 
folgenden Aufgabe vorzubereiten : 

(25) . . . Die Hauptaxen eines Korpers zu bestim- 
men, wennderselbo bezogen ist auf ein reehtwink- 
liges Coordinatensystem, dessen Axen die Axen des 
Korpers sind, welehe von dem Anfan gspun kte des 
Coordinatensystemes ausgehen. 


Diese Aufgabe liisst sich zurilckfuhren auf die vorher- 
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gehende (19) dadurcli , dass man die Gleichung (24) des 
imaginuren Jiildes des Kiirpers, bezogeu auf irgend eiu Axen- 
system des Kiirpers, transformirt durch die Substitutionen 
(13) aut‘ ein, dem vorausgesetzten Systeme parallcles Coor- 
dinatensystem , dessen Anfangspuukt aber der Sehwerpunkt 
des Kiirpers ist, mit deu Coordinated a, ft, y, deren Werthe 
in (23) angegeben siud. 

Durch diese Substitutionen geht die Gleicliung (24) des 
imagiuiiren Rildes iiber in die Form: 

.. A m ,U ! + A n V- + A t , H - + A 3J R 7 

’ ' ' ' -f 2A lt UV+2A m WU+ 2A ul UV=0. 

Die mit der ersteu Poteuz der Variable 11 multiplicirteii 
Glieder in dieser Gleichung mfissen durum fehleu, weil der 
Aut'augspunkt des neuen (Joordinatensystemes, der Schwer- 
puukt des Kiirjiers, nack (17) mit dem Mittelpunkte der Ober- 
lliiche (26) zusammeufallt. 

Da die Substitutionen (13) die Gleichung (24) transfor- 
miren in (26), so hat man: 

A m = a w — m , A n = — m 0 y , 

A, i = a,, — mp ! , A J0 = — myrc, A. M = m , 

A n = a n — my - , A m = — mafi. 

Setzt man diese Werthe der Grbssen A in die Gleichung 
(26) uud veriiudert die grossen Ruehstabeu U , V, W, 11 in 
die klciuen, so crhiilt man die Gleichung: 


(27) + «n»* + "n w ‘‘ + Mr ‘ 

— m (re u -j- fi o -(- y tv) 1 — 0 

des iuiagiuiiren Rildes (24), jetzt aber bezogen auf ein pural- 
leles Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Schwer- 
punkt des Kiirpers ist. 

Da liierdurcli der Korper selbst angescheu werdcn kann 
als bezogen auf das letztere Coordinatensystem, dessen An- 
fangspunkt der Sehwerpunkt des Kiirpers ist, so hundclt es sicli 
jetzt uur uni die, von dem Anfangspuukte des Coordinateu- 
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systemes ausgehendeu, Axeu lies Kbrpers, welche iu der Auf- 
gabe (19) bestimmt wurden. 

Die mit <p(u, v, tv) bczeichiiete Function dort, wird bier 
der linke Tlieil der Gleichung (27), mit Ausschluss lies Glie- 
des mr-, sein. 

Die, die Aufgabe lbsenden Gleiehuiigen (21) wcrden in 
dem vorliegeuden Falle folgeude: 


(«oo — *)« = -f -ph + yr), 

(28) .... («, , — k)b — mfi(aa -{- fib + ?v), 

(a r , — A)c — my (a a + fib -f yc)\ 

uud das Resultat der Elimination von a, b, c, die kubische 
Gleichung zl = 0, ergiebt sich, wenu man die Gleichungen 

multiplicirt init - ^ , > — v , uud hierauf siinimt- 

‘ 0(10 — k «U — i 0„ — l 

lithe Gleichungen addirt: 


(29) ±- = 


l oo 


A — A m t , — A 


Unsere Aufgabe (25) ftihrt also auf diese kubische Glei- 
chung (29) zurilck. Nach Feststelluug ihrer Wurzeln ergeben 
sich dann die Verhiiltnisse a, b, c der Cosinus der YVinkel, 
welche die Hauptaxen des Kbrpers mit den Coordinnteuaxen 
bilden, (lurch Auflbsung der linearen Gleichungen (28). 

Geben wir nun auf die geometriseho Deutung der kubi- 
schen Gleichung (29), von weleber die Lbsung uuserer Auf- 
gabe abhiiugig gemacht wurde, niiher ein. Es bedeuteu in 
dieser Gleichung a, fi, y die Coordinate!! des Schwerpunktes 
des Kbrpers in deinjenigeu Coordinatensysteme , in welchem 
die Gleichung (24) der aualytische Ausdruek ist file das ima- 
giniire liild des Kbrpers. Lassen wir aber re, fi, y die Coor- 
dinaten eines variabeln I’uuktes bedeuteu, so ist die Gleichung 
(29) der aualytische Ausdruek fiir alle Oberfliichen zweiter 
Orduung, welche mit der folgenden confocal sind: 


(30) 


i = ?! . jp. . . 

m It yy «|, tl-ri 


Durch den Bchwerpunkt des Kbrpers lasseu sich nun drei 
mit dieser Oberfliiche confocale Oberfliichen legen, welche 
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sich, wie bekannt, senkrecht schneiden. Dieses sind gerade 
die drei coiifocalen Oberflachcn, welche den drei Wurzelu der 
kubischen Gleichung (29) entspreclien und ihre Normalen in 
dem Scliwerpunkte des Kbrpers stellen sich dann dar als die 
gesuchten Hauptaxeu des Kbrj)ers. 

Diese Bemerkungen maehen es wahrscheinlich, dass zwi- 
sclien den verschiedeneu Axensystemen eines und desselben 
Kbrpers und den confocalen Oberfliichen cine nnhe Beziehung 
obwalte. Letztere wird sich von selbst ergeben ruit der Lbsung 
der folgenden Aufgabe: 

(31) ..... Die Axeu eines Kbrpers zu bestimmeu, 
welche von eiuem gegebenen Punkte des Rauraes 
ausgehen, wenn der Kbrper bezogen ist auf das- 
jenige Coordinatensystera, desseu Axen die Haupt- 
axen des Kbrpers sind. 

Unter der, in der Aufgabe hervorgehobenen , Bedingung 
stellt sich die Gleichung des iraaginaren Bildes des Kbrpers 
dnr in der Form: 

(32) .... a M u 3 + + m » - = 0 

o<ler in Punktcoordinaten ausgedriickt: 

(33) — ~ + J + — - • 

nl a im u n a n 

Es ist dieses die Gleichung eines imaginiiren Ellipsoides, 
weil siimmtliche Coefficienten in der Gleichung (32) ihrer 
Natur nach positive Grbssen sind. 

Da hiernach alle Oberiliichen zweiter Ordnung, welche 
imaginare Bilder von Korpern darstellen, yur imnginiire El- 
lipsoide sind , so rechtfertiget sich liier die am Anfange der 
Vorlesuug gewahlte Bezeichnung des imaginaren Bildes 
eines Kbrpers. 

Sind nun a, [i, y die Ooordinaten eines gegebenen Punk- 
tes, von welchem die gesuchten Axen des Kbrpers ausgehen 
sollen, so fiihrcn wir die vorliegende Aufgabe wieder auf die 
Aufgabe (19) zurflck, wenn wir ein, dem gegebenen paral- 
leles Coordinatensystera zum Grunde legen, (lessen Anfangs- 
punkt der in der Aufgabe gegebeue Punkt ist. 
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Dieses geschieht (lurch die Substitutionen (13), durch 
welche die Gleichung (32) des iniaginiiren Bildes des Korpers 
iibergeht in: 

( 34) _ « m m 5 + + «k«o j 

-)- ni (r — au — fiv — yw) 2 — 0 , 

wenu man zngleich fiir die grossen Buclistabeu U, V, W, R 
die kleinen setzt. 

Wir bemerken hier, dass die, fiir die Losung dor Auf- 
gabe niassgebende Function g>(u, v, to) sich von der ihr ent- 
sprecheuden der vorhergehenden Aufgabe (25) nur durch das 
Vorzeichcn von m unterscheidet. Daruni konnen wir auch 
die, unsere Aufgabe lbseuden, Gleiehungen aus den Gleichun- 
gen (28) und (29) unmittelbar abschreiben wie folgt: 

(a u „ — k)a = — /««(«« + pb -f- yc) , 

(35) . . . («,, — l')b = — tn p (a a -f- /3 b + yc ) , 

(a. n — A)c = — my{ua -f- fib -(- yc). 


(36) . . . 



■ P . y 2 

« ro — A ' a,, — A ' « 22 — A 


Die vorliegende Aufgabe fiihrt also wieder auf eine ku- 
bische Gleichung (36) zuriick, nach deren Auf losung sich die 
Verhaltnisse a :b : c der Cosiuus der Winkel aus (35) ergebeu, 
welche das von dem gegebenen Punkte ausgehende Axensystem 
des Korpers mit den Hauptaxeu desselben bildet. 

Die kubische Gleichung (36) hat nur reelle Wur- 
zeln. Wir schliessen dieses aus der Uebereinstimmung der 
Form der Gleichung mit der ersteu Gleichung (8) in der 
zweiuudzwanzigsteu Vorlcsung, von welcher ilort die reellen 
Grenzen der Wurzeln angegeben sind. 

Yerstehen wir unter «, (i, y variable Coordinate!! eines 
Punktes in dem Coordinatensysteme , dessen Axen die Haupt- 
axen des Korpers sind, so ist die Gleichung (36) der analy- 
tische Ausdruck fiir alle, mit dem iniaginaren Bilde (33) des 
Korpers eonfocalen Oberfliicheu. Den drei Wurzeln der kubi- 
schen Gleichung entsprecheu dann die drei eonfocalen Ober- 
Hiichen , welche durch den, in der Aufgabe gegebenen Punkt 
gehen. 
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Die vorliegende Aufgabe (31) fiihrt demnach , rein geo- 
inetrisch gelasst, darauf zurtlek : die drei, mit dem i magi - 
niiren Bilde des Korpers confocaleu Oberfliiclien zu 
bestimnien, welche dureh den gegebenen Puukt 
gchen. Die Nornmlen dieser Oberfliichen in dem gegebenen 
Punkte werden die gesuchteu Axen des Korpers sein. Denn 
die Cosinus der Wiukel, welche eine von dieseu Normalen mit 
den Coordinatenaxen bildet, vcrlialten sich wie: 

«_ . ft v t 

Uqq — A <ij| A <t„ A 

gerade so, wie die aus (35) zu bestimmenden Grbsseu a, b, c. 

Diese geoinetrisclieu Betraclitungen dienen zur cinfach- 
sten, algebraischen Aullbsung der folgenden Aufgabe: 

(37) Die Axen eines Korpers zu bestimmeu, 

welche von eiuem gegebenen Punkte des liaumes 
ausgehen, wenn der Korper bezogen ist auf irgcnd 
ein reehtwinkliges Coordinatensysteiri. 

Wir brauchen zur Aullbsung der Aufgabe die Glcichung 
des inmgiuareu Bildes in dem zum Grunde gelegteu Coordi- 
nateusysteme : 

(38) F(u, v, iv, r ) = 0. 

lrgend eine, mit dieser OberHiiche coufocale, wird nach 
(11) der vorhergehendeu Vorlesung ausgedrOckt dureh die 
Gleichuug: 

(39) • • • F(a, v, ir, r) + A (m- -f- is 2 -f w ! ) = 0. 

Uebcrtragen wir dieselbe in Punktcoordinaten , indent wir 
nach bckannter Regel setzeu: 

}F'(u) + An = x , i F'(iv) -f- Xw — z , 

k F '{v) -f- Xv ==«/, X[F'(r) =}>, 

so erhalten wir eine Gleichuug: 

(- 40 ) f(x, y, s,p) = 0 , 

welche, in Hiicksicht auf A vom dritten Grade, alle Ober- 
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fliicheu darstellt , welche iiiit dem imaginiiren Bible (38) des 
Korpers con focal wind. 

Weun wir nun in der letzten Gleichung (40) filr die 
variabeln Coordinaten die Coordinaten des, in der Aufgabe 
gegebenen Puuktes setzen, so erhalten wir die kubische Glei- 
chung, von welcher die Auflosung der Aufgabe abliiingt. 
Den drei Wurzeln der kubischen Gleichung entsprechen die 
drei coufocalen Oberflachen (40), welclie durch den, in der 
Aufgabe gegebenen Punkt gehen. Hire Normalen in deni 
gegebenen Punkte sind die gesuchten Axen des Korpers. 

Wenn in unserer Aufgabe (37) der gegebene Punkt der 
Schwerpunkt des Korpers ist, so vereinfacht sicli die Auf- 
losung der Aufgabe dahiu, dass man uur die drei VVerthe 
von l zu bestimmen braucht, l'tir welche die Gleichung (39) 
eiue Grenzfliiche wird. Dio Ebenen dor drei Grenzfliicben 
schneideu sicli damn in den Hauptaxeu des Korpers. 

Ueberlegeu wir zum Schlusse, ob es denn nothweudig 
oder vortheilhaft war, am Anfange der Vorlesung das ima- 
ginare Bild des Korpers einzufitbren. 

Da die Bestimmung der Axensysteme eines und desselben 
Korpers auf ein, durch den Korper bestinimtes System cou- 
focaler Oberfliichen hinauskommt, so kanu man fur das Bild 
des Korpers irgend eine von den coufocalen Oberflachen 
wiihlen. Das Bild des Korpers braucht darum uicht ein ima- 
giniircs Ellipsoid zu sein. 

Als das einfachste reelle Bild erscheint diejenige Greuz- 
iliicb^ unter den coufocalen Oberfliichen, welche von eiuer 
Ellipse umschlossen ist. Dieses Bild des Korpers wollten wir 
aber darum nicht wiihlen, weil es sicli uur (lurch eine kubische 
Gleichung definiren Uisst, wenn der Korper bezogen ist auf 
irgend ein reclitwinkliges Coordinatensystem. 

Irgend ein anderes reelles Ellipsoid aus der Scliaar der 
coufocalen Oberfliichen leistet zwar fiir unsere Zwecke ganz 
dasselbe, aber es giebt unter den coufocalen Oberfliichen keine 
einzige, welche sicli dem Korper analytisch so uuschmiegt, 
als das im Anfange der Vorlesung detinirte, imaginiirc Bild 
des Korpers. 
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Sochsuiulzwanzigste V orlesung. 


Sechsundzwanzigste Vorlesung. 

Geometrische Deutung der kubischen Gleichung 
A = 0, von welcher die Hauptaxen einer Ober- 
flache zweiter Ordnung abhangen. 


Wenn eine Oberfliiche zweiter Ordnung einen Mittelpunkt 
hat, so liisst sich ihre, in Punktcoordinaten gegebene, Glei- 
ehuug (lurch Verlegung des Ooordinatenanfangspnnktes in den 
Mittelpunkt der Oberfliiche, init Beibehaltuug der ltichtung 
der rechtwinkligen Coordinatenaxen, wie man in der drei- 
zehnten Vorlesung geselien hat, immer auf die Form zuritck- 
fiihren : 

( 1 ) <P(x> </,*)— 1 = 0 , 

in welcher Gleichung tp(x,y,z) einen Ausdruck bedeutet von 
der Form: 

(2) <p(x, y, z)=a M x 7 +a u y 7 +a„z 7 +2a IJ yz+2a Vt zx+2a 0l xy. 

Durch Drehung des rechtwinkligen (Joordinatensystemes 
um den Mittelpunkt der Oberfliiche fiihrten wir in der neun- 
zehnten Vorlesung, indem die Function <p(x, y, z), ausgedriiekt 
durch die neuen rechtwinkligen Coordiuaten, die Gestalt er- 
hielt : 


(3) <p[x, y, k) = + A, Y> + LZ 7 

die Gleichung (1) der Oberfliiche auf die Hauptaxbu zuriick: 

(4) -f A, Y ! + KZ 7 —1=0. 

Die von der Oberfliiche auf den Hauptaxen abgeschnitte- 


neu Btiicke: 

i t l 

VK’ Vi,’ Vi, 

sind die Hauptaxen der Oberfliiche ihrer Griisse nach. 
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Diese Grossen hiingen offenbar ab von tier, in der neun- 
zehnton Vorlesung unter (11) aufgefiihrten , kubischen Glei- 
chung /t = 0 , welche nach Potenzen von X cntwickelt: 

(5) — 4 = — A A 2 -f- 1U - C = 0 


folgende Werthe der Coefficienten giebt: 

®i» + ff n + a n > 

(6) B = ( «„<**, — ail) + («, 2 «o„ — O + — «o?) , 

C = «00 n M a 2J + 2« w a 20 fl ol f 'oo"l5 — «n«si — '"'j/'tll- 

Liisst man nun die sechs Coefficienten in der Function (2) 
ip(x,y,e) beliebig variiren, so stellt die Gleicliung (1) alle 
mbglichen Oberfl&chen zweiter Ordnung mit demselben Mittel- 
punkt dar. Liisst man aber jene sechs Coefficienten unter 
der Beschriinkung variiren, dass die Ausdriicke (6) A, B, C 
ungeiindert bleiben, so stellt die Gleichung (1) mir solclie 
Oberfiilchcn zweiter Ordnung dar, welche gleich grosse Haupt- 
axen haben, oder, mit auderen Worten, die Gleichung (1) 
ist unter der gemackten Voraussetzung der analytische Aus- 
druck fiir eine und dieselbe Oberfliiche, beliebig gedreht urn 
ihren Mittelpunkt. 

Von der Voraussetzung ausgekend, dass A, B, C unver- 
iinderliche Grossen seien, wollen wir nun die geometrische 
Bedeutung dieser Grossen feststellen. 

Bezeichnen wir mit 1 J , Q, Ji die Liingen der auf den 
Coordinaten x, y , z von der Oberflache (1) abgeschnittenen 
Stilcke, so haben wir: 


• pi _ 

Es ist demnach: 
A = 


2 

«ii 




i i 1 i 1 i 1 

+ «n + a n ~ in + o? + 




Da aber A der Voraussetzung nach eine constante Grosse 
ist, so driickt diese Gleichung den Satz aus: 

Wean man um den Mittelpunkt einer Oberflache 
zweiter Ordnung ein System von drei, in dem Mittel- 
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])u»kte auf einander senkrecht stchenden, geradcn 
Linieu dreht, so ist dieSuranie der reciproken Qua- 
drate der von der Oberfliiche auf den geradeu Li- 
n ien abgeselm ittenen Stticke oine constante Grosse. 

Diese constante Grosse liisst sich naher bezeicbnen. Denn 
wenn man das System von drei, ill dem Mittelpunkte der Ober- 
fliiche auf cinander senkrecht steheuden Linieu in die Lage 
der Hauptaxen bringt, so werden jene auf ilinon abgeschnit- 
tenen Stiiekc die Hauptaxen selber. 

Ais Corollar zu dem angegebenen Satze liezeichnen wir 
folgenden : 

Wenn man uni den Mittelpunkt cines Kegel- 
schnittes einen reclitcn Winkel dreht, dessen Spitze 
im Mittelpunkte liegt, so ist die Summc der reci- 
proken Quadrate der, von dem Kcgelschnittc auf den 
Scheukeln des recliten Winkcls a bgesehn ittenen 
StUcke cine constante Grosse. 

Dieser Satz gelit hervor aus dem vorhergelienden , wenn 
man die Richtung der einen von den drei, im Mittelpunkte 
der Oberfliiche auf einander senkrecht stchemlen geraden Li- 
nien ungoiindert liisst, und die Drehung mncht nm diese un- 
geiinderte, gerade Linio. 

Wir crhalten die Gleichung des Kegelsehnittes, in wel- 
chem die yz Ebene die Oberfliiche (1) sclineidet, wenn wir in 
der Gleichung der Oberfliiche x = 0 setzen: 

+ 2a, + n n g> — 1=0. 

Die Hauptaxen dieses Kegelsehnittes liiingen ab von der 
quadratischeu Gleichung: 

"n ^ > n \i _ q 

"h > a n ^ 

in welcher das von A freie Glied gerade der orste Theil des 
Ansdruckes 11 in (G) ist: 

n w , hi ~~ " i* • 
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Dieses Glied ist das Product der beiden Wurzeln der 
quadratischen Gleichung, und da die Wurzeln die reeiproken 
Quadrate der Hauptaxen des Kegelschnittes ausdriicken, so 
stellt der letzte Ausdruck durch jr- dividirt, nach (39) der 
einundzwanzigsten Vorlesung, das reciproke Quadrat des 
Fliicheninhaltes des Kegelschnittes dar, wenn derselbe eine 
Ellipse ist. 

Die Bedeutung der beiden anderen Gliedcr, aus welchen 
der Ausdrnek 11 in (6) zusammengesetzt ist, ergiebt sich liier- 
nach von selbst. Dividiren wir nun 11 durch tt 7 und bemerken, 
dass bei dor Drehuug der Oberfliiche uni ihren Mittelpunkt 
der Quotient ungeiindert bleibt, so haben wir den Satz : 

Wenn man inn den Mittelpunkt einer Oberfliiche 
zweiter Ordnung drei, in diesem Punkte auf ein- 
ander senkrecht stehende, Ebenen dreht, sosehnei- 
dou die drei Ebenen die Oberfliiche in drei Kegel- 
schnitten, von welchen die Summe der reeiproken 
Quadrate der Fliicheninhalte eine constnntc Grosso 
ist. 

Wenn einer von den drei Kegelschnitten eine Uypcrbol 
<xler Parabel wird, so hbrt die Giiltigkcit des Satzes sclbst- 
verstiindlich auf. Er tri fit aber wieder zu, wenn man die 
Drehung in der Weise bewerkstelliget, dass die Hyperbcl odor 
Parabel ungeandert bleibt. 

Was endlich die Bedeutung des Ooeflieienten C in der 
kubischen Gleichung z/ = 0 anbetrifft, so weiss man, dass 
derselbe gleich ist dem Produkt der drei Wurzeln der Glei- 
chung, also gleich dem reeiproken Produkt aus den Quadraten 
der Hauptaxen der Oberfliiche. Dividirt man duller den Coef- 
ficienten C durch (far) 7 , so erhiilt man nach (56) der zwei- 
undzwanzigsten Vorlesung das reciproke Quadrat des kiirper- 
lichcn Inhaltes der Oberlliiche, vorausgesctzt , dass die Ober- 
fliiche ein Ellipsoid ist. 


Dio Mittelpunktgleicbnng der Oberfliiche zweiter Ordnung, 
durch Ebenencoordinaten ausgedriickt, erhiilt man, wenn man 
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die, der Function <p(x, y, z) reciproke Function v, ir) 

bildet, und liierauf setzt: 


( 7 ) 


v, to ) — 1=0. 


Wenn wir von dieser, durch Ebenencoordinaten ausge- 
drOckten Gleichung der Oberfliiche zweitcr Ordnung mit einem 
Mittelpunkte ausgehen, so kbnnen wir ebenfalls die kubische 
Gleicliuug z/ = 0 angeben, von welcher die Hauptaxen der 
Oberfliiche abhiiugen. Die geometrische Deutung der Coeffi- 
cienten in dieser kubischen Gleichung muss auf Siitze fiihren, 
die den vorhergehenden Siitzen analog sind. 

Wir beraerken, um die angegebene Idee zu verwirklichen, 
dass, wiihrend die Substitutionen (14) der achtzehnten Vor- 
lesung die Function <p(x,y,e) transformiren . in (3), die Sub- 
stitutionen (23) derselbeu Vorlesung die reciproke Function 
(J> (u , v, w): 

(8) Ip(u, V, e, ,»*+ e n to-+2e,iinc+2e v ,teu-\-2e 0l uv, 

nach den Auseinandersetzungeji in der zwanzigsten Vorlesung 
transformiren in : 


( 9 ) 


<I>(n , v, tv) = 


U — _L_ n I 

l ■ 1 * 1 

A, t. 2 


Es ist demnach: 


( 10 ) 


ip_ in 

in ' il ' i. 


= 0 


die Gleichung der Oberfliiche (7), bezogen auf das Hauptaxen- 
system dieser Oberfliiche; und die kubische Gleichung z7 = 0, 
von welcher die Transformation abhiingt, ist: 

| l 

e m> ^ > *-01) iii? 

(11) ... . J — e i0 , C,, y , c 12 , = 0 . 

i 

I 

C W > C 2I l C 22 | 


Wenn wir diese Gleichung eutwickelu, wie folgt: 
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(12) — -d=; ) -«‘+/ ) ;.-c=o, 

so findeu wir die Werthe der Coefficienten a, ft, c: 
a 

(1») !• 

r 

Wir lassen nun die sechs Coefficienten e in der Gleichung 
(7) der Oberflache beliebig variiren und erhalten dadurcb alle 
moglichen Oberfliichen zweiter Ordnung mit demselben Mittel- 
punktc. Beschriinken wir aber diese Variationen, indem wir 
festsetzen, dass die drei Coefficienten a, b, c in (13) unver- 
iiudert bleiben, so stellt die Gleicliung (7) eine und dieselbe 
Oberfliiche zweiter Ordnung dar in alien moglichen Lageu 
nach der Dreliung um den Mittelpunkt. 

Die verschiedenen Lageu eiuer und derselben Oberfliiche 
zweiter Ordnung wollen wir nun in das Auge fassen. 

Zu diesem Zwecke legen wir drei Tangentenebenen an 
die Oberflache (7) den Coordinatenebenen parallel, und be- 
stimmen die senkrechten Abstiinde p, q, r derselben von deni 
Mittelpunkte der Oberfliiche aus der Gleichung (7): 

V' = Pqo , «*“<*!!, r * ™ *m- 

Hiernach ist: 

a — P o» + e n + e n — P 2 + Q 2 + r? > 

welche Gleichung ausdrilckt, dass die Summe der Qua- 
drate der Entfern ungen des Mi ttelpunktes der Ober- 
fliiche zweiterOrdnung von irgend drei aufeinander 
senkrecht stehenden Tangentenebenen derselben 
eine constante Grosse ist. 

W'ir konnen diesen Satz auch so auffassen: 

Der geometrische OrtdesSchnittpunktesdreier, 
auf einander senkrecht stehenden, Tangentonebe- 
nen einer Oberfliiche zweiter Ordnung ist eine 
Kugel, deren Mittelpunkt in dem Mittelpunkte der 
Oberfliiche liegt. 

Hmm, analyt. Geotnetr. d. Raumei. 2. Aufl. 24 


= e tio + p n + e rx > 

= ~ «il) + («« p oo — e&) + ( p oq p ii — e A) , 

== P 00 P II P J? “f" “ P I2 P 20 P 01 P «Q P I* p l| p *0 ■ 
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Wenn wir, indem wir iu der Gleichung (7) der Oberfliiche 
u = 0 setzen, die Oberfliiche senkrecht aui' die yz Ebene pro- 
jiciren, so erhalten wir die Gleichung der Projection: 

r n o 5 -j- 2e, J t>te -)- Cjj w 1 — 1=0, 

welche eiiien Kegelschnitt ausdriickt, (lessen Hauptaxen von 
der quadratisehen Gleichung abhiingen : 

is 

= u . 

1 

T 

Das in der Entwickelung dieser Gleichung nacli Poteuzen 
von | mit der Oten Potenz multiplicirte Glied: 

•‘i i r n ~ ''i3 > 

welches den ersten Theil des Ausdruckes li in (13) bildet. ist 
das Quadrat des Productes der Huuptaxen des Kegelschnittes. 
Wir erhalten daher das Quadrat des Fliickeninhaltcs der Pro- 
jection, wenn wir jenen Ausdruek noch mit it' 1 multipliciren. 

Multipliciren wir nun die gauze zweite Gleichung (13) 
mit n 2 und bemerken , dass lx 2 sich bei der Drehung der Ober- 
iliiche um den Mittelpunkt nicht iindert, so ergiebt sich aus 
der geometrisclieu Deutung der einzelnen Theile jener Glei- 
chung der Satz: 

Wenn man eine Oberfliiche zweiter Ordnung 
auf irgend drei auf einandcr senkrecht stehende 
Ebenen projicirt, so ist die Summe der Quadrate der 
senkrechten Projectionen eine constante Grosse. 

Es liisst sich dieser Satz als eine Ausdehnung des Satzes 
(5) der ersten Vorlesuug auffassen. Denn, verstehen wir nnter 
Fliicheninhalt einer Oberflache zweiter Ordnung die Quadrat- 
wurzel aus der Summe der Quadrate der senkrechten Projec- 
tionen der Oberflache auf bestimmte drei , auf einander senk- 
recht stehende Ebenen und bezeichnen dieselben mit 
bezeichnen wir ferner mit A, J>, C die senkrechten Projec- 
tionen der Oberfliiche auf irgend drei, auf einander senkrecht 
stehende Ebenen, so haben wir jene iu (5) der ersten Vor- 
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lesung aufgefiihrte Gleichung, die dort nur Geltung hatte, 
wenu die Oberfliiche zweiter Ordnung eine Grenzfliiche war. 

Der angegebene Satz gilt ohne Einschrankung fiir das 
Ellipsoid. 1st bei einer anderen OberHiiebe zweiter Ordnung 
eine der senkreehten Projectionen der Oberdiiche eine Hyper- 
bel oder Parabel , so verlangt der Satz eine leieht anzugebende 
Modification. 

Was endlich den Coefficienteu c in der kubischen Glei- 
chung (12) anbelaugt, so weiss man, dass derselbe das Quadrat 
ist des Productes der Hauptaxen der Oberfliiche. Multiplicirt 
man diesen Coefficienteu mit so er halt man nach (56) 

der zweiundzwanzigsteu Vorlesung das Quadrat des korper- 
lichen Inhaltes der Oberflaclie, vorausgesetzt , dass die Ober- 
fidche ein Ellipsoid ist. 


Siebenundzwanzigste Vorlesung. 

Bedingungen fur die Rotationsoberfiachen 
zweiter Ordnung. 


Bei Gelegenheit der Hauptaxenbestimmung einer dureli 
ihre Gleichung f(x, y, z, 1) = 0 gegebenen Oberfliiche zweiter 
Ordnung in der neunzehnten Vorlesung haben wir die Be- 
dingungen (39) a 0 = a, == a 2 fiir eine Rotationsoberfiiiche 
zweiter Ordnung festgestellt, welche, mit HUlfe von (27) durch 
die Coefficienteu in der gegebenen Gleichung ausgedriickt, 
folgeude Gestalt erhalten: 

Ooi<» t t®#i 

(l n a tt «o. 

Wir werden im Folgeuden, indem wir die Entstehung 
der llotationsoberflucheu zweiter Ordnung ins Auge fasseu, 
dieselben Bedingungsgleichungen auf einem anderen Wege her- 
leiten. 

24 * 
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Eine Rotationsoberflaehe entsteht im Allgemeinen, wenn 
eine Carve sich um eiue feste Axe dreht. Die Curve beschreibt 
danu die Rotationsoberflaehe, Ludem jeder I’unkt derselben 
einen Kreis durchlauft, (lessen Ebene senkrecht steht auf der 
Rotationsaxe, und dessen Mittelpuukt auf der Rotationsaxe 
liegt. Daher schneiden alle auf der Rotationsaxe senkreebt 
stehenden Ebenen die Rotationsoberflaehe in Kreisen , deren 
Mittelpunkte in der Rotationsaxe liegen. Die Rotationsober- 
Hiiche zweiter Ordnung wird von jeder auf der Rotationsaxe 
senkreebt stehenden Ebene nur in einem Kreise gesebnitten, 
weil eiue jede gerade Linie in der Ebene des Kreises die Ober- 
liiiclie nur in zwei Punkten schneidet. 

Dieses vorausgeschickt, sei nun: 

( 1 ) /•(*, y, z, 1 ) = 0 

die Gleicliung irgend einer Rotationsoberflaehe zweiter Ord- 
nung, indem wir festsetzeu, dass: 

(2 ) f( x > ?/’ *> 0 = 9 ?/. *) + 2tf 0a a: -f 2a n j/ + 2 a n s -+- a M , 

<p{x, ?/. *) = «,) «i ilf*+ «rr 2 + 2 »\>yz+ 2 «,(,-•' + 2 u^xy. 

Es seien ferner: 

(3) A " UX + v + V* ~ d « = 0 » 

A, = ax -f- (Si/ -f- yz — d, =0 

die Gleichungen von zwei beliebigen, auf der Rotationsaxe 
der Oberfliiche (1) senkreebt stehenden, Ebenen in der Normal- 
form, welche die Oberflache also in Kreisen schneiden. Da 
die Verbiudungslinie ihrer Mittelpunkte, die Rotationsaxe, 
senkrecht auf den Ebenen steht, in welchen die Mittelpunkte 
liegen, so wird man, wenn man setzt: 

(4) . . . K = (« - A )* + Or - -B) 2 + (* - Cf - R\ 

immer eine Kugel K = 0 bestimmen kbnnen , auf welcher 
beide Kreise liegen. 

Man hat daher drei Oberfliichen zweiter Ordnung, die 
gegebene Oberflache (1) f(x, y, e, 1) = 0, die Kugel A' — 0 
und das Ebenenpaar A„ =0, von welchen jede dureh die 
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Schnittcurve der beiden anderen geht, uud daber uach don 
Auscinanderaetzungen in der neunten Vorleaung die iden- 
tiache Gleichung: 

(5) fix , y, m, l)-lK^^A 9 A t . 

Diese identiache Gleichung ist die Bedingung fiir die Ro- 
tationsoberfliiche (1). Das will sagen , dasa die Oberfliiche ( 1 ) 
eine Rotationsoberflache aei, wenn die elf Con8tanten A, A, B, 
C, B, (i, a, ft, y, d 0 , d, sich 80 beatimmen laasen, dasa der 
Gleichung (5) identisch geniigt wird. 

Da zwiachen den Conatanten cc, ft, y noch die Gleichung 
beateht « 2 — (— /3 2 — |— y- == 1 , ao vertreten die elf Conatanten 
nur die Stelle von zehn Conatanten, welche durch eben so 
viele Gleichungen bestimmt werden. Da abor die identische 
Gleichung (5) durch Gleichsetzen der Coefficienten der Poten- 
zen uud Productc gleicher Variabeln sich in zehn Bedingungs- 
gleichungen auflbst, ao hat ea den Anschein, ala koune diesen 
zehn Gleichungen immer genQgt werden, welcher Art auch 
die gegebene Oberfltiche (1) aei. Allein, wenn man beachtet, 
daas in die aecha Bedingungagleichungen , welche sich durch 
Gleichsetzen der correspondirendeu Glieder der zweiten Ord- 
nnng in der identischen Gleichung (5) ergeben, nur die fiinf 
Constanten A, fi, «, ft , y eingehen, zwiachen welchen noch 
die Gleichung « 2 — — f- y- = 1 besteht, so sieht man, dasa 
durch Elimination der fiinf Constanten aus den sieben Glei- 
chungen sich zwei Bedingungagleichungen ergeben miisseu. 

Setzen wir niimlich die correspondirendeu Glieder der 
zweiten Ordnung in der identischen Gleichung (5) einander 
gleich, so erhaltcn wir: 

«oo — , a„ = tifty, 

(6) «n — a M = fiya, 

a n — A = fly 2 , a,, =#*«/?, 

Gleichungen, in welche nur die vier Constanten A, <tVp, ftVp, 
yi'p eingehen. Wir brauchen deshalb die Gleichung a 2 -f- ft' 1 
-f- y- = 1 nicht weiter zu beriicksichtigen. Denn die Elimi- 
nation dieser vier Constanten aus den scchs Gleichungen (6) 
giebt ebenfalls die beiden Bedingungagleichungen. Urn letztere 
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zu erhalten, multipliciren wir je zwei von den drei letzten 
Gleichungen (6) und dividiren sie dorch die iibrig bleibende. 
Dadurch wird: 


( 7 ) .. 






und durch Substitution dieser Ausdriicke in die drei ersten 
Gleichungen (6) erhalten wir die oben angegebeuen beideu 
Bedingungsgleichungen fur die Rotationsoberfliiche (1): 


(8).. A 


o n a , 

"tut — - 


«ll 




a 


r> 







zugleieh mit dem Werthe von A. 

Ilandelt es sich um die Itichtung der Rotationsaxe, welche 
uiit den Goordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosiuus siud 
a, (i, y, so hat man auf Grund von (7): 


"t> ' V «U! 

J_ # 1 

a i0 fl 0| 

in Uebereinstinimung init (36) der neunzehnten Vorleaung. 

Wir sehen hier zwei Bedingungsgleichungen fiir eine 
Rotationsoberfliiche zweiter Ordnung auftreten, wiihrend die 
eine Bediugung der Gleichheit zweier Wurzeln der kubiacheu 
Gleiehung A == 0, von welcher die Hauptaxen der Oberflache 
abhiingen, fiir sich schou hinrcicht, die Oberflache zu einer 
Hotationsoberfliiche zu niachen. Die Erkliirung dieses Para- 
doxons wird den Gegenstand der folgenden Untersuchung 
bilden. 

Auf ein iihnliches Paradoxon stosst man schon beim Kreise 
in der Ebene. Man weiss uiimlich, dass der Kegelschnitt: 

+ 2a 0l xy + o,,y 2 + 2 a ni x + 2u,,y + u n = 0 

nur unter den beiden Bedingungeu: 

a m “ = a n > fl oi = 0 

ein Kreis ist, wiihrend schon die eine Bedingungsgleicliung: 
(«oo + a ii) J — 4 K»«u — «oi) = 0 


( 9 ) . . . 


B; 0 :>'= iTT 
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der Gleichheit der beiden Wurzelu der quadratischcn Glei- 
chuug : 

| ^00 ^ I rt lll j _ Q 

rt 10 > n \ I ^ 

von welcher die Hauptaxeu des Kegelschnittes abhiiugen, hin- 
reieht, uni den Kegelschuitt in eiiien Kreis iibergeheu zu 
lassen. 

Man brauclit aber nur jene Bedingungsgleichung in die 
Form der Suinme zweiev Quadrate zu bringen : 

Ko - «ii)* + = 0 , 

um zu sehen , dess die eine Bedingungsgleichung in die beiden 
angegebenen Bedingungsgleichungen zerFallt. 

Eine iihnliche Zerfiillung der Bedingungsgleichung fiir die 
Gleichheit zweier Wurzelu der kubischeu Gleicliung .j — \ ) 
in die Suiume von Quadraten liisst sich nach der Analogic 
erwarten, und Rummer Fiihrte sie, wenn gleich auf eiuem 
beschwerlichen VVege, zuerst durch. 

Wir beginnen unsere Untersuckung mit der Aufstellung 
der Bedingungsgleichung fiir die Gleichheit zweier Wurzeln 
der kubischen Gleichung z/ — 0. 

Die Bedingimgsgleichung fur die Gleichheit zweier Wur- 
zeln einer gegebenen Gleichung erliiilt man bekanntlich da- 
dnrch, dass man die gegebene Gleichung nach der, in ihr 
vorkommenden Unbekaunten partiell differentiirt und aus 
beiden Gleichungen die (Jnbekannte eliminirt. 1st die gege- 
bene Gleichung eine algebraische vom «ten Grade, so wird 
die differentiirte Gleichung vom (» — l)ten Grade. Die all- 
gemeinen Methoden der Elimination der Unbekannten aus 
diesen Gleichungen geben jedesmal eine resultirende Gleichung, 
welche einen iiberflilssigen Factor enthiilt. Dieser ilberfliissige 
Factor wird verraieden, wenn man fiir die geuannten Glei- 
chungen zwei, ill nen aquivalente Gleichungen, beide vom 
(m — l)ten Grade, in folgender VVeise substituirt. 

Man mache die gegebene Gleichung vom nten Grade da- 
durch homogen, dass man in ihr fiir die Unbekannte ^ setzt 
* , und die Gleichung mit x" multiplicirt. Aus dieser Glci- 
chung gelit wieder die gegebene Gleichung hervor, wenn man 


I 


i 


r* 
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fUr x den Worth setzt x = 1, welchen Werth von x wir auch 
in dem Folgcnden beibohalten warden. Wenu nun die ge- 
gebene, horaogen gemacbte Gleichung ist: 

i>(*, A) = 0, 

so hat man fflr die gleiche Wurzel A iiberdies: 

*'(*)“ o. 

Da aber: 

ni’(x, X) — xty'(x) -f- Xtl>'(X) = 0, 
so sieht man, dass fiir die gleiche Wurzel auch ist: 

4>'(x) = 0. 

Man hat daher fflr die gleiche Wurzel die beiden Glei- 
chungen vom (n — l)ten Grade: 

^'(x) = 0, tf'(A)=0, 

aus welchen die Unbekannte A zu eliminiren ist, wiihrend man 
frflher die Elimination aus einer Gleichung des nten uud einer 
zweiten Gleichung des (» — l)ten Grades zu vollfiihren hatte, 
um die gesuchte Bedingungsgleiehung zu erhalten. 

Nach der Bezout-Syl v ester schen Methode kommt die 
Elimination der Unbekannten A aus den beiden letzteu Glei- 
chungen darauf hinaus, die Elimination der (2n — 2) ersten 
Potenzen von A, mit Einschluss der Oteu Potenz, aus folgen- 
den (2» — 2) Gleichungen: 

4>\X) = 0 , A *'(A) = 0 , . . . A—V(A) = 0 , 

— 0, A ^'(x) = 0 , . . . A"-*^'(x) = 0 , 

wie aus linearen, homogenen Gleichungen zu vollftthren. 

Setzen wir nun, um die angegebene Regel auf den Pall 
der kubischen Gleichung d = 0 anzuwenden : 

1>(x, A) = — A = A 3 - AX‘ + m — C, 

so haben wir unter der Voraussetzung, dass x den Werth 1 
habe: 

tP(A) = 3A l _ 2 AX' + BX°, 

— <p(x) = .4A 2 — 2BX' + 3CA° , 

uud daher die Elimination der Potenzen A 0 , A 1 , A 2 , A 3 aus den, 
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in Riicksieht auf sie linearen, homogenen Gleichuugeu aus- 
zuflihren : 

3P — 2AP + BP =0, 

+ 3A 2 — 2AP + bp — =0, 

+ A P — 211V + 3 CP = 0, 

A P — 2BP + 3 67.' = 0. 

Bezeichnen wir mit 3Lr die Deterruinante: 


( 10 ) . . . 


3 L l = 


3, -2A, + B, 0 1 

0, 3, — 2A , + // j 

0, + -27/, +36'!’ 

,1, -21/, +36’, Oj 


so liabeu wir als Resultat der Elimination die gesuchte Be- 
dingungsgleichung : 

(11). I? = 0 


fiir die Gleichheit zweier Wurzeln der kubisehen Gleiehung 
J = 0. 

Um die aufgestellte Bedingungsgleichung (11) weiter zu 
trausformiren, werden wir der Determinante (10) 3 1? nacli 
und nach andere Formen geben. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke die Relationen zwischen 
den Potenzsummen s 0 , s ( , . . . s 4 der Wurzeln und den C'oef- 
ficienteu der kubisehen Gleiehung zl — 0: 

s„ =*= 3 , 

Si As 0 = 2 A , 

■h — -dsi + Bs a = B , 

s :l — .1 .s, + Bs t — 6s, , () , 

s, - As 3 + i/s j — 6s, = 0 »), 


•) Die angegebenen Formeln leitet man leicht aim der in 1 iden- 
tischen Gleiehung: 

- a - (1 - J«) (1 - »,) O - i.) 
in foigender Weise ab: 

Die angegebene identische Gleiehung, differentiirt nacli X : 

- li- = U - X ) (X - J,1 + (i - V « - *») + (>-*.)(»- a,), 

£ A 
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aus welcben Gleicbungen unmittelbar folgt : 

s, = A, 

s 2 — As, = — 2 B , 
s 3 — As 2 + B = 3C. 

Mit Hiilfe dieser Gleichurigen lasst sick die Determinante 
(10) 3 Jj l so ausdriicken : 

j s 2 As, -|- Usqj As 2 "f* Bs, • C's„ 

J ? 0 j j A i'„ , Sj -4s j ■)" -Gsq 

j 0 , S| , s 2 — As, t s 3 — zlsj -I - -Z&j 
s„ s 2 — As,, s 3 — As 7 -\- Bs„ s, — As, -f- Iis 2 — Cs, 

Diese Determinante ist aber wieder nacli Satz (30; der 
siebenten Vorlusuug gleicb: 


dividirt man (lurch die angegebeno Gleicbung, wodurch man erhalt: 


l 

J dl 




Jeden Bruch dcs recliten Theilcs dieser Gleichung entwickelt mau nach 
absteigenden 1’otcnzen von X, wodurch man erhalt: 


l cJ_l 
J / l = * 


uud durcli Summation: 


■ + ©+©’ + . 
■+©+©’+ 


oder : 


I bJ 

J ill 


l 



*i , *» 

l 1* 




cl 


= ^ |*« 


+ 


"i , "« , 

t ^ A* ' 


d d 

Sctzt man in diese, in 1 identischc Gleichung fur zf und ; ihre Wertho: 

J = — V + Al* — Bl + C, 

3i* + SA l — B , 


so crhillt nmu durch Gleichsetzeu der Coefficienten glcichcr Potenzen 
von it nnf beiden Seitcn der Gleichung die oben angegobenen Gleicbungen 
und noch mukrerc der Art. 
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3£’ = 


S 0 » S( , 
o . S|, , 

0, s,, 
S| , Sj , 


Sj » S 3 I 
S, . S 5 
Sj , s 3 
s 3 , s 4 


Zieht man in tier so dargestellten Determinante 3 l? die 
dritte Horizontalreihe der Componenten von der ersteu Uori- 
zontalreihe ab, so erlii'tlt man nach dem angegebeuen Satze: 


So f 

o, 

0, 

0 

0, 

Sft , 

s l ) 

Sj 

o, 

5 I > 

Sj, 

S 3 

S|, 

S 2> 

s 3 . 

Sl 


und endlich nach dem Satze (14) der siebenten Vorlesung, 
wenn man zugleich fur s„ seinen Werth 3 setzt: 


s»> s , , s t ■ 

(1^) == ' Sj, s 2 , Sj | • 

I Sj, Sj, S,( I 

Beaclitet man aber, dass: 


(i3) 

so hat man nacli Satz (31) der siebenteu Vorlesung: 



A 0 
1 A 0 ) 

V, 

V 

j V. 

V, Vj 

(14) . 

A fl , 

V 9 

A 2 ‘ 

• i V, 

V, V 


A 2 

A o y 

V, 

w 

1 IV, 

A,’, X 2 j 


Da man ferner bat: 

| i o ; ft ;o 
j A 0 J A | ) A 2 | 

(A t — A 0 ) (A 2 — A () ) (A 2 A,) = | A 0 ! , A, 1 , A 2 ‘ | > 

iv, V> Vi 

so ist: 

(15) ... U = ((A, - V (A a - A 0 ) (Aj - A,)} 2 , 

und L 2 = 0 ist eine filr unseren Zweck gesehicktere Form 
der Bedingungsgleichung fiir die Gleichheit zweier Wurzeln 
der kubischen Gleicbnng zl — 0. 
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Diese von selbst einleuchtende Bedingungsgleichung batten 
wir gleicli als Ausgnngspunkt unserer Untersuchung wiihleu 
konuen; es lag aber die Absicht vor, zu zeigon, wie die ver- 
schiedenen Formen sich auf einander zuriickfuhren lassen. 

Betrachten wir nun den Ausdruck von I? in (15), so 
sehen wir, dass derselbe verallgemeinert in (49) der zwanzig- 
sten Vorlesung als die Summe von gleichartigen Producten 
dargestellt worden ist. 

Setzen wir dort n = 2, so erhalten wir: 

~ ^ f 1. 0,11, tl aaa C a ,i t a : , 

und da in dem vorliegenden Falle die Function / ist: 
f «= x- + ;/■ -f- z 2 , so ist auch 

Es stellt sich hiernach der Ausdruck I 2 als die Summe 
von Quadraten dar, welche rational zusammengesetzt sind aus 
den Ooeffieienten der gegebeuen Function <p. 

Da nun dieser Ausdruck I 2 nicht verschwinden kann, 
wenn nicht jedes einzelne Quadrat, woraus er besteht, ver- 
schwindet, so sielit man, dass die eine Bedingungsgleichung 
(11), L 2 = 0, fiir die Gleiehheit zweier Wurzeln der kubi- 
schen Gleichung z/ — 0 in raehrere zerfiillt, wodurch das 
oben hcrvorgehobene Parndoxon erkliirt ist. 

Wenn hiernach die Zerleguug des Ausdruckes L 2 in die 
Summe von Quadraten theoretisch koine Schwierigkeiten macht, 
so bedarf es doch mannigfachcr Reductioneu, am die Qua- 
drate auf die einfachsten, von Rummer angegebenen For- 
men zuruckzufiihren. Crelles Journal filr Mathematik Bd. 26, 
p. 268. Wir werden daher den in der zwanzigsten Vorlesung 
eingeschlagenen Weg der Zerleguug des Quadrates L 2 in dem 
Folgenden dem Zwecke entsprecheud anpassen. 

Die Determinant* : 


(16) 

. . L — 

V, 

V, 

V, 

v» 

1 n 
a 2 

JtJ 



V, 

V. 

1 2 

a 2 


bleibt ungeiindcrt, wenn man irgcnd eine der Verticalreihen 
der Oompouenten durcli eine und dieselbe Grosse dividirt und 
die Dcterminante selbst mit derselben Grosse multiplicirt. 
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Darauf hin kann die angegebene Deter in in ante auch so dar- 
gestellt werden : 

A<> * 1 

! ’ !> I ■ 

I Ay A | 

| 1 , 1 , 1 

Benierken wir, dass das Product A 0 A, A 4 der drei Wurzelu 
tier kubischen Gleicbung J— U naeli (10) der neunzehnten 
Vorlesung gleicli ist: 





<( «i > 


07) 

I) = 

«I0 ’ 

n U ) 




. (t , 20 } 

a 1\ 1 

«» 

so baben wir: 


i *11 y 

^1 » 

A, 

(18) 

l = d * , 
*0 

1 

7 

1 



! i. 

1, 

1 


Das Quadrat dieses Ausdruekes ist eine symmetrische 
Function der Wurzeln der kubischen Gleicliung /l = 0. Das- 
selbe liisst sich also rational durch die Coefficienten in der 
Gleicbung ausdriicken. Die genaunten Coefficienten sind 
aber wieder rationale Ausdriicke der Coefficienten in der ge- 
gebenen Function tp. Es ist also L- ein rationaler Ausdruck 
der Coefficienten in der Function tp. Diesen Ausdruck in 
die Siinime von Quadraten zu zerlegen , wird unsere Aufgabe 
sein. 

Zu diesem Zwecke bringen wir in Erinnerung, dass in 
der neunzebnten Vorlesung die Substitutionen mit ihren Auf- 
losungen: 


x=aX + a'T+ a'Z, 

X = 

ax -f- by -)- cz , 

(19) y = bX + b’Y4-b"Z, 

y = 

(xx + y + c'z , 

s = cX c'Y - \- c"Z , 

x = 

n"x *f- b"i/ -f- r " 


der Art bestimrat worden sind, dass sie folgende drei Glei- 
cbungen zu identiscben Gleichungen machen : 
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*(**»,*) -a,x* + *. **+**£*. 

v* y* 7? 

(20) <r>U, y, z) = | [ + ~ * 

*0 A ! A * 

+ + ^ = X 1 + Y 1 + Z*, 

wenn 0(x, y, z) die reciproke Function von <p(x, y, e) ist. 
Denn die mittlere Gleichung folgt unmittclbar aus dem Satze 
(25) der zwauzigsteu Vorlesung. 

Dieses vorausgesehickt, bildeu wir nun die Determi- 
uante [«] : 

i<p\x), i<p'(t/) , l <p'(z) j 

(21) . . . [«] = | !«■(*), %W(y), ?*'(*) ! 

\ x, y, z 

und bemerken, dass die Componeuten in derselben auf Grund 
der identischen Gleichungen (20) folgende Werthe lxa ben : 

^ q>'(x ) = a X 0 X -f- a’A 1 F -j- a'X^Z, 

If'M-M + H.r + jry, 

^ (p (z) =** c A 0 X -|- c X j 1 -f- c X^Z. 

§«•(*) -«£x + .-£r+»"J’z, 

f« W -i|x+4-£r+i”^, 

D X v , • /J V , ..D rj 

■ 2 0(z) = C l -X+ c r Y+ c lt 2 . 

x = uX -j- ct F -f- n , 

y = 6X + + 

« = cx + c'r + c"z. 


Setzen wir diese Werthe der Componenten in die Deter- 
minante (21), so sehen wir, dass nach (31) und (29) der 
siebenten Vorlesung 'dieselbe in das Product zerfallt: 


(22) 


a, a , a" j 

[«]= &, V, b" I • 

c, c , c" | 


) 

1 

lo ’ 

1, 


A,, v 

! . i) . xyz. 

A| A t 

1, l 
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Da nun der erste Factor dieses Productes nach (19) und 
(20) der achtzehnten Vorlesung gleich 1 ist, das Product der 
beiden, darauf folgendeu Factoren nach (18) gleich L, so 
haben wir die, durcli die Substitutionen (19) identische Glei- 
chung : 

(23) X YZ = f '° ■ 

1J 

Wir eutwickelu nun die durch (21) definirte Deternii- 
naute [«], welchc honiogen und von der dritten Ordnung ist 
in Riicksicht auf die Variabeln x, y, z , indent wir setzen: 

(24) M = r a„f,y x?y*0 

und setzen diese Entwickelung in (23). 

Alsdnnn haben wir cine Entwickelung des Productes XYZ 
in (23) nach Potenzen und Producten der Variabeln x, y, s, 
in welcher die Coefficienten rationale Functionen sind der 
(Joefticienten in der Function <p, siiiumtlich dividirt durch L. 
Eine zweite Entwickelung desselben Productes: 

(25) XYZ = ZA a; iy uPt/Pgr, 

in welcher die Entwickelungscoefficienten ganze, rationale 
Functionen der Substitutionscoefficienten sind , entnehmen wir 
aus (45) der achtzehnten Vorlesung, woselbst auch in (46) 
die Werthe der Entwickelungscoefficienten vorliegen. 

Da nun beide Entwickelungen fBr alle Werthe der Va- 
riabeln x, y, z gelten , so miissen die Coefficienten der Poten- 
zen und Producte gleicher Variabeln in beiden Entwickelungen 
einauder gleich sein, weshalb wir haben: 

(26) Aaf, = a "[ r ■ 

Diese eleganten Itelationen sind von Jacobi aufgestellt 
worden in Crelle’s Journal fiir Mathematik Bd. 30. p. 46. 

Setzen wir endlich diese Werthe von A a/ t y in die Glei- 
chung (49) der achtzehnten Vorlesung ein, so erhalten wir 
die Kummer'sche Zcrlegung des Ausdruckes JJ in 'die 
Suinrne von sieben Quadraten: 


Digitized by Google 



384 


Siebenundzwanzigte Vorlesung. 


l* 2 ***= 15 -J «3oo 4“ <*u»o 4* 4- <*?n 

4- (<*120 - <*102)’ 4- (<*012 — <*2lo)* 4- («20l — <*02l)’- 

Eine andere Zerlegung desselben Ausdruckes in die Surame 
von zehn Quadraten wiirde aus der Gleichung (47) der ge- 
nannten Vorlesung hervorgehen. 

Im Original findet man Kummer's gliinzende Ent- 
deckung in Crelle’s Journal fiir Mathematik Bd. 2G. p. 2(58. 

Es bleibt nocli (ibrig die zehn Entwickehmgseoeflicienten 
n a /t r selbst zu bereehnen. Dazu ist die Kenntniss den Pro- 
ductea von 1) und der reeiproken Funktion <J* (x, y. z) erforder- 
lich. Setzen wir dalier: 

(28) J)<P(x,y,e) - b^+h, l y' ! +l> rt e' i + 2 5 , .,yz+2 5„/.r4-2 b^xy, 

so ergeben sieh nach deni bekannten Bilduugsgesetz der re- 
ciproken Function <I> (,r, y, z) aus der gegebenen Function 
<p(x, y, z) die Werthe: 

1> 0U = a n a. n <*iv’» 5 1 ^ = «oi «o2 <*wi<*i2> 

( 29 ) 5 ,| = U J 2 fl lll > <* 20 *> 5 J0 = <*11 <*20 t 

5 22 == <*00 « 1 1 <* lll ’) 5 ,|, = <* 20 « 2 I «22 «0 1 * 

Setzeu wir ferner die Werthe der partiellen Ditterential- 
quotienteu der gegebenen Function <p (j\ y, z) und ihrer reci- 
proken Functionen <Jf(x,y,z) in (21), und entwickelu nach 
Vorschrift von (24), so linden wir: 

«: I 00 = <*20 5,0 «|ll 5..0 > 

«oso = <*oi 5 ji « 2 i 5»i , 

<*000 ~ « 1 2 5»2 <*02 5 12 • 

« I 20 ~~ <*2|5„ <*| I 5,1 4" <*Oo521 — <*21 5 |» 4- <*01 520 <* 2 # 5„, , 

( JO ) fl , 81 *= <*12 5 j ,| — <* u o 5 l 2 4 " <* 2 z 5|2 <*12 ^22 4 “ <*10 5*2 2 5 , 

<*012 <*22 5„2 4- «l |5«2 «02 ^ 1 1 4” « I 2 5,i| «oi5|2> 

<*210 == «2l)5] 1 « 1 1 5 ? o 4" «0 o520 <*2o5oo4"«2I 5,0 <* 10 ^*21 » 

<*201 “ <*111 5(|0 «Oo5|o 4-<*2*5|0 <*10 5.<2 4“ <*20 5|2 <*l *5/0 I 

<*021 == <*01 5;'2 <*22 5*| 4" <*1 15#| <*ol 5, | 4” .<*02 ^*21 <*21 5*2) 

<*111 ~ <*22^11 <*ll 5 z 2 4" «Oo5?2 «22 5,,, <*||5y„ «00 5| 1 * 
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Der Ausdruck (27) ftir L- kann, unter der Voraussetzung 
tier Realitiit der Coefflcienten in der gegebenen Function (2) 
qp(.r, »/, z), nielit verschwinden , wenn nicht ein jedes der Qua- 
ilrate verscliwi inlet, aus welchen er zusammengesetzt ist. Lasseu 
wir dahcr nur die beiden ersten Quadrate der Sum me ver- 
schwinden, so ergeben sich daraus die beiden Gleichungen: 

()|f __ __ fyil 

«U « 0 "ill ’ 

welche mit den zu Anfang der Vorlesung aufgestellten lie- 
dingnngsgleicliungen vollkommen ttbereinstimmen. 

Unter Vermittelung dieser beiden Gleichungen verschwin- 
den auch die iibrigen Entwickeluugscoefficienten n 0jty , und 
deshalb auch die iibrigen Quadrate, aus welchen der Ausdruck 
(27), zusammengesetzt ist. 


Aclitund/wanzigste Vorlesung. 

Schnitte von Oberflachen zweiter Ordnung und 
Ebenen. Kreisschnitte. 


Die Schnittcurve einer Ebene und einer gegebenen Ober- 
fliiche zweiter Ordnung ist ein Kegelschnitt , weil nach den 
Auseinandersetzungen in der sechszehnten Vorlesung dureli 
ilie Schnittcurve eines Ebenenpaares und der gegebenen Ober- 
flSehe zweiter Ordnung sich immer ein Kegel zweiter Ord- 
nung hindurchlegen lusst. Sie ist uberdies eine Curve zweiter 
Ordnung. Denn transfonnirt man die Gleichung der gegebenen 
Oberlliiehe auf ein neues, rechtwinkliges Coordinatensystem, 
dessen eine Coordinatenebene mit der, die Oberfliiche schnei- 
denden, Ebene zusammenfiillt, so iindert sich der Grad der 
Gleichung nicht. Es iindert sich auch der Grad der Gleichung 
nicht, wenn man die, auf der selmeidenden Ebene senkrccht 
steliende, variable Coordinate in der Gleichung der Oberfliiche 

Hiwrk, Analyt. Oeomrtric d. Raninca. 2. Atifl. 25 
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gleick 0 setzt, wodurch man eben die Gleichung zweiter Ord- 
nung der Schnittcurve erhiilt. 

Die reciproke Polare <lerjenigen goradeu Linie, welche 
auf der Schnittobene iin Unendlichen liegt, schneidet die 
Schnittcbene in dem Mittelpunkte der Schnittcurve. Demi 
alle Sebnen der OberHache, welche dnrcli den Schnittpunkt 
und die genannte gerade Linie im Unondlichen gehen, werden 
durch ihn halbirt. Es maeht demnach keinc Sclnvicrigkeit 
den Mittelpunkt eines ebenen Schnittes einer gegebenen Ober- 
flache zweiter Ordnung zu construiren, oder, der Construction 
folgend, die Ooordinaten desselben nualytisch zu bestimmen. 
Wir zielien es jodoch vor, das Problem des Mittelpunktes eines 
ebenen Schnittes auf einer gegebenen OberHiicho zweiter Ord- 
nung rein algcbraisch aufzufassen. 

Zu dieseni Zwecke bezcichnen wir mit (p (:c, y, s) und 
f(x,y,z, 1) die Ausdriickc: 

(1) q> (a - , ;/, c) = <i„y*+ « r / 1 + 2«i &*+ ^n. io sx+ 2 a ot xy , 

* 

(^) IV,y,~, i)==?'( a '- y,-) + ' 2 + 2n 3J r -f <i a , 

und nchmen an, dass die tileichuugcn der gegebenen Oberfliiche 
zweiter Ordnung und der sie schneidenden Ebcne seien: 


(3) f{x, y, e, 1) = 0, 

(4) ........ ax -}- by -{- vz <1 = 0. 


Das Problem des Mittelpunktes der Schnittcurve dor Ober- 
tlilclic und der Ebcne liisst. sicli dnnn algcbraisch so fassen: 

Die Substitutionen: 

(5) ... x = X + A, y=Y + B, z^Z + C 
zu bestinnnen, welche die Gloichungen: 

(6) l\x,y,z, l) = <p(X, Y,Z)-2y{aX+hY+cZ)+f{A,K,V, 1), 

(7) . . . ax -f- by -(- rz -(- il — aX -f- bY -j- vZ 
zu idcutischen Gleichungcn mac hen. 
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Das Problem verlangt die Bestimniung von vier Grossen 
fi, A, JJ, C. Diese vier Grossen sind so zu bestimiuen, dass 
sic den vierzehn Bedingungsgleichungen geniigen , welche man 
erhiilt, vvcini man (5) in die Gleieliungcn (<>) und (7) sub- 
stituirt und die Coefficientcn dor Potenzen und Products 
gleicher Variabeln auf beiden Seiten der Gleiclningen ein- 
ander gleieli setzt. Man bemerkt aber sogleich, dass die 
sieben, von den Gliederu der zweiten und oten Ordnung in 
(G) herriihrenden , Bedingungsgleicbungen identisebe Glei- 
chungen sind, dass ebenso die drei, vou den Gliederu der 
ersten Ordnung in (7) herriihrenden, Bedingungsgleicbungen 
identische Gleichungon sind. Es bleiben also in der That nur 
vier Gleiehungen zur liestimmung der genaimtcn vier Grossen 
Qljrig, und das Problem ist ein ganz bestinnntes. 

Die in deni Problem zu bestimmenden Griisscn A, li, (! 
sind die Coordinaten des Mittclpunktcs des durch die Glei- 
chungen (3) und (4) gegebenen Kegelschuittes. Denn macht 
man in den genannten Gleiehungen die Substitutionen (5), 
wodurch mit Beibehaltung der Itichtung der Coordinatcnaxeu 
nur der Coordiuatenanfangsjiunkt geiindert wird, so gehen 
die Gleiehungen (3) und (4) des Kegelschuittes iiber in: 

(8) <jp(X, Y, Z) — 2g(«X-f-7il -\-cZ)-\-j {A, B, V, 1) = 0, 

(9) "X + bY+cZ — 0. 

Sind nun X, Y, Z die Coordinaten irgend eines Punktcs 
auf diesem Kogelschnitte, welche den beiden Gleiehungen ge- 
niigen miissen, so geniigen anch die Coordinaten — X, — I', 
— Z dcnselbeu beiden Gleiehungen. Das heisst, jede durch 
den CoordinatenaufangS]ninkt gehende Sehne des Kegelschnit- 
tes wird durch ihn halbirt. Da aber A, Ji, C die Coordinaten 
des neuen Anfangspunktes in dem urspriinglichen Coordinaten- 
systeme sind, so sind dieselben zugleich die Coordinaten des 
Mittclpunktcs des durch die Gleiehungen (3) und (4) gege- 
benen Kegelschuittes in dem urspriinglichen Coordinaten- 
systerne. 

Macht man in (C) und (7) die Substitutioueu (5), und 
setzt die Coefticieuten der Potenzen und J’roducte gleicher 
Variabeln auf beiden Seiten der genaimtcn Gleiehungen eiu- 


Digitized by Google 



388 


Aclitnndzwanzigstc VorloBiing. 


ander gleicli, so erhiilt man mit Uebergehung der zehn iden- 
tischen Glcichungcn folgcnilo vier liueare Gleidiungen zur 
Bestiinniung von y uml <ler Coordinatcn A. It. C des Mittd- 
piinkt.es des Kegelsdinittes: 

, im tr{B) + r’>=u, 

inn+pc-o, 

a A -f hit -f rC + d = 0. 

Diese Gleidiungen beweisen, ilass man das vorgelegte 
Problem ancli als cine Maximums- oder Minimums- Aufgabc 
bdianddn kanu: 

Die YVerthe dor \ f ariabeln in dor gegebenen 
Function f(x, */, e, 1) so zu hestimnien, dass die Func- 
tion ein Maximum oder Minimum werde, wenn z w i - 
sclien den V a r i a b e 1 n die Bcdingungaglcichung 
ax -f- by -f- re -f- <1 = 0 gegeben ist. 

Demi diese Aufgabc fulirt wieder anf die Gleidiungen 
(10) zurilck. 

Es fiillt ferner in die Augen , dass in die, den Mittdpunkt 
des Kegelsdinittes bestimmenden , Gleidiungen das ganz con- 
stante Glied a M in der Gleicliung der gegebenen Oberflache 
niclit eingeht. Diese Bemerkung beweiset den Satz: 

Eine beliebig gegebene Ebene schneidet das 
gauze System Oberfliichen zweitcr Ordiiuug, die 
dcnselben Asymptotenkegel haben, in Kegclschnit- 
ten, welche dcnselben Mittelpunkt haben. 

Dieser Satz gilt aucii von den Ellipsoiden mit demselben 
Mittclpunkte und derselben Richtung ilirer Hauptaxen, wenn 
die 'VerhiUtnisse der letzteren constaut sind. Denn untcr 
diesen Bedingungen haben sie dcnselben imaginuren Asym- 
ptotenkegel. 

Betrachtet man in der vierten Gleichuug (10) <1 als varia- 
bcl, und eliminirt man aus den tlbrigen Gleidiungen (10) die 
Uiibekaiinte y, so erhiilt man die Gleidiungen: 
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nn A-0 __ A«> _ A A) 

<( e 

der geradeu Linie, in welcher die Mittelpunkte der mit (-1) 
parallelen Schnittc liegen. Es ist dieses die reciproke Polarc 
derjenigen geradeu Linie, welche in der Ebene des Scbnittes 
iui Unendlichen liegt. Deshalb ist sie auch der geometriscbe 
Ort der Pole der parallelen Seknittebenen. 

Die Lage der, die gegebeue Oberfliiche schneidendeu, 
Ebene war bisher beliebig. Wir wollcn jetzt dieselbo so be- 
stimmcu, dass der Mittelpunkt auf der Schnittcurve selbst 
liegt, dass also die Schnittcurve eiu Liuienpaar wird. 

Die Bedingung, dass dieses zutretle, driickt neben den 
Gleichungen (10) die noeh hinzukommende Gleichung aus: 

f{A, B, C, 1) = 0. 

Um diese Gleichung des zweiteu Grades mit Hillfe der Glei- 
cbungen (10) auf eiue lineare Gleichung zurilekzufiihren, multi- 
pliciren wir die Gleichungen (10) der lieihe nach init -1, B, 
C, — ft und addiren, wodurch wir erbalten: 

k{Af\A) + B t \B) + CfXC)} - ad = 0. 

Ziehen wir diese Gleichung von der zuletzt augegebenen 
Bediugungsgleiehung ab, so konnen wir dieselbe so darstellen: 

(12) . . . a^A + a Jt B -f- a- M C + + f»d = 0. 

lleihen wir endlich diese Bedinguugsgleichuug als ilie 
vorletztc in dem Systeme Gleichungen (10) ein, uud setzen, 

| ^ ^ » 

um siimnitlichc Gleichungen homogen zu machen, ' 

respective fiir A, B, C und ft 1) ==v, so haben wir folgcu- 
dcs System von filnf homogenen Gleichungen: 

<'ciu-l + tt u .,V -f- l >, aid -(- it v = 0, 

tfni A -f- u,,B -f- 0 |}C -f- a,,B — f- bv = () , 

(13) . . . it.,,). 1 -A «.,,/> -j- (t. n C -J- <t.,)J) -J- ov = *1 , 

«:w A + o m B -(- o.j,C -f- <ty.l) -j- dv = 0 , 

a A + bB + cC + dJJ =0, 

wclchem gcnUgt werden muss, wenn die Schnittcurve derOber- 
flachc ein Liuienpaar seiu soli. 
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Dio Elimination dor fiiiif Uubekanntcn A, B. (', f>, v 
mis diesen Gleiehungen giobt : 


'bin > 

"in i 

"tl2 P 

"n:i > 

a | 

**lii i 

"ll > 

«I2» 

"i:i i 


'On ) 

"21 . 

" 22 J 

"js > 

' =<> 

'bin > 

":il > 

".12 > 

"s:i > 

rf i 

1 ", 

b, 

c, 

d, 

0 j 


die gcsuchte Bedingungsgleichuug zwischeu den Cueffioieuten 
in der Gloichung (4) dor, die gegebene Obcrlliiche (3) in ge- 
raden Liuieu scbueidenden , Ebenen. Diese Bedingungsglei- 
cliung drilckt nach (18) und (13) der zehuten Vorlesung den 
Sntz aus : 

Die Ebenen, welche eino Oberl'liiche zweiter 
Ordnuiig in geradeu Liuien sclineiden, siml Tan- 
gcntenebenen der Oberflacbe, und jede Tangcntcn- 
ebene finer Oberl’liiche zweiter Ordnung schneidet 
ilie Oberflacbe in geraden Liuien. 


Von den ftinf Gleiehungen (13) druckt die vierte die Be- 
dingung aus, dass der, durch die vier anderen bestimmte, 
Mittelpunkt der Sclmittcurve auf dieser Curve selbst liege. 
Wir werden die gemuinte Bediuguug wieder aufheben, indent 
wir von der vierten Gleichung abseben und an ilire ft telle die 
Bedingung J> = 0 substituiren , dass der Mittelpunkt der 
ebenen Schnittcurve in das Unendliche falle, dass also die 
Sehiiittcurve cine Parabel werde. Dadureli erhalten wir aus 
(13) mit Weglassung der vierten Gleichung: 

+ « ot G' + <iv = 0 , 

... a ln A -f- «n-^ + + bv — 0 , 

n m A -f- B -|- Qtyfi -j- cv ■ (1 , 
a A -f LB + cC =0, 

woraus durch Elimination von A, B, C, v hervorgeht: 



"in > 

"|I2 P 

a 

<* 10 > 

"in 

"|2P 

h 

M'JO i 

«2I P 

"22 l 

v 

"j 

b, 


0 
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<1 ie Bedingungsgleichung , welclie die Coordinaten a, h , c, d 
der, die gegebene Oberflache (II) schneidenden , Ebene (4) zu 
erfiilleii habeu, weuu die Schnittcurve eiue Parabel sein soli. 

l)ic Bemerkuug, dass in dieae IJediugungsgleiehuug die 
letzte Coordinate d der Ebene gar niclit eingeht, driickt geo- 
metriscli den Satz aus: 

Parallele Ebeneu schnciden eine Oberl'liielie 
zweiter Ordnung inParabeln, wean eijio dersclben 
die Oberfliiclie in eiuer Parabel sehncidet.. 

Setzen wir nun d = 0, um nur die Schuittebenen zu )>e- 
tracliteu, welclie durch den Coordinatcnanfangspuukt gelien, 
so driiekt die Gleichung (16) analytiseh eineii Kegel zweiter 
Ordnung aus , der von der Schnittebeiie berfihrt wird. 

Um die Bedeutung dieses Kegels filr die gegebene Ober- 
Hiiclie zu erniitteln, driicken wir den, dem Asymptotenkegel 
der Oberfliicbe parallelen, Kegel, dessen Spitze in dem Ooor- 
dinuteuanfaugspuukte liegt, in Puuktcoordinaten (lurch - die 
Gleichung aus: 

<p(x, V, z) — 0 . 

Die reciproke Function <P(a.b,<) von ip(r,y,z) kaun 
mail darstelleu wie fulgt: 

> rr,i(, , j , 

i 

<p(„,b,r)=-' ! rt '*’ 

i ft 2U) ^'?| 7 

n , b, r, 

Es ist also: 

b, r) = 0 


a [ 
b 

r 

0 

l 


die Gleichung desselben Kegels in Ebcnencoordinaten o , b, 

r, rf = 0. 

Da diese Gleichung aber ilbereinstiuimt mit der Glei- 
chung (16), so haben wir den Satz: 

AlloEbeucn, welclie parallel siud denTangen- 
tenebeneu ties Asym ptotenkegels eiuer Oberfliiche 
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zweiter Ordnung, selineiden die Ob fill it the in Pa- 
rallel n. 

Ausser den angegebenen ParabclBclmitten einer Obcrflitchu 
zweiter Ordnung giebt es keine. 


Wir vverden in dem Polgenden das Problem der llaujit- 
axen eines Kcgelsebnittes auf einer gegebeuen Oberflitclie 
zweiter Ordnung als die Frage uacli den, von dem Coordi- 
natenanfangs]mnkte ausgelienden, gcradcn Linien bebandeln, 
welehe den Hauptuxen des Kcgelsebnittes parallel sind, um 
nicht die Parabel von unserer Behandlungsweise ausseliliessen 
zu miissen. Wir werden das vorgelegto Problem rein alge- 
braisch auffassen. 

Zu diesem Zwecke nelimeu wir an, dass (3) die Glci- 
cbuug der gegebeuen Obertlache zweiter Ordnung, und dass 
(4) die Gleicbung der, die Oberlliiclie schueidenden, Ebene 
sei. Wir nehinen ferner an, dass die Gleichung (4) der Ebene 
in der Normalform gegeben sei, wonaeh a, b, c die Cosinus 
der Winkel bedeuten, welehe die Normale der Ebene mit den 
zum Grunde gelegten Coordiuatcnaxen bildet, zwisehen wel- 
chen Cosinus die Relation bestelit: 

(17) tr -f 6 3 + = 1. 

Dieses vorausgesetzt, konimt das vorgelegte Problem tier 
llauptaxen des Kegelschnittes auf der gegebeuen Obcrflitehu 
darauf liinaus: 

Die .Substi tutionen zu bestimmen: 


x = «X-f- n'F-f uZ, 

Z = cX-f c'Y + r'Z, 
welehe die Gleiehuugen: 

(I'd) ** + I/ 7 + ** = X» + F- -(- X , 


(20) <p(x, y, z) = A„X’+*. Y* + IJP - Xfi’XY- >fXZ 
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zu ideutischeu G loicli ungen machen unter tier Y'or- 
aussetzung, dass a, b. e gegebene Grbssen scion, 
zwischen welchcu die Gleichung a' ! -f- b' ! -f- c 1 — 1 
besteht. 

Die Substitutionen (18) siud namlich, wcil sie die Glei- 
chung (10) zu einer ideutischeu machen, die Transformations- 
formclu fiir oin reehtwinkliges Coordinatciisystoin in ein ande- 
res reehtwinkliges Coo ldinatensy stem mit demselben Anfangs- 
puukte. Die FZ-Ebene des ueuen Coordinatensystemes ist 
parallel der, die Obcrfliiche schueidenden , Ebene, weil man 
durch Auflosung der Substitutionen (18) den Wertli von X 
erhiilt: X — ax -j- by -f- cz. Dcshalb stellt sieb die Gleichung 
der Ebene (4) in dem neuen Coordinateusysteme so dar: 

X + rf= 0. 

Die Gleichung (20) ilient zur Transformation der Glei- 
chung (3) der gegebenen Oberflache auf das neue Coordinaten- 
system und liisst erkennen, dass in der transformirten Glei- 
eliuug (3) das mit YZ multiplicirte Glied ganz felxlt. Setzt 
man daher in der transformirten Gleichung (3) — d fiir X, 
urn die Gleichung des Schnittes der Oberfliiche in der senk- 
reehten Projection auf die FZ-Ebene zu erhalten, so felilt 
auch in dieser Gleichung das mit YZ multiplicirte Glied, wel- 
ches eben der Beweis ist, dass die F-Axe und die Z- Axe des 
neuen Coordinatensystemes den Hauptaxen der Schnittcurvc 
parallel gehen. 

Das vorgelegte Problem' verlangt die Bestimmung von elf 
Grossen, namlich der sechs, niclit gegebenen Coefficienten in 
den Substitutionen (18) mid der fiinf Coefficienten A n , A,, A., 
f i, ft" in der Gleichung (20). Die Zahl der zu erfiillenden 
Bedingungen ist zwolf. Man erhiilt dieselbeu, wenn man in 
(19) und (20) die Substitutionen (18) maclit und die Coefli- 
cienten der Potenzeu und Producte gleicher Variabelu auf 
beiden Seiten der Gleichungen einander gleich setzt. Da von 
diesen zwolf Bedingungsgleichungen jedoch cine, namlich die 
Gleichung a‘ — J— 6- — )— c' 1 = 1 , der Voraussetzung nach schon 
erfiillt ist, so hat man gerade so viele Bedingungsgleichungen 
als Unbehanute. 
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Nachdeni wir uns auf diese Woise von tier Losbarkeit 
des Problemes iiberzeugt liaben, geben wir an die Bestiia- 
niuiig tier genunnten elf Uubekannten. 

Wir setzen z,u dieseui Zwocke X = 1 , Y = 0, Z = 0, 
und erbalten aus (20) luit Riicksicht auf (18) deii Werth der 
ersten Uu bekannten : 

(21) •*= <p(fl, b, c). 

Um die ilbrigeu zebu Unbekanuten zu bestinnnen, werden 
wir die Gleichungeu beuutzen: 

X — fix “I - by — }- cs , 

(22) 1' = ax + by + cs , 

Z = ax + b"y + c"s, 

welehe aus der Gleicbung (19) dureh Differentiation nacb den 
Variabeln X, Y, Z hervorgehen, uud (iberdies nock die seeks 
Gleichungeu, welcbe die identische Gleicbung (19) bodingen: 

a- -(- lr -)- r? = 1 , tin" -f- b'b" -f- cV' = 0 , 

(23) a” 1 -f b" 1 + c" 1 = 1 , an + b"b + c’c = 0, 

a" 1 b - -f- c" 1 = 1 , a a bV -f- cc = 0. 

Durch Differentiation der durtb die Sub.stitutionen (18) 
ideutisclien Gleichung (20) nacb der Variabeln Y erbalten 
wir: 

a'<p\x) -f b'tf>\y) + c'<p'(s) = 2 A, l r - 2y'X , 
oder: .» 

x<p'(a) + yq>'(b'j + c<p’(c) = 24, Y — 2yX. 

Setzen wir in dieser Gleicbung fur 4’ und X die VVerthe 
aus (22), und vergleichen bierauf beide Seiten der Gleichung 
mit einander, so ergiebt sick daraus das System Gleiebungen: 

(p'(u') — 2A,f — 2n ft'. 

(24) y>\b') = 2 X,b' — 2l,y, 

<p'(c) =24, c — 2 cft\ 

In gleicher VVeise erbalten wir eiu zweites System Glei- 
ebungen durch Differentiation der Gleicbung (20) nacb Z: 
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tp\a") = 2/1 — 2 an", 

(25) y (!>") = 2/1,//" — 2 ftp", 

<p'(c") — 2 A 2 c" — 2 ep". 

VVir scldiessen ferner dem Systeme Gleichungen (24) die 
letztu Gleichung (23) und deui Systeme Gleichungen (25) die 
vorletzte Gleichung (23) an, wodurch wir zwei gun/, analog 
gebildete Systeme Gleichuugen orlmlten, von welchen wir nur 
das eine System weiter zu behandelu brauchen. 

Das erste von diesen Systemen Gleichungen liisst sich so 
durstellen : 

("on — *t) a ' + «oi 6 ' + (i<n c ' + "g = <>, 

(26) a " ,n + ("u — A ') ?/ + a n c ' + V' = °> 

<i.,„a' + «n V + («*. — A,)c'4- eg' = 0 , 
a a 4~ bb‘ + cc =0. 

Es ist linear und homogen in Uiicksicht auf die vier Uiibe- 
kuuuten ft', c, p'. Elimiuirt man diese vier Unbckannteu, 
und setzt A fur A,, so erhiilt man die Gleichung: 


j 'Go 


a »\ / 


a 


,l lll > 

"ll - 

-A, 

a \ l) 

h | 

= 0 

\ tl 10> 

a n > 

tt-22 

-A, 

c 


«, 

b, 






Diese Gleichung ist quadratisch in A. Ihre Wurzelu sind 
die gesuebten Unbekannten A, und A._,. 

Weun man diese Gleichung nach Potenzen und Producten 
der gegebenen Grossen a, ft, c entwickelt, so wird man be- 
merken, dass die Coefficienten derselben, negativ genommen, 
gerade die 6 in der neunzehnten Vorlesung uuter (12) auf- 
gefuhrten Ausdriicke sind. Adoptirt man daher die dort ge- 
brauchte Bezeichnung, so stellt sich die Gleichung (27) so dar: 

(28) /J n ft- 1 4" ~ 4" t- + 2 cci 4“ 2 z/„ | ah = 0. 

Von dieser quadratischen Gleichung (27) oder (28) hangen 
die llaupta.xen des ebenen Schuittcs der gegebenen Oberflache 
zweiter Ordnung ab. Durch die Wurzelu derselben, die man 
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festzustellen ii.it , lasscn sich (.lie nodi tlbrigcn Unbekanuten 
tics I Vo bl ernes wie folgt ausdriickeu. 

tSctzt man, um von den Bezeiehniuigeu (12) der neuu- 
zelmten Vorlesung weiteren Gebrauch zu inachen, in den drei 
ersten Gleichungen (26) A fiir A„ indem man unter A die Wur- 
zcl A, verstcht, und loset die genauuten drei Gleichungen nacli 
o', It, c auf, so erhalt man folgende Werthe derselben, aus- 
gedrtickt durdi die cinzige Unbekannte g': 

,l .— — j (-^ou" + d w h + d-ja 

(2!)) U £ (d„,a + J n b + J. H r), 

c = — j + ^n c ) • 

iSetzt man in diese Gleichuugcu l’iir A die audere Wurzel 
A, , so hat man a, V, c, ft' respective zu veriindern in b", 

’$ V 

C y U , 

Es bleibt nodi fibrig die Werthe von it' und g" festzu- 
s tel leu . Duzu dienen die Gleichungen: 

a‘ -f IP + c' J = 1 , 

1/"* + r + i. 

Deuu, setzt man in die crate von diesen Gleichungen die Werthe 
(29) ein , und in die zweite die, aus ihneii durch Voriin derung 
der ersten Wurzel A, in die zweite A., hervorgegangenen Werthe, 
so bestimmt die erste Gleichung den Werth von g', die andcrc 
den Werth von g". 

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung, von 
welelie r d ie Hauptaxen eines ebenen Schnittes einer 
gegebenen Oberflache zweiter Ordnung abhiingen, 
aiud reell. 

Denn, wiiren sie imaginiir , so konnten sie nur die Form 
liaben A, =p -(- qi und A_, = p — qi. Von derselben Form 
warden aber auch die in deni Vorhergelienden festgestellteu 
Werthe der Substitutionscoefficienten a und a", ebenso V und 
It', wie e und c" sein. In dieser Form konnten sie jedoch 
nieht der vierten Gleichung (23) geuiigen: 
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an" -f- bit" cc" — 0 . 

Es ist wichtig zuwisscn, (lass (lurch reclle Coordinate'n- 
transfonnation die Gleichnng dor senkrechteii Projection der 
Schnittcurve auf die E^f-Ebene sicli auf die oben angedcutctc 
Form znrflckfiihren liisst, in welcher die Smnmo der Glieder 
zweiter Ordiiuiig ist: 

(30) A, r» + 

Von ihncn iiilngt nanilich die Natur der Curve ab. Sie ist 
cine Ellipse, wen n die Wurzeln A, und A, der quadratischen 
Cleichung (27) gleielie Vorzciclien halieii. Sie ist cine Ily- 
perbel, wenn die Wurzeln von eutgegengesetzten Vorzciclien 
sind. Sie ist endlich eine l’arabel, wenn eine der beiden 
Wurzeln verschwindet. 

Die quadratischc Gleichung (27) dient daher zur Unter- 
scheidung dor drei Arten von ebcnen Schnittcurven der go- 
gebenen Oberfliiche zweiter Ordnung. Die Schnittcurve ist 
eine Ellipse, wenn die nach Potenzen von A geordnete Glei- 
chung (27) aus Gliedern besteht von gleiehen Vorzciclien, oder 
aus Gliedern von abwcchselnden Vorzcichen. Im entgegen- 
gesetzteu Falle ist die Schnittcurve eine Ilyperbel. Die lle- 
dingung fur Parabelschuitte erhalten wir, da fiir sie eine 
Wnrzel der quadratischen Gleichung (27) verschwindet, wenn 
wir in .jener Gleichung A gleich 0 setzeu, wodurch wir wieder 
auf die Bedingungsgleiehung (1(1) zuruckkommen. 

Die quadratische Gleichung (27) ist uiiabhiingig von der 
Entfernung — <1 der, die gegebene Oberfliiche schneidcnden, 
Ebene vom Coordinatenanfangspunkte. Es bleiben daher fiir 
alle parallelen Sehnittebenen die beiden Glieder der zweitcn 
Ordnung (30) ungeiindert. Audi die Substitutionscoefficienten 
siud uiiabhiingig von der genannten Entfernung — cl, wie 
aus ihren Werthen (29) zu ersehen ist. Diese Bemerkungen, 
geometrisch gefasst, geben den Satz: 

Parallele Ebcnen schueiden cine Oberfliiche 
zweiter Ordnung in iihnlichen und alinlicli licgcn- 
den K egelschni tten. 

Wir verstehen niimlich unter iilinlichen Kegelscluiitten 
solche, deren Hauptaxen dasselbe VerhiiltnisB liaben, und 
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unter iihnlieli liegenden Kegelschnitten solche, deren llaupt- 
axon parallele ilichtungen haben. 

Die Grenze zwischen den Ellipsenschnitten mid llyperbel- 
schnitten oilier Oberflache zweiter Ordnung bilden die Parabel- 
sehnitte, welehe den Tangentenobenen des Asyuiptotenkegels 
dor Oberfliiclie parallel sind. Kann dieso Grenze niclit erreicht 
vverden, das ist, wenn der Asymptotenkegel iinaginiir ist, so 
bat die Oborlliicbe nur Scbnittc ilerselben Art. Da der Asyrnp- 
totenkegol des Ellipsoides imaginin' ist, so wird das Ellipsoid 
von alien Ebeneu nur in Ellipsen gescbnitten. 

Das durchgefuhrte, algebraische Problem liisst siob aucb 
als eino Maximunis- oder Minimums- Aufgabe ausdriieken wie 
folgt: 

Die Wertbe der Variabelu in der gegebeneu, ho- 
mogenen Function zweiter Ordnung q>(x,y,e) so zu 
bestimnien, dass der Worth dieser Function ein 
Maximum oder Minimum werdc, wenn die Varia- 
beln den beiden Uedingungsgleichungcn x l -)- i / 3 
-{-s' 1 — 1 = 0 , ax -f- by -f- eg «= 0 geniigen. 

Denn, stcllt man uacb den bekannten Itegcln der Difte- 
rentialrcchuung dieGleicbungen auf, welehe das Problem Ibsen, 
so findet man gerade die Gleichungen (2(5) und die Gleichung 
a 7 -f- b' 1 -(- c 7 = 1 , wenn man mit a', li, c die Wertbe <lcr 
Variabelu bezeichnet, welehe die gegebene Function zu einem 
Maximum oder Minimum machcn. 


Die Sclinittcurve der gegebeuen Ebene (4) und der ge- 
gebenen OberHiicbe (3) wird ein Krcis, wenn die Wurzeln 
A, und X. t der (piadratischen Gleichung (27) cinander gleicb 
sind. 

Darin liegt ein Widersprucb. Denn man weiss, dass 
zwei lledingungen zu crfUllcn sind, wenn ein Kegelschnitt 
ein lvreis werdeii soil. Der Nnehweis, dass die Bediugungs- 
gleiehung der Gleicbbeit der Wurzeln sicb als die versebwin- 
dende Summe von Quadrnten darstellt, wird den Widersprucb 
aufklaren. 
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Es wird also darauf ankommen, den Ausdruck (A, — A,)*, 
als symmetrische Function tier Wurzeln tier quadratiscben 
Gleichung (27), rational darch die Coefficienten in der Glei- 
chung auszudrficken , diese Cocfficienten wieder darch die 
Coefficienten in der gegebenen Function ip und (lurch die ge- 
gebenen Coefficienten a, b, c zu ersctz.en, und den, auf diese 
Weise gebildeten Ausdruck ffir (A 2 — A t ) 2 in die Suinme von 
Duadraten zu zcrlegen. 

Auf directem Wege dieses auszufiihren , schcint uunibg- 
lich. Mit Iliilfe der, in dem vorhergehenden Abschnitte anf- 
gefiihrten Gleicbnngen werden wir es aber unteraehincn. 

Zu diesein Zwccke wiederbolen wir folgende, durcli tlie 
Substitutionen (18) identiscbe Gleichungen : 

(31) ax -f- by + cz = X , 

(32) . . . *(** + y‘ + **) = i'(X* + Y ! + Z‘) , 

(33) {<p(x,y,z) = i(A„X'+A, Yt+X^-Zii'XYSr'XZ), 

(34) .] <p'(a)x + ±q>'{b)y + 1 q '(r)z = A„X — a Y — p' Z. 

Diesel ben sind entnommcn aus (22), (19), (20). Die lotzte 
Gleichung (34) erhiilt man, wenu man die vorhcrgchendc (33) 
partiell liacb X ditferentiirt. 

Es licgen also vier homogene Functionen der Vnriabcln 
x, y, z vor, (31) — (34), welche dnrch die Substitutionen (18) 
transformirt sind. 

Wenn wir mit A die Functional-Detenuinantc der drei 
ersten Functionen bezeicbnen, so liaben wir: 


(35) • • 


A - 


. I>, c 

x , y f z 

W(* 0, iQf'O/), il'W 


Da die Functional-Determinaute der Substitutioncn gleieb 
l ist, so ist nacb Satz (42) der siebcntcn Vorlcsung die Func- 
tional - Determiunnte der gegebenen Functionen gleicli der 
Functional -Detcrminante der transform irten Function. Wir 
liaben dcmnach : 


Digitized by Google 



Achtuwlzwanxigste Vorlesnnff. 


4(K> 

1, 0, o | 

(3G) A = X , r, X 

A„ ft' l r u" Z , A, 1' — fi'X , A,_, Y — fi'X 

und entwickelt: 

(37) ... A = (A, — A,) YZ + (f CZ - fi"Y) X. 

Bezeichnen wir femer mit V die Functional-Detcrminante 
iler Functional (31), (32), (34), so wird: 

«, b, c | 

(3S) .... V = x, if, s j . 

JV(®)> WX h )> 4 9>'(, c ) I 

mid naeh dcmgelbcn Satze dor siebenten Vorlcsung: 

1 , 0 , 0 | 

(39) F= X, Y, Z , 

i *ru — ft', —f»" 

omllich entwickelt : 

(40) V = fi'Z — u" Y. 

Multiplieirt man diese (Jleichung mit X, /.icht sie von 
der Gleichung (37) ab, und dividirt durcli A., — A,, so erhiilt 
man: 

■"> " • 

Dor Ziililer dieses I true lies wird, wenn man ffir X die 
Substitution (31) rnacht, cine gauze, homogcnc Function der 
Variabeln <r,\f,E von der zweiten Ordnung. Entwirkeln wir 
doiiselben wie folgt: 

(42) A — VX — Xn aftr yfi gr, 

so werden, wie aus (31), (3f>), (38) ersiclitlieh ist, die Coeffi- 
cienten in der Entwickelung ganze, rationale Ausdriicke der 
doefficienten in q> und der gegebenen Coefficienten a, b, c. 
Setzen wir nun die Entwickelung (42) des Ziililcrs in 

(41) cin, so liaben wir cine Entwickelung des Productcs YZ 
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nach ilen Variabeln x, y, z. Eine audere Entwickelung des- 
selben Productes nacli denselben Variabeln: 

YX = £ Aa'iy X^yf zr 

haben wir in (41) der achtzeluiten Vorlesuug vorbereitet, wo- 
selbst auch die VVerthe (42) der Eutwickelungscoeflicienten 
angegeben sind. 

Da beide Eutwiekelungen desselben Productes iiberein- 
stimmen miissen, so haben wir: 


(43) 


A 


afiy 


^XfX , 

l t — A, 


Setzen wir endlich diese Werthe der Entwickelungscoef- 
ficienten in (43) und (44) der achtzehnten Vorlesung, so er- 
geben sich daraus die Zerlegungen des behandelten Ausdruckcs 
(A.j — A,) 2 in die Summe von sechs oder von fiinf Quadraten: 


(44) (A 2 — — 2 (if -(- (litui -f- Cli^n) -j- Oou -f- flioi -p «uo , 

(45) (^ 2 — ij) 3 = 3a3oo -p ( ,( ojo — a ooz) 5_ P Ouii -p «?oi -p (tuo*) 


Zerlegungen desselben Ausdruckes in die Summe von zehn 
oder von sieben Quadraten wilrde man erhalten, wenn man 
die mit X multiplicirte Gleichung (41) zum Grunde legen, 
und schliesslich von den Gleichungen (47) und (49) der acht- 
zehnten Vorlesung Gebrauch machen wollte. 

Nachdem wir den , bei den Kreisschnitten der Oberfliichen 
zweiter Ordnung aufgeworfenen Zweifel beseitiget haben, so 
w’enden wir uns zur Bestimmung der Kreisschnitte selbst. 

In dieser Absicht legen wir unserer Untersuehung die, 
in der neunzehnten Vorlesung in (16), (17), (18) hervor- 


*) Mail kanu die Bedingung der Gleichheit der Aren eines Kegel- 
schnittes auf einer Oberfliiche zweiter Ordnung auch darstellen aU die 
vcrschwindende Summe vou zwei Quadraten, wie Dr. Hcnrici in Crcl- 
lcs Journal Bd. <U p. 1ST bewiesen hat. Diese Quadrate Bind aber niclit 
mehr ganze Functionen der gegebenen Klemente, sondern Briiche. 

Ob die Bedingung der Gleichheit zweier Axen einer Oberfliiche 
zweiter Ordnung sich in iihnlicher Wcise als die vcrschwindende Summe 
von zwei Quadraten werde darstcllen lassen, bleibt eine offene Frage. 

aualyt. Ueometrio d. It an in ca. 2. Autl, 26 
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geliobcnen, einfacbsten Formen der Gleichungen tier Obcr- 
fliichen zweiter Ordnuug zum Grunde: 

W + V 2 - 1 =0, 

(4G) ...... A,y 2 + 4,£ 2 + ax — 0 » 

A.,z 2 ax -f- fill — 0. 

Alsdann wird die quadratiscbe Gleiehung (27), von wel- 
cher die Bestinmmng der Haujitaxcn des ebenen Schnittes 
der Oberfliiche abhangt, folgende: 

(47) (l I -iXa^A)oM-(V-i)(V^)» , + (WX*r A)c 2 =0. 

Die Wnrzeln dieser Gleicbung werdcn gleich und die 
Schnittcurve ein Kreis unter der Bedingang: 

(48) vlV + BV>'+ CPc* — 2 BCb'c*— 2 CAchi 1 — 2 A BaW = 0, 
wenn man, urn' abzukiirzen, setzt: 

(49) ... yi = A, — A , , B = A, — A n , C = A 0 — A, . 

Diese Gleiehung (48) gilt fur jede der drei Formen (4G), 
da man naeh Belieben eine oder auch zwei von den Grosseu 
Aq , A,, A 2 gleich 0 setzen kann. Aus ihr werden die Cosi- 
nus a, b, c der Winkel festzustelleu sein, welche die Normale 
der Kreisebene mit den Coordinatenaxen bildet. Sie zerfiillt 
in die Factoren: 

(ay a + IVB + cyG) (- ay a + iyB + ryq 
j x (ay a — byB -+* eye) (ay a + byB — c.yc) = o, 

und kann nicht anders erfiillt werden, als wenn einer der 
Factoren gleich Gist. Lassen wir daber vorliiufig dieVorzeichen 
der Quadratwurzelzeichen unentsebieden , so habeu wir nur 
die eine Bedingungsgleichung : 

(5i) ay a + byB + c yc = o. 

Diese eine Gleiehung zerfiillt aber in zwei Bedingungs- 
gleichungen, weil nach (49) ist: 

A -f B + C=0, 
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und daher immer eine von den drei Grossen A, B, C das 
entgegengesetzte Vorzeichen von den beiden anderen hat, wo- 
durch eben das Imagiiiiire in die Gleichung (51) hineinkommt. 
Nehnien wir nun an, dass A und C von gleichen Vorzeichen 
seien, gleichviel, ob eine von den drei Grossen A (l , A,, A, 
gleich 0 ist, so zerfullt die Gleichung (51) in die beiden Glei- 
chungen: 

aVA + cVC= 0, = 0, 

woraus sich mit BerQcksichtigung der Vorzeichen der Quadrat- 
wurzelgrbssen die Bedingungsgleiehungen fflr die Kreissehnitte 
ergebeu : 

( 52 ) *> = 0 - 

Sie beweisen den Satz: 

Die Ebenen der Kreissehnitte einer Oberflaclie 
zweiter Ordnung sind parallel der mittleren Haupt- 
axe und bilden mit einer anderen Hauptaxe gleiche 
Winkel. 

Die Bediugung, dass beide Richtungen der Kreissehnitte 
in eine zusammenfallcn , ist entweder C — 0 oder A — 0, 
welches gerade die Bedingungen fiir eine Rotatiohsoberfliiche 
zweiter Ordnung sind. Es fallen daher die beiden Rich- 
tungen der Kreissehnitte einer Oberflache zweiter 
Ordnung nur dannin eineRichtungzusammen, wenn 

die Oberflache eine Rotationsoberflache ist. 

* 

Nehmen wir, um auch den dritten Fall (46) zu bcrQck- 
sichtigen, an, A 0 = A, = 0, so zerfallt die Gleichung (51) in 
die beiden Gleichungen: 

a = 0 , b 0 , 

woraus ersichtlich ist, dass die Ebenen der Kreissehnitte senk- 
recht stehen auf der zAxc der Oberflache. Eine jede auf der 
s Axe senkrecht stehende Ebene schneidet aber diese Ober- 
flache in einer geraden Linie. Diese Thatsache widerstreitet 
jedoch unseren Ansichten nicht, wonach wir eine gerade Linie 
auch als Kreis betrachten mit unendlich grossem Radius. 

26 « 


Digitized by Google 



404 


Achtundzwanzigsto Vorlesung. 


Wir werdeu das Problem der Kreisschnitte einer Ober- 
fliiche zweiter Ordnung einer zweiten, von dem Vorhergehen- 
den unabhiingigen Behandlung unterwerfen , welche in grbsse- 
rer Allgemeinheit die Abhiingigkeit desselben von dem Probleme 
der Hauptaxen der Oberflache an den Tag legen wird. 

Es sei f(x-,y,z, 1) — 0 die Gleicbung einer gegebencn 
Oberflache zweiter Ordnung. Hat diese Oberfliiche einen 
Kreisschnitt , so kann man durch denselben eine Kugel K= 0 
hindurchlegen, welche die Oberflache noeli in einem zweiten 
Kreise schneiden muss. Denn, da die beiden Oberfliicheu sich 
in einer, in einer Ebene liegeuden Curve, dem Kreise, schnei- 
den, so sclmeiden sie sich nach den Auseiuaudersetzungen in 
der ueunten Vorlesung noch in einer zweiten, in einer Ebene 
liegeuden Curve , und , da diese Curve anf der Kugel liegt, 
in einem zweiten Kreise. 

Die beiden Kreise liegen in einem Ebenenpaare AA, = 0, 
welches durch den Schnitt der gegebenen Oberflache und der 
Kugel hindurchgeht. Man wird daher auf Grund der neun- 
ten Vorlesung zwei Factoren A und fi der Gestalt bestimmeu 
kbnnen, dass man idcntisch hat: 

(53) f(x, y,z, 1) — IK = iiAA, . 

Umgekehrt, wenn sich die in diese Gleichung eingelien- 
den, unbestimmten Constanten so bestimmen lasseu, dass die 
Gleichung eine identische wird, so wird das als lleweis dieneu, 
dass die gegebene Oberflache Kreisschnitte babe, und dass 
diese Kreisschnitte in dem Ebenenpaare AA, = 0 liegen. 

Der Ausdruck: 

( 54 ) ... K = {x- A)' + (y - B)' + (* - Cf - 

cntha.lt die zu bestimtnenden Coordiuateu A, I), C des Mittel- 
punktes der Kugel K = 0 und den zu bestimmenden Radius 
II, also vier zu bestimmende Constanten. Das Product yAA, 
enthiilt 7 zu bestimmende Constanten. Die identische Glei- 
chung (53) enthiilt daher, da noch die Constants A hinzu- 
kommt, im Ganzen 12 zu bestimmende Constanten. Sie lbset 
sich aber nur in zelin Bedingungsgleichungen auf, welche 
die zwolf Constanten nicht vollstiindig bestimmen konnen. 
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Mun kann daher auf uichrfaclie Art die zwiilf Constanten so 
bestimmen, dass sie der Gleiehung (53) ideutisch geniigen; 
weshalb die gegebene Oberflache Kreissehuitte haben wird. 

Uni das Problem der Kreissehuitte eiuer gegebenen Ober- 
flache zweiter Orduung als cin bestimmtes, algebraisches Pro- 
blem auszudriicken , wollen wir annehraen, dass die ganz con- 
stanten Glieder in A uud A t gleich 0 seien, was darauf 
hinauskommt, die Ebenen der Kreissehuitte durcli den Coor- 
ilinatenanfangspunkt gehen zu lassen. Dadurch wird das 
Problem ein ganz bestimmtes. Denn wir haben die vier, von 
der Kugel herriihrenden Constanten, die fiinf in fiAA t stecken- 
den Constanten uud die Constante X, also gerade so viel zu 
bestinnnende Constanten, als Gleiehungen. 

Die vier Constanten der Kugel gehen nnr in die vier 
Glieder der ersten und Oten Ordnung auf der linken Seite der 
Gleiehung (53) ein. Diese vier Constanten reichen daher aus, 
urn die vier Glieder verschwinden zu machen , da sie den ent- 
sprechenden Gliedern des reehten Theiles der Gleiehung, welche 
eben verschwinden, gleich sein sollen. Da nun das Problem 
der Kreisschnitte weder den Mittelpunkt, noch den Radius der 
erwahnten Kugel verlangt, so konnen wir von den Gliedern 
der ersten und Oten Ordnung in der identischen Gleiehung 
(53) absehen, und, iudem wir nur die Glieder zweiter Ord- 
nung im Auge behalten, auf Grund von (2) und (54) das 
Problem der Kreisschnitte einer gegebenen Oberflache f(x, y, 
z, 1) — 0 als ein ganz bestimmtes algebraisches Problem also 
ausdrucken : 

Die Constante A und die 
pAA, steckendeu Constanten 
dass folgende Gleiehung: 

(55) ... <p(x, y, z) — X ( x ■ + tf -f z‘) = (iAA t 

eine identische Gleiehung wird. 

Denn AA , = 0 ist dann die Gleiehung des durch den 
Coordinatenunfangspuukt gehenden Ebenen paares, welches die 
gegebene Oberfiiiche in Kreisen schneidet. 


fiinf in dem Producte 
der Art zu bestimmen, 
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Urn dieses algebraisehe Problem zu losen, differentiiren 
wir die identische Gleichung (55) nach den Variabeln, wo- 
durcb wir die ebeufalls identischen Gleichungen erhalten: 

vp) ~ M 4- M. %§ > 

(56) . . . <p\y) - 2 ly — yA + Mi ~ , 

9 > '(*) —2 lz = yA + Mi ^ • 

Wir setzen in diesen Gleichungen far die Variabeln x, y, z 
die Werthe a, b, c derselben, welche den Gleichungen: 

A = Q, A,=0 

zugleich genugen, also die Coordinaten eines beliebigeu Punk- 
tes in der Schnittlinie der Ebenen A — 0 und *4, = 0, wo- 
durch wir erhalten: 

<p'(a) — 2 A « = 0 , 

(57) <p\b) — 2 lb = 0 , 

<p'(c) — 2 Ac = 0. 

Dieses aind dieselben Gleichungen , welche wir in (7) der 
neunzehntenVorlesung zurBestimmung derRichtung derHaupt- 
axen aufgestellt haben. Aus ilinen geht durch Elimination 
von a,b, c die in Riicksicht auf A kubischc Gleichung z/ = 0 
hervor, deren Wurzeln A 0 , A,, A. 2 die Gleichung (55) zu einer 
identischen machen. Es entspricht daher einer jeden von 
diesen Wurzeln ein Ebenenpaar yAA, — 0, welches einer der 
drei Hauptaxen der Oberfliiche parallel ist und die Oberfliiche 
in Kreisen schneidet. 

Statt eines Ebenenpaarcs, wie vorhin, haben wir jetzt drei 
Ebeuenpaare fur die Kreisschnitte der gegebenen Oberfliiche, 
deren Gleichungen wir erhalten, wenu wir in der Gleichung: 

(58) ... . <p (x, y, z) — l(x* + y 2 + s 7 ) = 0 ^ 

t’iir A nach einander die drei Wurzeln A 0 , A,, A s der kubischcn 
Gleichung A = 0 setzen. 

Von diesen drei Ebenenpaarcn ist jedoch uur dasjenige 
reell, welches der mittlcrcn Wurzel entspricht. Denn, trans- 
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formiren wir die beiden Glieder, woraus der linke Theil dcr 
angegebenen Gleichung zusammengesetzt ist, durcb die Sub- 
stitutionen (1) der neunzehnten Vorlesung in (2) und (3) der- 
selben Vorlesung, so stellt sich die Gleichung (58) so dar: 

(59 ) ... (X 0 - X)X J + (1, - 1)Y* + (i, - X)& = 0, 

deren linker Theil nur ftir den Werth von X, gleich der mitt- 
leren Wurzel , X l} X. t , gleich ist der Differenz zweier Qua- 
drate, wiihrend derselbe fOr die beiden anderen Wurzeln gleich 
ist der Sumrne zweier Quadrate. Deshalb ist das Ebenenpaar 
(58) im ersten Falle reell, im anderen Falle imaginilr. 


Neunundzwanzigstc Vorlesung. 

Krummungsradien der Normalschnitte und 
schiefen ebenen Schnitte der Oberflachen. 

Fttr eiue, in rechtwinkligen Coordinaten x, y gegebene 
Gleichung irgend einer ebenen Curve: 

( 1 ) «=-<> 

werden wir zur Erhaltung der Symmetric in der folgenden 
Untersuehung der Krilmmungsradien mit Einfuhrung einer 
neuen, imabhangigen Variable t zwei Gleichungeu substituiren : 

(2) x = /■(<), y = y(t) 

der Art, dass, wenu man die Wertlie von x und y aus (2) 
in (1) setzt, man eine, in t identische, Gleichung erhiilt. 

Die Function f(t) soil eine beliebig gewahlte, aber nach 
der Wahl ein fur alle Mai bestimmte Function von t sein. 
Die Function (p{t) erhalt man dann, wenn man den Werth 
von x — f(t ) in die Gleichung u — 0 setzt, und dieselbe nach 
i/ aufloset. 

In dieser Voraussetzung erhalt man aus (2) die Coordi- 
naten x, y aller Punkte der gegebenen Curve (1), wenn man 
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der unabhiingigen Variable t allc moglichen Werthe zuertheilt. 
Man erhiilt die Gleicliung (1) der Curve sclbst, wenn man 
t aus den beiden Gleichungen (2) eliminirt. Diese Gleicliung 
(1) wird eine in t identischc Gleichung, wenn man sich die 
Werthe von x und y aus (2) in dieselbe substituirt denkt. 
In dieser letzteren Ilypothese kann man die Gleicliung (1) so 
oft nach t differentiiren , als man will, und erhiilt dadurch 
immer wieder, in llilcksieht auf t, idcntische Gleichungen. 

Differentiirt man die gegebene, in t identische Gleichung 
ein oder zwei Mai nach t, so dient die gegebene Gleichung als 
Definition von y\ die erste Differeutialgleiehung dient, um 

''j* = y, und die zweite Differeutialgleiehung, um ^ * = y" 
zu bestimmen. 

Betrachten wir nun irgend einen Punkt p der gegebenen 
Curve (1) mit den Coordiuaten: 

P) V, 

wie sie durch die Gleichungen (2) als Functionen des, dem 
Punkte p entsprechenden Werthes von t gegeben sind, und 
setzen unter der Annahme, dass dt eine verschwindend kleine 
Grbsse sei, t -j- dt fUr t in die Gleichungen (2), so erhalten 
wir die Coordiuaten eines zweiten, dem Punkte p unendlich 
nahen Punktes q der Curve: 


q) x -j- a ;dt, y ydt. 

Die gerade Linie, welche beide Punkte mit einander ver- 
bindet: 

(3) {X - x)y - {Y ~ y)Y = 0 


ist die Tangente der Curve in dem Punkte p mit den 
variabeln Coordinaten X, Y. 

Differentiirt man die Gleichung (1) nach t und setzt, um 

abzukiirzeu, ?—=«., so erhiilt man die Differen- 

f ialgleichung : 

(4) ti a x + m,ji'==0, 

mittelst welcher man der Gleichung der Tangente (3) die Ge- 
stalt geben kann: 
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(5) (X — x)u 0 + ( Y — y)u, = 0. 


Die Coordinaten x , y eines Punktes einer zweiten Curve: 

(6) t> = 0 

kann man wieder als Fuuctionen einer und derselben unab- 
hiingigcn Variable t darstellen wie folgt: 

(?) * = m, y = 

Diesc Curve geht durch den genannten Punkt p , wenn 
fiir deu ihm entsprechenden Werth von t der Worth von y 
in u = 0 gleick ist dem Werthe von y in v = 0. Sie geht 
itbcrdie8 durch den Punkt q, wenn der Werth von y in (4) 
dem Werthe von y in der analogen Dift'erentialgleichung: 

(8) v a x' v t y’ = 0 

gleich ist. Denn die Werthe von x und x fiir die beideu 
Curvcn sind uach (2) und (7) einander gleich. 

Zwei Curven beriihren sich in der ersten Ord. 
nung, wenn sie beide durch zwei unendlich nahe Punkte 
hindurehgehen. Die Bedingungen einer solchen Beriihrung 
sind demnach, dass die Werthe von y und y fur den Be- 
riihrungspunkt, aus der Gleichung der einen Curve und aus 
ihrer Differentialgleichung in die Gleichung der anderen Curve 
und ilire Differentialgleichung gesetzt, den Gleichnngen ge- 
nligeu. Es haben daher zwei sich berUhrende Curven in dem 
Beriihrungspunkte dieselbe Tangente. 

Betrachten wir einen dritten Punkt r der Curve u = 0, 
dem zweiten q unendlich nahe, dessen Coordinaten: 

r) . . . . x -f- 2 xfdt -f- xf'dt 2 , y 2ydt + y 'dt 2 

aus den Coordinaten des Punktes q dadurch hervorgehen, dass 
man t + dt setzt fur t, so bemerken wir, dass zur Bestiin- 
mung derselben nocb die Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung der gegebenen Curve u = 0 erforderlich ist : 

(9) . . u 00 x' 2 -f- 2u 0l xy + u n y 2 + u^x" + = 0 , 
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in welcher durch n M , « ol , n,, die zweiten partiellon Diffe- 
rentialquotieuten der Function it nach den Variabeln x, y aus- 
gedruckt sind. 

Soli nun die Curve v = 0 auch durch diesen Punkt gehen, 
so muss auch das y" aus der Dilferentialgleichung zweiter Ord- 
nung : 

(10) . . . -f ‘2v nl xy -f V, ,y" 2 4- »„*" 4- v,y" = 0 

dieser Cun'e dem y' aus der vorhergehenden Diflerentialglci- 
chung fur den Beriihrungspunkt p gleich sein. 

Man sagt, zwei Curven beriihren sich in der zwei- 
ten Ordnung, wenn sie beide durch drei unendlich nahe 
Punkte hindurchgehen. Man erliiilt demuach die drei Be- 
dingungen fiir eine Berilhrung zweier Curven in der zweiten 
Ordnung, wenn man aus der Gleichung der eiueu Curve und 
ihren beiden Differentialgleichungen die Werthe von y, y, y" 
in die Gleichung der anderen Curve und in ihre beiden Dif- 
ferentialgleichungen setzt. 

1st die zweitc, die erste Curve « = 0 in der zw r citen Ord- 
nung beruhrende Curve ein Kreis: 

00 ( *-a)»4-(y-&) , -* a -o, 

so nennt man den Kreis Kriimmungskreis, den durch die 
Coordinatcn a, b bestimmten Mittelpunkt den Krummungs- 
mittelpunkt und den Radius r desselbeu den Kriimmungs- 
radius fiir denjenigen Punkt der Curve « = 0, in welchem 
die Berilhrung zweiter Ordnung statt hat. 

Die Bediuguugeu fiir den Kriimmungskreis sind demuach 
folgende drei Gleichungen: 

(*-•)* 4- (y — by-r' — o, 

(12) {% — a)x 4- (y — b)y' = 0 , 

*' 5 + y" 1 4 -(*—«) *"+ (y — b) y" = o , 

in welehen man sich fiir y, y, y" die Werthe substituirt deuken 
muss, wie sie sich aus der Gleichung der Curve (1), u — 0, 
und ihren beiden Differentialgleichungen (4) und (9) ergeben. 
Die beiden letzten von den Gleichungen (12) bestimmen die 
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Coordinaten a, b des Krilmmuiigsmittelpunkteg, die erste Glei- 
eliung den Kriimmungsradius. 

Um den Kriimmungsmittelpunkt der Curve u = 0 fur 
einen gegebenen Punkt p derselben in auderer Wcise fest- 
zustellen, bemerken wir, dass die Gleichung der Normale der 
Curve in dem Punkte p, das beisst der geraden Linie, welchc 
in diesem Punkte auf der Tangente (3) senkrecht steht, ist: 

(x — a)x + (y — b)y = 0 , 

wenn wir rait a,b die variabeln Coordinaten der Punkte der 
Normale bezeichneu. 

Setzen wir in dieser Gleichung x-\-xfdt, y y'dt re- 
spective fiir x, y, so erhalten wir die Gleichung der im Punkte q 
errichteten Normale der Curve n = 0: 

{(*- «K+(y-%'} + {^*+y'*+(a^a)x"+(y-%"} dt= 0, 

und daher die Coordinaten a, b des Schnittpunktes beider Nor- 
malen aus den Gleichungen: 

{x-a)x +{y - b)y = 0, 

x ' 2 + y " 1 + (. x — «)«" + (y — tyy" = o. 

Da diese Gleichungen aber gerade die beiden letzten Glei- 
chungen (12) sind, welche dort die Coordinaten des Kriim- 
niungsmittelpunktes bestimmten , so kbnnen wir sagen: 

Zwei auf einander folgende, unendlicli nahe 
Normalen einer Curve schneiden sicli in dem Mit- 
telpunkte des Krummungskreises, der die Curve in 
den Fusspunkten der Normalen in der zweiten Ord- 
n u li g b e r till r t. 

Wir werden uns dieses Satzes bediencn, um den Kriim- 
mungsmittelpunkt und den KrUmmungsradius eines Nornial- 
schnittes einer gegebeiien Oberfliiche zu bestimmen. 

Es sei die, in rechtwinkligen Coordinaten x, y, z gegebene 
Gleichung irgend einer Oberfliiche: 

(13) m = 0, 
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und die Coordiuaten eines beliebig angcnommeneu Punktes ]> 
nuf derselbeu: 

/>) x, y, z. 

Alsdann weiss man nach den Auseinamlersetzungcn ini Au- 
fangc der dreiundzwanzigsten Vorlesuug, dass die Cotdnus 
der Wiukel, welche die Norniale der OberHache in dem Punk to 
p mit den Coordinatenaxeu bildet, sich verbal ten, wie die 
particllen Differentialquotienten der Function u nach den Varia- 
belu x, y, g genommen, also wie: 

«o : m, : u.,. 

Hind nun die Coordiuaten eines variabeln 1’unktcs P auf der 
Norniale der Oberfliiclic in deni l’unkte p : 


P) a, b, c, 

so hat man die Oleichungen der Norniale mit dem variabeln 
Factor p : 

x — a = p h„ , 

(14) y — b = g«, , 

B — C = p M , . 


Eine Ebene A = 0, beliebig durch diese Norniale gelegt, 
schneiden die gegcbene Oberfliiche m = 0 in eincru Normal- 
schnitte des Punktes p. Der Normalschuitt der Oberflache 
ist daher gegeben durch die beiden Gleichungen: 

(15) « = 0, A =0. 

Diese beiden Gleichungen ersetzen wir z.ur Aufrechthal- 
tung der Symmetric durch drei Gleichungen mit dcr einen 
unabhiingigcn Variable t: 

(16) * -=/'(<)> y = z = 4’(t), 

indem wir die Function x = f[f) beliebig wahlen , die beiden 
anderen aber y = q>(t) , z — uns, nach Substitution von 
x = f(t) in die Gleichungen (15) gesetzt, aus ihnen berech- 
net vorstelien. 
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Dieses vorausgesetzt , sind nuu die Coordinaten eiues 
dein Punkte p unendlich nahen Punktes q auf dein Norinal- 
schniit: 

q) x-\-x'dt, y-\-y'dt, e ddt, 

uud deninach ist: 

(17) ... (x — a)x -f- (y — b)y' (e — c )/ = 0 

die Gleiehung der Ebene, welche ini Punkte p senkrecht steht 
auf der Verbiudungslinie pq der beiden Punkte p und q, das 
ist der Normalebeue des Norrualschnittes im Punkte p. In 
ihr liegt die Normale (14) der Oberflaclie, weil sie ebenfalls 
eine Normalebene der Oberfliiche im Punkte p ist, was aucli 
daraus erhellet, dass sicli die Gleiehung (17) zusammensetzen 
liisst aus den Gleichungeu (14) der Normale, da man dureli 
Differentiation der in t identischen Gleiehung n = 0 hat: 

(18) Mo*' + u x y -f = 0. 

Die Gleiehung der Normalebene (17) des Normalschnittes 
(15) geht iiber in die Gleiehung der Normalebene desselbcn 
Normalschnittes im Punkte q, wenn man setzt t -f- dt fur t: 

{x + x'dt — a) {x -f- 3?’dt) + (y + i (dt — b)(y' + y"dt) 

-J- (z -f- z'dt — c) (z -|- z"dt) = 0, 

und wenn man entwickelt mit Vernachlassigung der zweiten 
Potenz von dt, in: 

9 {(* — a)x + (y — 5)y + (* — c)z ' } 

^ (x— a) l>)y"-\-(z- c)s"}dt—(). 

» 

Sowohl in der Ebene (17) als in der Ebene (19) liegt der 
Kriimmungamittelpunkt des Normalschnittes. Denn die beiden 
Ebenen schneiden die Ebene des Normalschnittes in zwei gc- 
raden Linien, welche zwei auf einander folgende, unendlich 
nahe Normalen des Normalschnittes sind. Zieht man daher die 
Gleiehung (17) von der Gleiehung (19) ab, so erliiilt man die 
Gleiehung einer Ebene: 

(20) x" 1 -(- y" 1 -{- z" 1 -\-{x — n)x"-\- (y — h)y'-\- (z — c)z" = 0, 
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welche cbenfalls (lurch den Kriimmungsmittelpunkt des Nor- 
mulschnittes geht. 

Wir haben nun die Ebene (20) und die Normale (14) der 
Oherfliiche, welche beidc durch den Kriimmungsmittelpunkt 
des Normalschnittes gehen. Der Schnittpunkt beider wird 
der Kriimmungsmittelpunkt des Normalschnittes sein. Urn ihn 
zu bestimmen hat man seine Coordinaten a, b, c zugleicli 
mit dem Werthe vou p aus den vier Gleichungen (20) und 
(14) zu bereehnen. 

Substituiren wir zu diesem Zwecke (14) in (20), so er- 
halteu wir: 

+ ?/’* + *’* f 

P u«x" + u,y" -f UfZ" ’ 

und wenn wir diesen Wcrth von p substituiren in (14), so 
geben jene Gleichungen die Coordinaten a, b, c des Mittel- 
punktes der Kriimmung des Normalschnittes. 

Dem angegebenen Werthe von p werden wir jedoch eine 
andere, leichter aufzufassende Gestalt geben mit Zuziehung 
der Gleichung, welche wir durch zweimalige Differentiation 
der in t identischen Gleichung u = 0 erhalten. Bezeichnen 
wir zu diesem Zwecke mit , ... die zweiten par- 

tiellen Differentialquotienten der Function n, nach den Varia- 
beln x, y, z geuommeu, und, um weiter abzukiirzen, mit 
<p(x',y',z') den Ausdruck: 

(21) y, z) = n ,,?/ 2 +« 32 F ! + 2 «, 2 y z -\-2u, ia z x' +'2u 0 l xy, 

so erhalten wir durch zweimalige Differentiation der Glei- 
chung tt = 0 nach t : 

( 22 ) ... rp (x, y’, z) -f -f w,y" -f «./' = 0, * 

und dalier den Wcrth von p: 

x* + y'« 2* 

f <P(A y\ z)~' 

al8 einen Ausdruck der Coordinaten x'dt, y'dt, z'dt des Punk- 
tes q in dem rechtwinkligen , parallelen Coordinatensysteine, 
(lessen Ursprung im Punkte p liegt. Bezeichnen wir daher 
mit a, (i, y die Cosinus der Winkel, welche die Tangente pq 
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ties Norinalsehnittes iin Punkte p mit <leu L'oordinatenaxen 
bildet, so haben wir: 


(23) 


ft = 


1 

Via, ft r) 


Setzen wir diesen Werth von ft in (14) ein, quadriren 
die einzelnen Gleichungen und addiren sie, so erhalten wir 
das Quadrat des Kriimmu ngsradius r des Norinalsehnittes und 
daraus : 


(24) 


FW + V+k, 1 ) . 

9 >(«. §, Y) 


Diese Formel giebt die Kriimmungsradien siimmtlieher 
Normalschnitte der gegebeuen Oberfliiche u—0 in dein Punkte 
p derselben, wenn die Tangente pq in der Tangentenebene 
der Oberfliiclie sich um den Punkt p beliebig drelit. 

Um eine Vorstelluug zu bekommen von dem VVachsen 
und Abnehmeu der Kriimmungsradien der verschiedeneu Nor- 
malschnittc der Oberfliiche in dem Punkte p, trageti wir die 
Quadratwurzel des Kriimmungsradius als gerade Linie auf die 
Tangente des Norinalsehnittes vom Punkte p aus auf. Der 
Endpunkt q t der geraden Linie babe in dem rechtwinkligen 
Coordinateusysteme, mit dem Ursprung p , die Coordinaten 
x u y { , e x . Alsdann ist: 


3= ?<- v = --L ■ 
y r > P y r > v y r 

Setzen wir diese Werthe von u, (i, y in die Gleichung 

(24) , so erhalten wir: 

(25) ... <p(x u y u g y ) — K(«„ 2 + V + «**) *= 0 


die Gleichung einer Oberfliiche zweiter Ordnung mit dem Mit) 
telpunkte p, atif welcher der Punkt q y liegt. Da alter der 
Punkt q t ilberdies noch in der Tangentenebene der Oberflacbe 
u — 0 liegt, so hat man ferner: 

(26) «„*, -f- «,(/, + ujs t = 0 , 


die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Oberfliiche (25- 
gehenden Ebene. Der Schnitt dieser Ebene (20) und der 
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Oberfliiclie zweiter Ordnung (25), ein Kegelsehnitt, ist der 
geometrische Ort des Punktes </,. 

Man braucht daher nur die llalbmesser dieses Kegelschnit- 
tes zu kenncn, urn die Kriimmungsradien der-Normalschnitte 
der gegebenen Oberflache u = 0 zu bestiinmen. Denn die 
Quadrate der Halbmesser sind eben die Liingen der Kriiin- 
inungsradien der Norrualsehuitte, fiir welche die Halbmesser 
Tangenten sind. 

JDiese Bemerkung katin dazu dienen, Satze iiber Halb- 
messer eines Kegelsclinittes in Satze iiber Kriimmungsradien 
derNormalschnitte einer Oberfliiclie in einem gegebenen Punkte 
der Oberfliiche zu flbertragen. 

So wissen wir zum Beispiel aus der sechsundzwanzigsten 
Vorlesung, „dass die Summe der reciproken Quadrate zweier, 
auf einander senkrecht stehenden Halbmesser eines Kegel- 
schnittes eine constaute Grosse ist“, woraus unmittelbar der 
Satz hervorgeht: 

Die Summe der reciproken Kriimmungsradien 
zweier, auf einander in einem gegebenen Punkte 
einer Oberfliiche senkrecht stehenden Normal- 
schnitte ist eine constaute Grosse. 

Denken wir uns ferner den durch (25) und (26) gegebe- 
nen Kegelsehnitt auf die Hauptaxen desselben bezogen: 

— + — — i = 0, 

so bezeichnen r 0 und r, die Kriimmungsradien deijenigen Nor- 
malschnittc, deren Tangenten in die Hauptaxen des Kegel- 
schnittes fallen. Ist nun r der Kriimmungsradius irgend eines 
anderen Normalschnittes, der mit den genannten beiden, auf 
einander senkrecht stehenden Norinalsehnitten die Winkel « 
und (8 bildet, so ist der, diesern Kriimmungsradius entsprechende 
Halbmesser des Kegelschnittes gleich Yr, und daher die senk- 
rechten Projectionen des im Punkte x, y des Kegelschnittes 
endigenden Halbmessers auf die Hauptaxen des Kegelschnittes: 

x <=Yr . cos a , y = j/r . cos /J . 

Setzeu wir aber diese Werthe von x und y in die Gleichung 
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des Kegelschnittes , so erhalten wir die Relation von Euler 
zwischen den drei Kriimmungsradien der Normalschnitte der 
Oberflache: 

£09* a | cob 1 * d 1 __ q 

' ' r 

Wir werden jetzt den Kriimmungsmittelpunkt und den 
Kriimmungsradius ernes schiefen, aber ebenen, durch den Punkt 
p gehenden Schnittes der Oberflache u = 0 bestimmen. 

Wir konnen, ohne den schiefen Schnitt zu bescliranken, 
annehmen , dass derselbe durch den vorhin bezeicbneten Punkt 
q gehe. Denn der Normalschnitt der Oberflache liisst sich 
um die Normale der Oberflache so drehen , dass der Punkt q 
desselben in den schiefen Schnitt flillt. Wir bringen diese 
beiden Schnitte der Oberflache mit einander in Verbindung, 
um den Kriimmungsradius des einen durch den andereu aus- 
zudriicken. 

Wenn nun A, = 0 die Gleichung der, die Oberflache 
« = 0 in schiefer Richtung sehneidenden Ebene ist, so haben 
wir fiir den schiefen Schnitt die Gleichungen: 

(28) u —0, A, = 0, 

welche wir uns durch drei Gleichungen von der Form (1G) 
mit der uuabhangigen Variable t der Art ersetzt denkeu, 
dass durch Substitution der Werthe von x, y, s in die beiden 
Gleichungen (28) diesen Gleichungen identisch in l geniigt 
wird. 

Die Normalebene des Normalselinittes im Punkte p: 

(29) ... (x — a)x' + (y — b)y + (* — c)F = 0 

ist zugleich die Nonnalebene des schiefen Schnittes in dem- 
selben Punkte, weil die gerade Linie pq gemeinschaftliche 
Tangente ist. 

Aus der angegebenen Gleichung der Nonnalebene (29) 
des schiefen Schnittes im Punkte p erhalten wir die Gleichung 
der Normalebene desselben Schnittes im Punkte q, wenn wir 
fiir t setzen t -f- dt, wodurch die Gleichung iibergeht in: 

•lot — ( ^ x ' + ( 2 / — b )y + 0 — c ) z ‘ \ 

+ {x"*-\- y’-’-f- (* — a)x"-\-{x—b)y" '+(* — r ) z '} <W=0. 

Hkb'e, aualyt. Geomotr. <1. Raumca. 2. Aufl. 27 
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Beide Normalebenen gehen durch den Kriimmungsmittel- 
punkt des schiefen Sehnittes, weil sie die Ebene des schiefen 
Sehnittes in zwei unendlich nahen, auf einander folgenden 
Nortnalen schneiden. Die Differenz beider Gleichungen: 

(31) x 2 -f y' 2 + t"* + (x — a) x" + (y — b) y" -+-(« — c)z"= 0 

ist dalier die Gleichung einer Ebene, welche durch den Kriim- 
ruungsmittelpunkt des schiefen Sehnittes geht. Ihr hal>en des- 
halb die Coordinaten a, b, c des Krummungsmittelpunktes jenes 
Sehnittes zu geniigen. 

Wenn wir mit A, U, V die Cosinus der Winkel bezeich- 
nen , welche die im Punkte p in der Ebene des schiefen Schuit- 
tes liegeude Normale dieses Sehnittes mit den Coordinaten- 
axen bildet, so haben wir die Gleichungen der Normale: 

x — a = p A , 

(32) y-fc = pB, 

z — c = qC. 

Da auf ihr der gesuchte Kriimmungsmittelpunkt liegt, so haben 
wir aus den vier Gleichungen (31) und (32) die Werthe von 
a,b, c, p, die Coordinaten des Krummungsmittelpunktes und 
den Kriimmungsradius des schiefen Sehnittes, zu beroclinen. 

Die Substitutionen von (32) in (31) geben den gesuchten 
Werth des Kriimmungsradius: 

x ' 1 -|- y* -f- z'* 

Q ~~ ~~ Ax’+B'y'-fCz’ ' 

Um diesen Ausdruek weiter zu transformiren, wollen wir 
annehmen , dass die Gleichung A t = 0 der Schnittebene in 
der Normalform gegebeu sei : A, = a,x -j- /S,y + y t z — d, = 0. 
Alsdaun haben wir folgende drei Gleichungen: 

Ax' -f- By -f- Ci — 0 , 

-f M,y'+ uj= 0 , 

«i*' + Pt>J + y/=o, 

welche dcr Ueilie nach ausdriicken, dass die Tangente des 
schiefen Sehnittes im Punkte p senkrecht steht auf der Nor- 
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male (32), auf der Normale der Oberfliiche und auf der Nor- 
male der, die Oberfliiche scbueidenden Ebene A t = 0. Da alle 
drei Gleichungen zugleich stattfuiden , so lassen sich zwei 
Factoreu in und n bestimmeu der Art, dass man hat: 

A = mu 0 + n tt y , m 
B = »»«, -|- n f) t , 

C = m h.j -(- ny t . 

Setzen wir diese Werthe von A, B, C in den angegebenen 
Ausdruck des Kriimmungsradius p ein, und bemerkeu, dass 
man hat: 

«i*" + Prf' + V\*” = 0, 

welche Gleichung aus der iu t identischeu Gleichung: 

A t = a t x + fry -j- — d, = 0, 

durch zweimalige Differentiation gewonnen wird, so erhalten 
wir: 

g'* + y f * + <** , 

^ »,jf’ + »i*") ’ 

oder mit Rticksicht auf (22): 

p = , 

oder eudlich mit Itilcksicht auf (23) und die ihr vorhergehende 
Gleichung: 

l 

9 1,1 v P, y) 


Es bleibt noch iibrig, den Werth von m in dieser Glei- 
chung zu bestimmeu. Zu diesem Zwecke multipliciren wir 
obige drei Gleichungen , in welche die Factoren m und » ein- 
gefiihrt wurden, respective mit A, B, C und addiren. Da 
aber a , A -j- /J,jB -(- y t C — 0 ist, weil die Normale des schiefen 
Schnittes in der Ebene des Schnittes Liegt, so haben wir: 


und darum: 


1 = m(u a A -f- -j- «j(7) 


u 0 A + u, B + «*/( 
9(«. P. y) 


27 * 


Digitized by Google 



420 


Dreiesigate Yorlesung. 


Bemerken wir endlich, dass der Cosinus des Winkels (rp), 
den die Kriimmungsradien r und p mit einander bildeu, ist: 


/ _ »*A + u,B 4- u, 

— + «>' + «/; 


so erlialten wir dur<£ Vergleichung des angegebenen Werthes 
von q mit dem Werthe von r in (24): 


(33) g = r cos (rp). 

Da nun der Neigungswinkel der beiden Kriimmungsradien 
zugleich der Neigungswinkel der Ebene des Normalsclinittes 
und der Ebene des sehiefen Schnittes ist, so driickt die Glei- 
chuug (33) den Satz aus: 


Die senkrechte Projection des Kr iim mungsmit- 
telpunktes eines Normalsclinittes in einem gegebe- 
nen Punkte einer Oberflache auf einen sehiefen 
Schnitt der Oberflache, der dieselbe Tnngente in 
dem gegebenen Punkte hat als der Nornialschnitt, 
ist der Krummungsmittelpunkt des sehiefen 
Schnittes. 


Dreissigste Yorlesung. 

Kriimmungscurven der Oberflachen. 


Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung die Quadrat- 
wurzel aus dem Krilmmungsradius eines beliebigeu Normal- 
schnittes einer gegebenen Oberfliiche n = 0 in einem gege- 
benen Punkte p derselben als denjeuigen Halbmesser des durch 
die Gleichungen (25) und (26): 

(1) • • • • <p{x> y > <0 — K(V + V + «/) = o, 

(2) -j- u,y + Ujji = 0 

gegebenen Kegelschnittes dargestellt, der den Norraalsclinitt 


Krilmmungscnrvoii dcr Oberflitchen. 


421 


in dera gegebenen Punkte p bertthrt. Diese Darstellungsweise 
haben wir dazu benutzt, um Satze ilber Halbmesser eines 
Kegelschnittes auf KrUmmungsradien der Normalschnitte einer 
Oberflache in einem gegebenen Punkte derselben zu iiber- 
tragen. 

Zu den flbertragbaren Siitzen gehort vorzugsweise der, 
„dass die Maxima oder Minima der Halbmesser eines Kegel- 
schnittes die Hauptaxen desselben sind, und dass diese auf 
einander senkrecht stehen. 1 ' Uebertragen wir diesen Satz nach 
dem angegebenen Prinzipe auf die Krummungsradien der Nor- 
malschnitte, so geht daraus der Satz hervor: 

Die Normalschnitte einer Oberflache in einem 
gegebenen Punkte derselben, deren Kriimmungs- 
radien Maxima oder Minima sind, stehen auf ein- 
ander senkrecht. 

Wir werden diesen, in der Theorie der Oberflachen wich- 
tigsten Satz noch besonders beweisen mit Hfllfe der Regeln 
filr die Herleitung der Maxima und Minima der Functionen, 
wie sie die Differentialrechnung lehrt. 

Zu diesem Zwecke suchen wir das Maximum oder Mini- 
mum des, in der vorhergehenden Vorlesung in (24) ausgc- 
drttekten Kriimmungsradius r des Normalschnittes : 

rz\ „ _ FW + «i* + ««.*) 

K > »(«, f», r) 

Da der Ziihler dieses Ausdruckes eine Constants ist, die 
nur abhangt von der Lage des unveriinderlichen Punktes p 
auf der gegebenen Oberflache, so wird r ein Maximum oder 
Minimum, wenu <p(a, /?, y) ein Minimum oder Maximum wird. 
Es handelt sich also darum, die Function <p(«, /3, y) der varia- 
beln Cosinus u, fi, y der Tangente des Normalschnittes zu 
einem Minimum oder Maximum zu machen , wahrend zwischen 
den genannten Cosinus die beiden Bedingungsgleichungen be- 
stehen : 

(4) ...-... a* + /S* + y ? -l=0, 

(5) . M u « + «,0 + Mj y = 0. 
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Um diese Aufgabe zu Ibsen, schreibt die Differentialrech- 
nung vor, aus der gegebenen Function und aus den, respec- 
tive mit — A und 2(i multiplicirten, linken Thcilen der beiden 
Bedingungsgleichungen den Ausdruck zu bilden: 

(6) tp(a, /?, y) — A(a 5 + 0 } + y‘‘—l) + 2fi(,i u n + u,f 3 -f u.,y), 

und das Minimum oder Maximum dieses Ausdruckes so zu 
bestimmen, als ob sowohl a, (i, y als auch A und ft von ein- 
ander unabhangige Variabeln waren. Die Werthe der Varia- 
beln, welche die componirte Function (6) zu einem Minimum 
oder Maximum machen, machen dann auch die Function 
<p (a, /?, y) unter den Bedingungen (4) und (5) zu einem Mini- 
mum oder Maximum. 

Setzen wir nun , um das Minimum oder Maximum der 
Function (6) nach der geuannten Regel festzustellcn, die par- 
ticllen Differentialquotienten der Function (6), nach den fiinf 
Variabeln genommen, gleich 0, so erhalten wir die Glei- 
chungen : 

tp'(a) — 2 la 2 ji u 0 — 0 , 

(7 <p'((i)-2lfi + 2nu l = 0, 

<p'(y) — 2Ay-f2ftu,=-0, 

«o“ +«i/* + *sy 


und die Gleichung (4), welche zur Bestimmung der Werthe 
der ffluf Variabeln dienen. 

Entwickeln wir das, in Beziehung auf die Unbekannten 
«, /3, y, fi lineare, homogene System Gleichungcn (7): 


(8) 


(««0 — ' A)« + «OI0 + «o ■sV + «# = 0 » 

«I0« + («l| — A)0+ ISt? +M,f»=0, 

«io« + «ji0 + (W„-A)y+ Ujft = 0, 

«•« + «■/* +« 2 y = 0, 


und eliminiren die genauntcn Unbekannten, so erhalten wir 
die, in A quadratische Gleichung: 


M oo 

A, 

M 0I < 

M 0I » 

«0 

U 10 > 

«ll - 

-A, 

M|t , 


1 !, ?0 > 
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«» 

«10. 
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welche den Beweis liefert, dass die Krummungsradien der 
Normalschnitte zwei Maxima oder Minima liaben. 

Durch die Wurzeln dieser Gleichung driicken sich nun 
sogleich die Maxima oder Minima der Krummungsradien der 
Normalschnitte aus. Denn, multipliciren wir die drei ersteu 
Gleickungen (7) respective mit a, ji, y und addiren, so cr- 
halten wir mit UUeksicht auf die letzte Gleichung (8): 

ft y) — A = 0, 

und daher aus (3) das Maximum oder Minimum des Kriim- 
mungsradius : 

r== ?(«■■« + «*!* + «<»*) 

‘ Hat man den Worth einer Wurzel A der quadratischen 
Gleichung (9) ermittelt und damit zugleich das Maximum oder 
Minimum des Krilmmungsradius (10) bestimmt, so erhiilt man 
aus den drei ersteu Gleichuugen (8) in liuearer Weise die 

Verhiiltnisse — > — -> y der Cosinus der Winkel, welche die 

n n li 

Tangente des, dem Maximum oder Minimum des Kriimmungs- 
radius ensprechenden , Normalseknittes mit den Coordinaten- 
axen bildet, und die Gleichung (4) giebt die Cosinus selbst. 

Um die Lage der beiden Normalschnitte zu einander, 
welche dem Maximum oder Minimum des Krilmmungsradius 
entsprechen, zu ermitteln, wollen wir annehmen, dass A, und 
A 2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung (9) seien. Der 
ersten Wurzel mogen die Werthe / 3 ,, y,, p, , der zweiten 
die Werthe « 2 , ft,, y s , p 2 von u, ji, y, p entsprechen, welche 
deshalb, in (7) eingesetzt, diesen Gleichungen genilgen: 

g>'(« ,) — 2 A) a, + 2p, u 0 = 0 , — 2A 2 o, + 2p,w 0 =0, 

/ U s <PW— 2A 1 j3,+2p,u 1 =0, <p'(0 2 )— 2A,0, + 2p 2 t( 1 =O, 
<P'(ri) —■ Mi? i + 2 Pi« 2 =°> <p’(Yt)— + 2p 2 t< 2 = 0 , 
«o«i +«j?i =-0, t« 0 a 2 +n ] (i. 2 +u i y 1 =0. 

Multipliciren wir nun die drei ersten Gleichungen des 
ersten Systemes respective mit a v (i 2 , y., und addiren, multi- 
pliciren wir ferner die drei ersten Gleichungen des zweiten 


Digitized by Google 


424 


Dreissigstc Vorleaung. 


Systemes respective mit a t> /S, , y, und addiren , so erhalten 
vir mit Rilcksicht auf die unbeuutzt gelassenen Gleichungen 
in (11): 

+ PA(P i) + W'Ol) — 2A,(a,a t + PA + YiYi)- 
«iV'(«j) + PA A) + J'iP'Oj) = 2Aj(k,k 2 + -f y,y 2 ). 

Ziehen wir endlick diese beiden Gleichungen, deren linke Tkeile 
einander gleich sind, von einander ab, so erhalten wir: 

0 = (A, — Aj) («,«., -f /},& + y,y 3 ). 

Da nun der erste Factor des rechten Theiles dieser Gleichung 
nicht verschwiuden kann, weil A, und A., verschiedene Wur- 
zeln der quadratischeu Gleichung (9) sind, so hat man die 
Gleichung: 

(12) . «i« 2 -f + y,y, = 0. 

Aus der geometrischen Interpretation dieser Gleichung 
geht eben der oben angefiihrte Satz hervor. 

Die Normalschnitte einer Oberfliiche in eineni gegebenen 
Funkte derselben, deren Krilmmungsradien Maxima oder Minima 
sind, nennt man Hauptschnitte der Oberfliiche in dem ge- 
gebenen Punkte. Auf Grand dieser Definition lfisst sich der 
augegebene Satz auch so ausdrilcken: 

Die Hauptschnitte einer Oberfliiche in einem 
gegebenen Punkte derselben stehen auf einander 
senkrecht. 

Aus den Bedingungsgleichungen (7) f(ir die Cosinus a, fi, y 
der VVinkel, welche die Tangenten der Hauptschnitte mit den 
Coordinatenaxen bilden, gehen durch Elimination von A und g 
die Gleichungen hervor: 



| «0> 

«) . 

« 2 

(13) 

. . «, 

P, 

y j = 0 , 



. <P'(P), 


(14) 

. . . «„« 

+ «,/» + 

«*y = °» 


welchen jene Cosinus ebenfalls geniigeu miissen. 
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Die erste von dieseu Gleichungeu stellt, wenu man a, ft, y 
als die Coordinaten eiues Punktes betrachtet in einem Coor- 
dinatensysteme, dessen Anfangspunkt der Punkt p ist, einen 
Kegel zweiter Ordnung dar mit der Spitze in p, in wclchem 
die Tangenten der Hauptschnitte liegen. Die zweite Glei- 
ehnng ist die Gleichung der Tangentenebene der Oberflache 
im Punkte p. Es scbneidet daher die Ebene den Kegel in 
den beiden auf einandcr senkrecht stehenden Tangenten der 
Hauptschnitte in deni Punkte p. 

Auf diese Bemerkung gestiitzt, werden wir mm die Be- 
dingnngen filr eine Curve auf der gegebenen Oberflache u =0 
entwickeln, deren Tangenten siimmtlicb Tangenten der Haupt- 
schnitte der Oberfliiche sind. 

Es sei p irgend ein Punkt dieser Curve, dessen Coordi- 
naten : . 

P ) y, z 

wir als zu bestimmende Functionen der einzigen, unabhiingigen 
Variable t betrachten. Die Coordinaten eines, diesem Punkte 
unendlich nahen Punktes q auf der Curve seien in dieser Vor- 
aussetzung : 

q) x + x'dt, y -f ydt , a -f zdt. 


Die Differenzen: 

dx = x'dt , dy = y (11 , dz = zdt 

sind dann die Coordinaten des Punktes q in einem Coordi- 
natensysteme, dessen Ursprung im Punkte p liegt. Da nun 
dieser Punkt auf der Tangente des Hauptschnittes im Punkte 
p liegen soil, so muss die Gleichung (IB) erfiillt werden, wenn 
man in ihr fiir a, ft, y setzt dx, dy, dz. Man hat daher die 
Differentialgleichung : 


(15) 


J M o t M l ; M l 

| dx, dy , dz 
<p'{dx), <p'(dy), <p'(dz) 


0 


als Bedingung fiir die gesuchte Curve. 

Kriimmungscurve einer Oberflache wird diejenige Curve 
auf der Oberflache genannt, deren Tangenten sammtlich Tan- 
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genten der Hauptschnitte der Oberfliiche sind. 1st demnach 
n — 0 die Gleichung einer gegebenen Oberfliiche, so ist die 
Gleichung (15) in Verbindung mit der Gleichung der gegebe- 
nen Oberfliiche die Differentialgleichung der Kriinnnungscurve 
auf ihr. 

Man erhiilt die Gleichung einer Oberfliiche, welche die 
gegebene Oberflache in ihrer Kriinmiungscurve schneidet, wenn 
man die Differentialgleichung der Kriinmiungscurve mit Be- 
nutzung der Gleichung der gegebenen Oberfliiche integrirt. 
Da die Iutegralgleichung aber eine willkiirliche Constante 
mit sich fiihrt, so giebt es unendlich viele Kriimmuugscurveu 
einer gegebenen Oberfliiche. 

Die Differentialgleichung (15) der Kriimmungscurve ist 
zwar von der ersten Ordnung, jedoch von dem zweiten Grade. 
Deshalh* hat man zwei Systeme Kriimmungscurven auf einer 
gegebenen Oberfliiche, deren Hauptcliarakter aus ihrer Con- 
struction durch die Tangenten der Hauptschnitte erkennbar 
ist. Denn, betrachten wir die beiden Kriimmungscurven, welche 
durch einen beliebig auf der gegebenen Oberflache gewiihlten 
Punkt gehen, so ist die Tangente der einen Kriimmungscurve 
die Tangente des einen Hauptsehnittes, und die Tangente der 
auderen Kriimmungscurve ist die Tangente des auderen Haupt- 
schnittes. Da diese Tangenten aber auf einauder seukrecht 
stehen, so haben wir den Satz: 

Die Kriimmungscurven einer Oberflache sind 
zwcifacher Art. Die einen schneiden die anderen 
senkrecht. 

Deshalb wird eine Oberflache in ihrer gauzen Ausdeh- 
nung durch die stetige Aufeinanderfolge dcr beiden Arteu 
Kriimmungscurven auf ihr in unendlich kleine Rechtecke zer- 
theilt. 

Wenn die gegebene Oberflache zweiter Ordnung ist, so 
liisst sich die Integration der Differentialgleichung ihrer Kriim- 
mungscurven wirklich durchfuhren. Wir werden im Folgen- 
den diese Integration ausfiihren, um die, in der zweiund- 
zwanzigsten Vorlesung gegebene Definition der Krtimmungs- 
curveu auf Oberflachen zweiter Ordnung mit der allgemeinen 
auf Oberflachen in Uebereinstimmung zu bringen. 
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Vertauscheu wir in dieser Absicht die Buchstaben x, y, z 
mit den Buchstaben /}„, (},, und nehmen an, dass die ge- 

gebene Oberfliiche « = 0 ein Ellipsoid sei : 


a.» 

“u + 


. ft* . _fc*_ 
' «l + *0 4“ *0 


- 1 = 0 , 


so wird die durch 4 dividirte Differentialgleichung (15) der 
Kriimmungscurven auf dem Ellipsoid: 


| a> , ft t §t | 

«0 4* *0 “l 4" ^0 “8 + *0 I 

dfi: dfi i} dfi, =0, 

, a P* ! 

°v 4" «i 4" a t 4" : 

eiue Gleichung, welche nach (45) der zweiundzwanzigsten Vor- 
lesung, durch elliptische Coordinaten ausgednickt, iibergeht in: 

Q | (A,- A^rfA^A, + (A,— A 0 )2?, 4 - (k 0 -k l )B^dl 0 dk l } = 0. 

Da nun A 0 cine gegebene, constants Grosse ist, so ist </A (l = 0, 
und die zuletzt angegebene Differentialgleichung redueirt sich 
auf: 

(16) rZA, dl, = 0 , 

welche Gleichung integrirt giebt: 

A, = C, oder Aj = C,. 


Dieses sind aber die Gleichungen der, mit dem gegebcnen 
Ellipsoid confocalen Oberfliichen zweiter Ordnung, welche das 
Ellipsoid nach der erweiterten Definition der Kriimmungs- 
curven auf Oberfliichen in den Kriimmungscurven schneiden. 
In gleicher Weise fiihrt die Differentialgleichung der Kriim- 
mungscurven auf einem der beiden Hyperboloide, ausgedriickt 
durch elliptische Coordinaten und integrirt, auf die mit ihnen 
confocalen Oberfliichen. Wir konnen daher mit Recht die 
Kriimmungscurven auf Oberfliichen zweiter Ordnung, wie in 
der zweiundzwanzigsten Vorlesung geschehen ist, als die 
Schnittcurven confocaler Oberfliichen zweiter Ordnung erkliiren. 


Monge nennt Kriimmungscurven auf einer gegebenen 
Oberfliiche die stetige Aufeinanderfolge von Punkten, fiir welche 
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die uuendlich nahen Normalen der Oberflache sich schneideu. 
Wir werden durch den Calcul nachweisen, dass diese Art 
Curven mit den, in dem Vorhergehenden definirteu Kriim- 
mungscurven zusammenfallen. 

Wenn wir rait x, y, z die Coordinateu eines Punktes p 
auf der gegebeneu Oberflache u — 0 bezeiehnen, so haben 
wir die Gleichungen der Normale in diesem Punkte: 

x - a = pu 0 , 

( 17 ) y ~ = (•**,, 

z — e = ju Mj . 

Setzen wir in diesen Gleichungen fiir x, y, z die Coordinateu 
x -(- dx, y -f- <hj, z -f- dz eines, dem Punkte p uuendlich nahe 
liegenden Punktes q der Oberflache, so werden die Gleichun- 
gen der Normale in dem Punkte q : 

x -j - dx — a — -|- du „ ) , 

(18) y + dy — b = v(m, -f rfu,), • 

z -f- dz — c = v(u 2 -f- dn } ) , 

wenn wir annehmen, dass durch jene Substitution p in v iiber- 
gehe. 

Sollen sich diese beiden Normalen schneideu, so Knussen 
gewisse Werthe von a, b, c den beiden Systemen Gleichungen 
zu gleicher Zeit geniigen. Zieht man daher unter der Vor- 
aussetzung, dass a, b, c diese Werthe haben, das erste System 
Gleichungen von dem zweiten ab, so erhalt man die Be- 
dingungsgleichungen fiir den Punkt q: 

dx -f (ft — v) h„ — vdn 0 = 0 , 
dy -j- (p — v)«, — vdu, = 0 , 
dz -f- (p — v) M, — vdu 2 = 0 , 

aus welchen durch Elimination der Unbekannten (p — v) und 
— v die Differentialgleichung der Curven von Monge hervor- 


geht: 

j «o> 


n, 

(19) 

. . dx , 

dy, 

dz 


! tf«a , 

du , , 

du t \ 


Einut 

Bemerkt i 
Potenien 


» sieht 
mungsct 
it® Mi. 


*'alo 

Obei 

stW 

scht 

foei 

ihri 

8ch 

Ob 


si 

fl 

u 

d 

i 




Digitized by Gilbgle 


Einunddrcissigste Vorlesung. Das Theorem von Du pin. 429 

Bemerkt man aber, dass, mit Vernachliissigung der liiiheren 
Potenzen von dx, dy, dz, ist: 

du a = u 00 dx -f ti ol dy -f u n de = ^rp'idx), 

(20) . . . dii, = u, 0 dx + u„dy + u n dz = i<p'(dy), 
du 2 = u w dx + « 21 dy -f u n dz = \<p'(dz), 

so sielit man, dass die Differentialgleicliung (lf>) der Krlirn- 
mungscurven mit der Differentialgleicliung (19) der Cnrven 
von Monge vollkommen tibereinstimmt. 


Einunddreissigste Vorlesung. 

Das Theorem von Du pin. 

In der vorhergelienden Vorlesung haben wir durch den 
(Jalcul nachgewiesen , dass sich die drei Systeme confocaler 
Oberfliichen zweiter Ordnung in ihren Kriimmungscurven 
schneiden. Diese drei Systeme Oberfliichen zweiter Ordnung 
schneiden sich senkrecht. Die Erorterung der Frage, ob diese 
drei Systeme Oberfliichen zweiter Ordnung sich darum in 
ihren Kriimmungscurven schneiden, weil sie sich senkrecht 
schneiden, und die Erweiterung der Frage auf allgemeine 
Oberflachen ffihrt auf das Theorem von Dupin: 

Wenn drei Systeme Oberfliichen so beschaffen 
sind, dass durch j eden Punk t des Raumes ei ne Ober- 
flache aus jedem der drei Systeme hindurchgeht, 
und wenn sich jene drei, durch denbeliebigen Punkt 
des Raumes gelegten Oberfliichen immer senkrecht 
schneiden, so schneiden sich die drei Systeme Ober- 
fliichen gegenseitig in ihren Kriimmungscurven. 

Aus diesem Theoreme folgt dann ohne YVeiteres, dass die 
drei Systeme confocaler Oberflachen zweiter Ordnung sich 
gegenseitig in ihren Kriimmungscurven schneiden, weil sie 
sich senkrecht schneiden. 
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Wir werden die Bedingungen des Theoremes analytisch Zw 

feststellen , liierauf aus deu Bedingungen weitere Folgerungen Weisc 

zieheu und letztere dazu benutzen, urn das Theorem selbst chnng 

zu beweisen. C> 

Ein System Oberflachen ist im Allgemeinen durch eine abersii 

Gleichung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes '.we ' 

und einer willkilrlichen Constante gegeben. Diese Gleichung nunge 

kbnnen wir uns nach der willkilrlichen Constante aufgelost 
denken , und demnach annehmen , dass die drei Svsteme Ober- 
fliichen durch ihre Gleichungen in der aufgelbsten Form ge- 0 

geben seien: ZKt 

(1) u = /t°, v = A', w = A", mit 


indent wir unter u, v, w irgeud welclie Fuuctionen der Coor- 
dinaten x, y, z versteheu und unter A # , A', A - ' willkiirliche Con- 
stanten. 

In dieser Voraussetzung sind die Bedingungen des Theo- 
remes : 

t’ 0 U’ 0 4- + r 2 w 2 = 0 , 

(2) W 0 U 0 + W,M, + W,Uj = 0 , 

Vo + «i«i + «2«i =0, 

wenn wir mit w 0 , « 2 . . . die partiellen Differentialquotien- 

ten der Functionen u... nach den Variabeln x, y, z bezeichnen. 

Es sind diese Gleichungen identische Gleichungen, weil 
sie ausdrUcken, dass die Normalen der drei, durch einen be- 
liebigen Punkt des ltaumes geheuden Oberflachen in diesem 
Punkte auf einander senkreeht stehen. Man kann daher jede 
von diesen Gleichungen partiell nach einer der Variabeln 
differentiiren , wodurch man wieder identische Gleichungen 
erhalt. 

Aus der ersten von diesen Gleichungen geht, wenn man 
mit « X 2, v x i , io x i die zweiten partiellen Differentialquotienten 
der Functionen u,v, tv bezeichnet, folgendes System hervor: 

Ko«’o + v \o w i + <-’ 2 „w 2 ) -f ( w 00 v 0 -f- w ll) v l + w JQ v j) = 0 , 
(v 0l u> 0 -f- v u w x + v n w t ) -f (w 0l v 0 + w n v x + tc n v 2 ) = 0 , 
(»’ 02 M ’0 + V 12 W \ + v 22 Wj) -f- («? #2 t> 0 -f w n v x + w n t> 2 ) = 0. 
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Zwei andere Systeme Gleicliungen erhalt man auf gleiche 
Weise dureh Differentiation der zweiten und dritten Glei- 
chung (2). 

Uin diese drei Systeme identischer Gleicbungen in einer 
ubereichtlichen Form darzustellen , fiiliren wir nach der Ana- 
logic von (21) der neunundzwanzigsten Vorlesuug die Bezeich- 
nungen ein : 

<?(«,), « 1 , ff 2 ) = »oo"o J + M| |fl| 2 + »r/'i 2 + 2»| 2 «,a 2 + 2u i0 a 2 a 0 + 2« 0l o„a„ 
(3) ^(a 0 ,a„o 1 )=» (M1 o 0 2 + t; 11 « 1 *+i;2 ;i o ;i 2 -f2e ll a l aj-|-2Tj 0 a J a 0 +2n # ,o 0 a l / 
X(a v ,a l ,a J )^Wo 0 a^+tc n a^+w n a^+2tv l2 a,u. i -{-2w. iu a.,a 0 +2tc ol a a ( i l , 

mit deren Hulfe wir jene drei Systeme identischer Gleichun- 
gen, nacli Multiplication mit dem Factor 2, also darstellen: 

+ Z'K) =.° > 

*\Wi) + z'( l ’i) = 

*'(»*) + Z'Oi) = o„ 

z'K) + <p'Oo) = o , 

( 4 ) • • Z'(«t) + 9>'(«’i)= 0 > 

z'(« 3 ) + = 0, 

<p'(*’o) + ^(«o) = 0 » 

i) + = 0 1 

+ ^’K) = 0- 

Wir fUhren ferner, um abzukiirzen, die Bezeichnimgen eiu: 

0(v, to) = « 0 9>'(«’o) + v,tp'(w ,) + f 2 9 )'(M’ 2 ), 

(5) . . . ! i r (ic, m) = iv u 4'(ii a ) + «.’,*>'(«,) + w^'Og ) , 

X(u, v ) = «„z'(*’o) + «iZ'(i’i) + 
wobei zu bemerken ist, dass: 

(6) 0(v, w) = </>(«), v), Wt w, u) = W(tt, w), X(u, v) = A(f, «). 

Aus den Gleichungen (4) setzen wir nun folgende zusammen : 

*ff(W,«) + X(»,«) = 0, 

( 7 ) X(u,v) + ®(», •) — <>, 

0(v, to) -f- W(u, «•)= 0. 
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Die erste von diesen Gleichungen erhiilt man niimlich , worn 
man die drei Gleichungen des crsten Systemes (4) der Reihe 
nach mit w t , « 2 multiplicirt und addirt und so weiter. 

Addirt man zwei von diesen Gleichungen und zieht die 
dritte ab, so erhalt man: 

(8) ... 0{v,w) = O, W{w, m) = 0, X(u,v) — 0. 

Diese drei Gleichungen zugleich mit den drei Bediugungs- 
gleichungen (2) des obeu augegebenen Theoremes werden nun 
dazu dienen, das Theorem zu beweissen. 

Den Beweis des Theoremes werden wir in der Weise 
fiihren, dass wir zeigen, wie die Gleichungen: 

(9) « — V, v = A', 

welche den Gleichungen (2) und deshalb den Gleichungen (8) 
genugen, aueh der Differentialgleichung (15) in der vorher- 
gehenden Vorlesung der Kriimmungscurve der ersten Ober- 
fliiche « = A° genilgen. 

Wenn wir demnach mit K den Ausdruck bezeiclineu : 

j M 0> «2 

(10) K= dx, dy , de , 

<p\dx), <p'(dy), <p\dz) 1 

der entwickelt die Gestalt annimmt: 

(11) K — («,rfo — «j dy) <p'(dx) -f- (u^dc — u„dz) <p\dy) 

+ — u v dx)q>\dz), 

so werden wir nachzuweisen hnben, dass unter Voraussetzung 
tier angefiihrten Gleichungen (9), (2) und (8) dieser Ausdruck 
K verschwindet. 

Differeutiiren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (9), 
so erhalten wir: 

u 0 dx -f- «, dy -f- u t dz = 0 , 
v„d x -f- r , dy -f- v 2 dz — 0 , 

zwei Gleichungen, welche, mit den beideu erslen Gleichun- 
geu (2): 
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tt 0 tc„ -f- M|»f| -j- n.,tc., = 0 , 

‘V«’o + V,W t + v t W t = 0 

verglichen, beweisen, dass dx : thj : dz = u\, : to, : tv 2) oder dass : 

dx = A w„ , dif = X u\ , dz — X tc 2 . 

Setzen wir <liese Wcrthe in den Ausdruck (11), so er- 
halten wir: 

ji = (m.m-j — M 1 W,)9>’(«\>) -f (u a a? 0 — «„«’.,) (p'(w,) 

4- (u u tv, — m,«> 0 ) ?'(«’,). 

Bestimmen wir endlich die Verhiiltnisse von v„ : v t : r., 
aus der ersten und letzten Gleichung (2) oder, mit EinfQh- 
rung eines unbestimmten Factors u , jene Grossen selbst: 

u,u\, — u.,w, = ftv 0 , u t w 0 — u a w 2 = fiv, , u u w, — - fiw 2 , 

uml setzen diese Wertlie in den zuletzt gegebeuen Ausdruck 
fiir ein, so wird auf Grund der Bezeichnungen (5): 

(12) K = u X-<I> (v , tv) . 

Da aber nach (8) (v , tv) verschwindet, so verschwiudet 

auch K. 

Wir geben schliesslicli nocli einen zweiten Beweis des 
Dupin’schen Theoremes, gestiltzt auf Coordinnteutransfor- 
mation. 

Wir gehen wieder von den drei Systemen OberHiichen (1) 
aus, welcbe den Bedingungen (2) des Theoremes gentigen, 
woraus die Gleicliungen (8) eine unmittclbare Folge sind. Wir 
betrachten aber in den Gleicliungen (1) die willkiirlichen Con- 
stanten A 0 , A', A'' als die (Joordinaten desjenigen Punktcs ini 
Ranine, dem die rechtwinkligen Coordinaten x,y,s durck die 
Gleichungen (1) entsprecken, und stellen den Ausdruck (10) K, 
der, gleick 0 gesetzt, die Differentialgleichung der Krilmmungs- 
curve der gegebeuen Oberfliiche u — A" ist, als eine Function 
der Coordinaten A°, A’, X" und ihrer Difterentialen dX n , dX', tlX" 
dar. Weun wir diesen so transformirten Ausdruck K gleick 
0 setzen, so erhalten wir die Differentialgleickung der Kriim- 
inungscurven anf der gegebeuen Oberfliiche in einer integrir- 

IIkask, nnalyt. (ioometr. d. Ruumet. 2. Aufl. 28 
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baren Form, und konnen daraus die (jlleichnngen der Ol>er- 
fliichen selbst ableiten, welclie die gegebcne OberflSclie in 
ihren Kriimmungsctirven schneiden. Es wird sich danu zeijgeit, 
duss die hergeleiteten Oberfliicben gerade diejenigen sind, die 
durch die Gleichungen v — /. und tc = A" mit den willkfir- 
liclien Constanten X' und X" analytisch ausgedriiekt werden. 

Die drei Gleichungen (1) geben, nach den rechtwinkligen 
Ooordinaten aufgelbset, die Werthe derselben als Functioneji 
von A 0 , A', A". DiHerentiiren wir diese Gleichungen, um anch 
die Differentialen der rechtwinkligen Goordfhaten auszudrOcken, 
so crhalten wir: 

n u ilx -f- u t dy -f- n-,dz = dX a , 

(13) v u dx -f- «y + t’j dz = dX\ 

w u dx -(- ic iily -}- ic. t ds — dX", 

Dieses System von linearen Gleichungen haben wir nach 
dx, dy, dz aufzulbsen. Wir behaupten, dass die aufgeliisten 
Gleichungen folgende sind: 

, . ill' . dl" 

di — Mq u -f- i>„ y “p ir 0 » 

,, .. , ill 0 . dl' , dl" 

(14) dy = w, JJ + V, y w t -fy 1 

, dJ . dl' . dl" 

dz = -jj -f- *’i y + jp > 

wenn wir, um abzukiirzen, setzen: 

U = u 2 -f M| J + U 2 , 

(15) r=v 0 * + V +r,*, 

W = tc u 2 -f- tc t 2 -}- Wj 2 . 

Denn setzt man die Werthe von dx, dy, dz aus (14) in (13) 
eiu, und vergleicht auf beiden Seiten der Gleichungen die 
Coefficienten von ilX", dX', dX", so erhalt man neun Bedin- 
gungsgleichungen , von welchen drei von selber erftillt werden, 
wahrend die sechs anderen mit den Gleichungen (2) Uberein- 
stimmen. 

Um nun die Determinant* (10) K mit Hiilfe von (14) 
leichter zu transformiren , bilden wir die Determinante D: 
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(1C) 


1 ) = 



«l 

7 

«* 

»’# > 

t’l 

7 


«’u> 

IV 

19 



und stellen das Product Kl) lteider Determinanten als eine 
Determinant dar, welclie mit Riicksieht auf (15), (13) und 
(2) die Gestalt erliiilt: 

i U, 0, 0, 

Kl) \ ,n "> llX ’ ‘ n "> 

' il.rq>\u a )-\-dycp’(u,) tl.rcp'u' a ) + dyip\i\) dxcp\tr 0 )-\-dytp\ic,) 

+ dz<p'(u t ), + d:rp ’(»■,), +ilztp'{ip,) 

oder kiirzer: 


(17) U 


• I <W, 


dk" 


I dxipXv t )+dyq>\v,)+dctp'(v t ), dxq>\iv 0 )-\-dy<p\Mi,)+dsip'(w^ | 

Multipliciren wir, um dieses Product weiter zu vereiufachen, 
die Gleichungen (14) der lleihe uach mit <p'(»’„), <p\v ,), <p'(»’ } ), 
oder mit <p’ (!*•„) , <jp'( M, j)> und addiren, so erhalten wir 

auf Grand der Gleichungen (8) und mit Itilcksicht auf die 

Bezeichn ungen (5): 

dxq>\v 0 ) + dytp\f> ,) + dztp\v 2 ) = * (, j) r) dk' + ^ v) dk u , 

d.r <f>'(tv n ) -f <ly<p\ic t ) -f ds <p\w 2 ) = *'1,’."' dk" -f ' I ‘ iu ( [' n dk", 


wodurch der Ausdruck (17) tibergeht in: 
I dk', dk" 


Kl) - V 


der: 


dk' + dk\ dk"+ 


«) 


t/A° 


(18) Zil - *^\dk'dk"+ {d>(u,w)dk’- Q(u,v)dk"} dk«- 


Hiernach geht die Differentialgleichung K — 0 der Kriim- 
mungscurven der Oberflache « = A 0 , filr welclie A 0 eine Con- 
stante ist, iiber in: 

(19) dk'dk"=0, 

welche Gleichung integrirt giebt k' oder k" gleich einer will- 
kurlichen Constanten. 


28 * 
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An hang. 

Planeten - Bewegung. 


Unter Plaueten-Bewcgung verstehen wir die Bewegung 
eines materiellen freien Punktes, des Planeten, um einen festen 
Punkt, die Sonne , welche den freien Punkt nach dem New- 
ton'schen Gesetze anzielit. Diese Bewegung auf Grand der 
in iler analytischcn Meclianik entwickelten Prineipieu festzu- 
stellen, soil unsere Aufgabe sein. 

Die Auflosung der Aufgabe erkliirt allerdings nicht den 
wirklichen Vorgang in der Natur. Denn die Sonne liegt in 
dem Weltenraume eben so wcnig fest, nls irgend ein Planet. 
Wir werden dnrum zum Scklusse unserer Vorlcsung zeigen, 
wie das Problem zweier Korper auf die vorgelegte Aufgabe, 
als eiue Fundamentalaufgabe, zuriickgefiilirt werden kaun. 

Unsere Aufgabe verlangt die Bestimmung der Coordinaten 
x, y. z des Planeten und deniniiehst der Entfernung des Pla- 
neten von der Sonne, des Radius vector r, als Functionen der 
Zeit t. Diese Bestimmung soil in dem Folgenden gemaekt 
werden durch Aufstellung von vier Gleichungen zwischen den 
tttnf Variabeln x, y, z, r, f. Hire Auflosungen nacli den vier 
ersten Variabeln geben dann dieselben als Functionen der Zeit. 

Wenn zur Losung unserer Aufgabe nichts weiter gegeben 
ist, als die Luge der Sonne in dem Anfangspunkte der Coor- 
dinaten und das Newton’scke Gesetz der Anziehung, so sielit 
man, dass die Aufgabe keineswegs eine ganz bestimmte ist, 
dass sie vielmelir willkiirliche Annahmen zuliisst, welchen wir 
vorerst nachgehen wollen. 

Betracliten wir nun zu diesem Zwecke den Zustand des 
Planeten in seiner Bewegung zu einer bestimmteu Zeit, die 
wir bezeiehnen wollen mit t = 0. Dieser sogenaunte An- 
fangszustand hiingt ub: erstens von den drei Coordinaten des 
Planeten, also von drei Constanten, zweitens von der Rich- 
tung der Tangente seiner Balm , welche analytisch sicli durch 
zwei Constanten bestimmen lasst, drittens von der Griisse der 
Gescbwiudigkcit, ausgedruckt durch eine Constante. 
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VVie sicb eine oder uiehrere dieser seeks Constanten 
ibidem, wird aock die Hewcgung des Plaueten eine andere. 
Die vollstiindige Lbsung unserer Aufgabe muss darum seeks 
willkiirliche Constanten eiitlialten. 

Die analytische Mechanik ist seit D’Alembert in der 
glileklicheu Page, die Gleichungen sogleicli hinsclireiben zn 
konnen, welelio eiu gegebenes Problem der Mechanik Ibsen. 
I >ie D’Alembert’schen Gleicliungen sjnd allerdings uiclit (ilei- 
ekungen, welcbe das Problem uumittclhar loseu, sondern es 
sind Ditt'erentialgleickuugen, welcbe Nebenumstiiude unberiick- 
sichtigt lassen nnd darum gleicli gauze Klassen von Aufgaben 
zusammenfasseu. 

In deni vorliegeudeu Eulle ist es der Anfungszustand des 
Plaueten, auf welchen die D'Alemliert’scbeu Gleichungen keine 
Hiicksicht nebmen. Es ist dalier vorauszuseben , dass die 
D’Alembert’scben Dillurentialgleichungen seeks lutegrationen 
erfordern, (lurch welcbe die oben genannten seeks Constan- 
ten eingefiihrt werdeu. 

Iudem wir die Kenntniss des D’Alembertschen Priucipes 
voraussetzen , scbreiben wir die Differentialgleichuugen bin, 
■welcbe unsere Aufgabe Ibsen: 

x f .c „ x 2 // %'z 

r < > V ; r i } 2 s 1 

r - VU' 1 + f + -’)• 

In ihnen bedeuten x, tj , z die Coordinaten des Plaueten, 
r seine Entfernung von der, im Anfangspimkte der Coordi- 
liaten liegenden Sonne und die mit Strichen versebeiien Coor- 
dinaten die Differentialquotienteu derselben nacb der Zeit t. 
geuommeu; x‘ ist die Anziehung, die die Sonne gegen den 
Plaueten in der Einhcit der Entfernung ansiibt. 

Die Ditferentialgleicbungen (1) verlangen in der That 
seeks lutegrationen, wie man unmittelbar sielit, wenn man 
x- — 0 setzt; aber sie verlangen auch niebt mebr als seeks 
lutegrationen. Demi (lurch fortgesetzte Differentiation und 
Elimination liiss^ sich eine Difl’ereiitialgleichung der seeb- 
sten Ordnung ableiten zwischen einer Coordinate und der 
Zeit. 
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Es bedarf keiner Integration der niifgefiilirteu Differen- 
tialgleiehungen, um sogleich einc Eigenschaft der Balm des 
l’laneten zu erkenneu. Betraekten wir zu diesem Zweeke 
drei auf einander folgende, unendlicli nabe Stellungen des 
Planeten, die gegcben sind durcli die (Joordinateu: 

x , V, c, 

x + x'dt , y -f- ydt , z -(- z'dt , 

x -f 2 x’dt -f x<W, y -f 2 ydt + y dt 1 , . e -f 2 z’dt + z\W, 

so wird, wenn wir mit 1) die Determinaute bezeicbnen: 


( 2 ) 


/) = 


x, y, * ; 
x, y, e . 
x", y", *" 


der Ausdruek Ddt 3 Jen sechsfacben Inhalt der dreiseitigen 
Pyramide bezeicbnen , deren Ecken durch die drei Stellungen 
des Planeten und den Stand der Sonne im Anfangspunkte der 
Coordinaten bestimmt sind. 

Die Determinaute 1) verschwindet, wenn wir fiir x", y", /’ 
die Werthe aus (1) setzen. Aus diesem Umstande schliessen 
wir, dass die Ecken der genannten dreiseitigen Pyramide in 
einer und derselben Ebene liegen. Da diese, durch die Sonne 
geheude Ebene schon durch zwei, unendlicli nabe Stellungen 
des Planeten bestimmt ist, und die dritte, unendlich nahe in 
ihr liegt, so -wird, wenn wir von den beiden letzten Stel- 
lungen des Planeten ausgehen , die darauf folgende sich wie- 
der nicht von der Ebene entfemen und so ferner. Wir 
driicken dieses kurz so aus: 


Die Bewegung des Planeten geschieht in einer 
durch die Sonne gehenden, ganz bestimmten Ebene. 

Wenn wir demnach mit X, Y, Z die Coordinaten eines 
variabelu Punktes bezeichnen, so wird: 

x, y, z j m 

x, y, e | = 0 

X, Y, Z j 
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die Gleichung der Ebene sein, in welcher sich dcr Planet 
bewegt. 

Da die Lage dieser Ebene offenbar abhangt von dem 
Anfangszustande des Planeten, welcher bei der Aufstelluug 
der Differentialgleichungen (1) unberfieksichtigt blieb, so sehen 
wir, dass es unmoglich ist, die Gleichung der genannteu Ebene 
ohne Integration bloss aus den Differentialgleichungen fest- 
zustellen. Wir wolleu daher vorerst diejenigen Integrationen 
der Differentialgleichungen unternelimen , welche zur Eest- 
stellung der genannten Ebene erforderlich sind. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die erste Gleichung 
(1) mit y, und zielien sie vou der mit x multiplicirtcn, zweiten 
Gleichung ab, so erhalten wir: xy" — x'y = 0, eine Glei- 
cliuug, welche integrirt giebt: xy — x'y = v r Verfahren 
wir in gleieher Weise mit je zwei von den drei Differential- 
gleichungen (1), so ergeben sich daraus folgeude Integral- 
gleichungen mit den willkiirlichen Constanten c„, c, , c . i : 

(4) . . . yz' — y'z = c„, zx — z'x = c, , xy — xy = c 2 . 

Die analytische Mechanik neuut sie die Flachensiitze 
wegen ihrer geometrischen Bedeutung, die wir hier ausein- 
ander setzen wollen. 

’Betrachten wir niimlich das Dreieck d, dessen Ecken 
gegeben sind durch die zwei ersten, unendlich nahe liegenden 
Stellungen des Planeten und die Lage der Sonne, so sind 
die doppelten Inhalte der senkrechten Projectionen des Drei- 
ecks d auf die Coordinatenebenen die in (4) mit dt multi- 
plicirten Ausdrllcke, niimlich: 

c a dt , c x dt , c 2 dt. 

Bezeichnen wir nun mit 2d den doppelten Inhalt des 
Dreiecks d , so haben wir: 

4 zP = (c 0 3 + c, 3 + c 2 3 )<tf 3 ; 

oder, wenn wir mit C eine neue Constante einfuhren durch 
die Gleichung: 

(5) C 1 - + c, 3 + c 2 3 , 
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so wird: 

(6) 2z/ = Cdt. 

Diese Gleichung driickt aus, daws das vou dem Uadius- 
vector in einetu unendlich kleinen Zcitruuuie bescbriebene 
Dreieck dor Zeit proportional ist. Da die Summe dieser Drei- 
ecke fiir eineu endlicheu Zeitraum die von dem liadiusvector 
bescbriebene Flaclie ausmacheu , so ergiebt sieb hieraus das 
erste Kepler'sche Gesetz: 

Die von deiu Radiusveetor bescbriebeneu Flii- 
cheuraume sind proportional den Zeiten, in welchen 
sie beschrieben werden. 

Die Flacheusatze dienen zur Bestimmung der Ebene, in 
weleher sicli der Planet bewegt. Denn entwickell man die 
Gleichung (3) dieser Ebene, so werden die Coefficientcn der 
variabeln (Joordinaten gerade die Ausdriieke (4) uml deninacb 
die Gleichung der gesucbten Ebene: 

(7) Y + c i z = 0. 

Da der Planet in dieser Ebene liegt, so haben wir die 
Gleichungen: , 

V + c,y + c 2* = 0 , 
v’ + <-,y' + V = o , 

welcbe man auch erhiilt, wenn man die Gleichungen (4) niit 
x, y, z oder x, ij , z multiplicirt und addirt. 

Um ein viertes Integral der Differentialgleicbungen (1) 
zu erhalteu, multiplieiren wir die drei ersten Gleichungen 
respective mit x, y, s' und addireu. Das Integral der so 
componirten Gleichung ist dauu folgendes: 

(0) i (*' 2 + y : + **) - + /'• 

Der linke Theil dieser Gleichung wird in der analytischen 
Mechanik die halbe lebendige Kraft genannt. Er bedeutet 
bier das durcb 2 dividirte Quadrat der Gescbwindigkeit des 
I’laneten. Die Gleichung selbet sagt aus, dass in dem Ver- 
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laufe tier Bewegung ties Planeten die lebendige Kraft oder 
die Geseliwindigkeit ties Planeten in zwei Zeitpunkten die- 
selbeu seiu werdeu, wemi die dieseu entsprecheuden Ratlii- 
vectoren gleich sind. 

Es ist ein bekmmtcr Determinantensatz: 


(10) (x- + if + J) (aft + y ‘ + z"‘) ~ {xx + tjy + zz’f 

= i'j~ - yzf + («■•' — fa) 1 + (j f — -cyy , 


den man aus tier Gleieluuig DD = J)D erliiilt, weuu man 
den liiiken Tlieil dieser Gleieliuug, das Product zweier Deter- 
minauteu (2), als cine Determinante darstellt, tliese partiell 
naeb deni Elemente x x'-\- y"y"- f- z"z" differentiirt und den tla- 
durcli erbaltenen DifTerentialquoticnt uacb (43) tier siebeuten 
Vorlesung ansdrilckt dureh tlie partielleu Diflerentialquotien- 
ten tier Factoren des rechten Theiles tier Gleieliuug. 

Quadrirt man nun die letzte Gleieliuug (1) und differen- 
tiirt dieselbe, so erliiilt man: 

(11) r/ = xx -f yy + zz . 


Benutzt man diese Gleiebung zugleieh mit tier Gleiehung, 
woraus sie entstanden ist, mit Zuziehung tier Flachensiitze 
(4) , so giebt tlie Determinantengleicliung ( 10) folgenden Aus- 
druck fur die lebendige Kraft: 

(12) + !/'*•+ = r' 2 + % • 


Eliminirt man endlieh tlie lebendige Kraft aus (9) und 
(12), so erliiilt man: 


(13) 


2 h + 


C* 
r» ’ 


eine Dilferentialgleiehuug erster Ordnung, aus weleher man 
durch Integration erliiilt: 



Y r on den am Anfange unserer Untersuehuug angekiln- 
digten sechs lntegratiouen sind bis dahiii fiinf Iutegrationen 
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vollfiihrt. Es bleibt noch eiue Integration zu macben iibrig. 
I>ie weiteren Principien der Mechanik vor Jacobi geben 
keine allgeraeinen Regeln an, nach welchen, wie die vorher- 
gehenden, so das letzte Integral unsercs Systemes Differen- 
tialgleichungen gefundeu werdeu kann. Da wir jedoch an 
dieser Stelle keinen Gebrauch macben wollen von dem Prin- 
cipe der letzten Integration von Jacobi , weil es sicb nicht so 
kurz darstellen lasst, so bleibt uns nichts iibrig, als zu unter- 
sucben , ob nicht vielleic-ht eines von den schon angewendeten 
Principien der Mechanik, zur Integration der Differentialglei- 
chungen nochmals angewcndet, uns auf das letzte Integral 
fiilirt. Wir kehren zu diesem Zwecke zu den Differcntial- 
gleicliungen (1) zuriick, von welchen wir ausgegangen sind. 

Die Differentialgleichungen (I) sind zu symmctriseh, nls 
dass wir die Symmetrie durch EiufUhrung neuer Variabelu 
zerstbren mochten. Die vierte Gleichung (1) ist keine Dif- 
ferentialgleichung und durum in keiner Wcise symmetrisch 
mit den iibrigen Glcichungeu.- Eine gewisse Symmetrie zwi- 
schen den vier Gleichungen (1) wird eben erreicht, wenn wir 
an Stelle der vierten Gleichung, als Definition des Radius- 
vector r auch eiue Differeutialgleichung zweiter Orduung ein- 
fiihren. 

Differentiiren wir zu diesem Zwecke die Gleichung (13), 
so erhalteu wir: 


(15) 



Die Interpretation dieser Differentialgleichung giebt den 
Satz : 

Wenn man auf dem Radiusvector eines Plane- 
ten lebte, ohne eine Vorstellung von der Bewegung 
des Radiusvector um die Sonne zu liaben, so konute 
man die Bewegung des Planeten auf dem. Radius- 
vector nicht durch das Newton’sche Gesetz, dass 
die Anziehuug gescha.be umgekehrt dem Quadrate 
der Entfernung des Planeten von der Sonne, erklii- 
ren; es miisste noch die uingekehrte dritte Potenz 
der Entfernung zu Hillfe zugenommen werden. 


< 
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Wenn wir nun an Stelle tier vierten Gleichung (1) die 
Differentialgleiehung (15) einfiihren, so zeigt es sich, (lass 
tier Flachensutz der Mechanik sich an je zwei von den vier 
Difl’erentialgleichiuigen anlegen liisst. Denn multipliciren wir 
die erste Gleichung (1) mit r, die Gleichung (15) mit x, und 
ziehen letztere von der erstcn ab, so erhalten wir: 

„ C' 

rx — r x — — x, 

und mit Riicksieht auf die erste Gleichung (1): 

,, C* „ 

rx — r x — -i- x . 

Integrirt giebt diese Gleichung: 

rx — rx = x -f b„. 

Auf diese YVeise sehen wir an Stelle der gesuchteu letzteu 
Integralgleichung drei Integralgleichungen mit den willkiir- 
lichen Constanten b„, b t , b., liervorgehen : 

rx — rx= -fX + 

(16) riJ — r’V = y + b, , 

. , c* , . , 

rz — re = ^ z -f b,. 

Im Grunde br’auchen wir nur eine von diesen Integral- 
gleichungen, um die Losuug unseres Problemes zu vollenden. 
Wenn aber, wie in dem vorliegenden Falle, die Natur so frei- 
gebig ist, so kann man versichert sein, dass ihre Gaben ftir 
die Losung des Problemes von besonderem Werth sind. Und 
in der That wird es sich zeigen , dass die Constanten b 0 , b { , b 2 
der Integration einer sehr cinfachen und ftir das Problem 
nutzbaren, geometrischen Interpretation fiihig sind. Wir 
werden daruin keines von den 8 gefundenen Integralen (4), 
(9), (14), (16) unbeachtet lassen. 

Da wir in dem Vorhergehenden an Stelle der seehs will- 
kilrlichen Constanten der Integration acht willktlrliche Con- 
stanten c„, Cj, c 2 , h, t, b 0 , b it b 2 eingeftihrt haben, so mixssen 
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letztere zweien Bedingungsgleichungeu geuiigeu. Diese Be- 
dingungsglei eh ungen aufzusuclien , wird unscre uaehste Auf- 
gabc sein. 

Multipliciren wir die Gleiehuiigen (16) der Iteilie nach 
mit c 0 , c it c 2 und addireu, so erhalten wir in Beriitksieh- 
tigung der Gleiehuiigen (8): 

(17) V. + V. + V* - 0. 

Dieses ist eine vou deu gesuehten Bedingungsgleiehungen. 
Uui die audere Bedingungsgleichuug abzuleiteu, setzen 

wir: 

(18) J-p, 


wodurch die Gleichungen (16) die eiufacbere Gestalt erhalten: 


(>.r' — r.r = h„, 

(Dl) QV'—r’g^h |, 

QZ — f Z = l/j . 

Quadriren wir diese Gleiehuiigen, addiren und setzen, uni 
abzukiirzen : 

m & = w + v + w , 


so erhalten wir: 

IP = fU* + i i- + /* - r' ? ) + r*(p - r)», 
und mit Beriicksichtigung von (12) und (18): 


oder: 


( ’• c.' 

IS 1 =* p ; ~ T -f r ‘ * — r > 

* ,•» i B i 


2 P-c* = <?(s^ + /*£), 

und init Beriieksiehtigung von (18): 

^ «;(-»%+ - + ^ 1 )* 

Setzt man in diese Gleiehung deu Werth von p aus (18) ein, 
so gcht sie liber in: 
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und rait Beriichsiehtigung von (13) erhiilt mnn die gesuchte 
Bed in gungsgl ei chung : 

(21) JP — CP = 2/i -■ 

Denn die Grossen C 1 und B- sind die in (5) und (20) ange- 
gebenen Ausdriicke der Integratiousconstanten. 

Es ist auf diese VVeise nackgewiesen, dass die gefunde- 
neu acht Integralgleichungen nicht unabbiiugig von einauder 
sind , sondern dass sie die Stelle von seeks unabhiingigeu Inte- 
gralgleiehungen vertreteu. Giebt man diesen sechs Gleickun- 
gen noek die vierte Gleickung (1) und die Gleickung (11) 
bei, so hat man acht von einauder unabhiingige Gleichungen. 
Durch Elimination der vier Grossen r, x, y, z aus denselben 
gehen dann die gesuchten vier Gleichungen zwisclien den 
Variabeln r, x, y, z, t hervor. 

Um diese Elimination in gesekickter Weise auszufUkreu, 
zieken wir von der mit z multiplicirten zweiteu Gleickung 
(19) die mit y multiplicirte dritte Gleickung ab, wodurch wir 
mit Rucksicht auf (4) erhalten: 

c»Q ~ *>■& + h \ B = *>, 

und aus dem 8ysteme Gleichungen (19) gekt folgendes hervor: 

c 0 p — hy -{-b l z = 0, . 

(22) c,p — \z -f b 2 x=0, 

c 2 q — b t x -f b 0 y = 0. 

VVenn man in diese Gleichungen den Werth von p aus 
(18) und dann den Werth von r aus (1) einsetzt, so stellen 
sie Oberflilcken zweiter Ordnung dar, auf welckeu sich der 
Planet bewegt. Ua der Planet sick iiberdies in der Ebene 
(7) bewegt, so miissen die drei Oberfliichen (22) sich in einer 
und derselben ebeuen Curve schneiden. Wir werden dieses 
auck direct einsehen. 

Multipliciren wir die Gleichungen (22) der Reike nacli 
mit b a , b n b 2 und addiren, so verschwindet nach (17) die 
Summe identisch. Es ist dieses eiu Beweis, dass jede der drei 
OberHiieken zweiter Ordnung durch die Schnittcurve der beiden 
anderen geht. 
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Multipliciren wir die zweite Gleichung (22) mit c, und 
zichen die drifcte mit r, multiplicirte Gleichung ab, so erhal- 
ten wir mit liiicksicht auf (17) die Gleichung der Ebene (7). 

Damns ist der Schluss zu ziehen , (lass die • drei Ober- 
fliichcu sieh in einer Curve schneiden, welche in der Ebene 
(7) liegt. 

Multipliciren wir endlich, uin die drei Oberfliiehen in 
symmetrischer Wcise zu verweuden , die Gleichungen (22) der 
lteihe naeli mit n llt r t) r 2 und addireu, so wird mit Rilchsieht 
auf (5): 


(2:5) 




~(Ji r ll } c l 1 

x, y, 


e 


0 


die Gleielnmg der Oberflache zweiter Ordnung, welche von 
der Ebene: 

(24) c 0 x -f r,y + c.f = 0 

in der Planetenbahn geschnitten wird. Wir kbnnen darurn 
sagen : 

Die Planetenbahn ist ein Kegelschnitt in einer 
Ebene, welche durch die Sonne geht. 


Urn die Lage des genannten Kegelschnittes zu ermitteln, 
miissen wir auf den Charakter der Oberflache zweiter Ord- 
nung (23) niilier eingehen. 

Be/.eichnen wir zu diesem Zwecke die durch CP dividirte 
Deterrainante in der Gleichung (23) also : 


(25) 



bo, b lt 

*T) I c i ! 

I x, y, 


h 

C 2 

0 


so stellt sich die Gleichung (23) der Oberflache zweiter Ord- 
nung kiirzer so dar: 

(26) p — F= 0. 


Diese Gleichung der Oberflache zweiter Ordnung ist die 
Differcnz der beiden Gleichungen: 

(27) p + A = 0, V+ A = 0. 
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Die erste Gleichung stellt; um die Sonne concentriselie 
Kugeln dar, die zweite Gleichung ist der aualytische Aus- 
druck 1'iir ein System paralleler Ebenen. Die Schnittcurven 
der coneentrisehen Kugeln und der parallelen Ebenen sind 
Kreise, deren Mittelpuukte siknmtlich auf dem, von der Sonne 
auf eine jener Ebenen gefiillten Lothe liegen. Da nun diese 
Kreise (27) auf der Oberflaehe (26) liegen, so kbnnen wir 
sagen: die Oberflaehe (26) ist eine Rotationsober- 
fliiclie. Die Rotationsaxe ist das geuannte Loth. 

VVenn nun die Cosinus der Winkel, welche die Rotations- 
axe A, die Normale der Ebeue V A = 0, mit den Coor- 
dinatenaxen bildet, sich verhalten wie « 0 : «, : <i v so hat man 
in Beriieksichtigung der entwickelten Ebencngleichung: 

a n = b,c. 2 — b 2 c l , 

(“9) a l ~ Vs > 

= Vi Vo- 

Da diese Ausdrucke, fur x, y, z, in die Gleichung (24) ge- 
setzt, derselben geut'igen, so schliessen wirdaraus: Die Ro- 
tationsaxe der Oberflaehe (26) liegt in der Ebene (24) 
der Planetenbahn. Wir kbnnen ferner sagen: Die Ober- 
fliiehe (26) wird erzeugt durch Rotation der Pla- 
netenbahn um eine von ihren Axen. Welche Axe der 
Plauetenbahn die Rotationsaxe der Oberflaehe (26) sei, kbn- 
nen wir hier noch nicht entseheiden. 

Fiihren wir nun eine gerade Linie B ein , welche mit 
den Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus sich ver- 
halteu wie b 0 : b, : b. 2) so haben wir auf Grund von (17) und 
(28): 

Vo “1“ 

(29) c 0 a„ + c,<^ + c 2 a 2 = 0, 

n A + a fi\ + «A = 0. 

Diese Gleichungen drilckeu aus, dass das Loth C der Ebene 
(24) der Planetenbahn , die Rotationsaxe A der OberHache 
(26) und die eben definirte, gerade Linie B auf einander senk- 
recht stehen. Wir kbnnen desbalb sagen: Die Constanten 
b u , b 2 der Integration bestimmen die Richtung 
der zweiten Axe der Planetenbahn. 
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Dass die Oberfliiche (26) eine Rotationsoberfliiche ist, 
kann man auf folgende Art einsehen. 

Setzt man niimlich die Wertbe von p nnd r aus (18) nnd 
(1) in die Gleichung (26) der Oberfliiche und quadrirt, so 
nininit die Gleichung die Gestalt an: 

** + ** + *’-■»*- o, 

indem JJ einen linearen Ausdruck der Punktcoordinaten dar- 
stellt. Driickt man nach bekaunter Hegel die Punktcoordi- 
naten durch Ebenencoordinateu aus, so kann man ohne ltech- 
nung einsehen, dass die Gleichung derselben Oberfliiche die 
Gestalt annimmt: 

n 5 -f- -f- w 1 — .4 = 0, 

indem A einen linearen Ausdruck in Ebenencoordinateu be- 
zeielinet. Dieses ist aber nach (21) der vierundzwanzigsten 
Vorlesung die allgemeine Form der Gleichungen von Rotations- 
oberfliichen zweiter Ordnung, die einen Brennpunkt im Coor- 
dinatenanfangspuukte haben. Der andere, auf der Rotations- 
axe gelegene Brennpunkt ist ebeufalls reell, weil die Brenu- 
punkte paarweise nur reell oder nur imagiuilr auftreten. 

Da nun die, durch die Hotationsaxe gehende Ebene (24) 
die Oberflache in einem Kegelschnitte schneidet, dessen Brenn- 
punkte mit den Brennpunkten der Oberfliiche zusammenfallen, 
so ist hierdurch das zweite Kepler 'sche Gesetz bewiesen : 

Die Planetenbahn ist ein Kegelschnitt. In einem 
Brennpunkte des K egelschnittes liegt die Sonne. 

Ob die Planetenbahn eine Ellipse, Parable oder llyperbel 
sei , wird davou abhangen, ob die Rotationsoberfliiche (26) ein 
Ellipsoid, ein Paraboloid oder ein Hyperboloid sei. Dieses 
crfahren wir, wenn wir die von dem Brennpunkte, in wel- 
chem die Sonne liegt, ausgehenden Radiivectoren in das Auge 
fassen, wclchc in the Rotatiousaxe A fallen. Haben diese 
Radiivectoren die entgegengesetzte oder die gleiche Richtung, 
so ist die Oberflache ein Ellipsoid oder ein Hyperboloid. 1st 
eiuer der beiden Radiivectoren unendlich gross, so liegt ein 
Paraboloid vor. 
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Die Coordinaten eines beliebigeu Punktes auf der Rota- 
tionsaxe werdeu ausgcdriiekt, wie folgt: 


+ r 




= + >■ 


A 


A = K(V + + «?)■ 


Das eine Vorzeichen gilt fiir die Punkte, welclie von dein 
Breunpuukte auf der einen Seite liegen, das andere fiir die 
Punkte der anderen Kiehtung. Setzen wir demnaeh die an- 
gegebenen Werthe der (Joordinateu in die Gleichuug der Ober- 
Hiiebe (26), so wird die Oberfliiebe ein Ellipsoid seiu, wenu 
die deu beiden Vorzeichen entsprechendeu Werthe von r gleiche 
Vorzeichen liabeu. 

Der Ausdruck V in (25) ist nach (28) folgender: 



(«o* + u,y -f flji r) . 


Setzen wir in denselbeu die augegebeuen Coordinaten , so 
erhalten wir: 


woraus mit Bertleksichtigung^von (28) und des Determinanten- 
satzes (10) hervorgeht: 

V=±r*- 


Setzen wir endlicli diescn Werth von V in (26), so haben 
wir zur Bestiiuinung der lieiden Radiivectoren, welclie in die 
Rotationsaxe A fallen, die Gleichungen: 


r 


C" — p B 

_|. r 


= 0. 


Hieraus ergebeu sicli nun die beiden Radiivectoren r 0 
und r, selbst: 


(30) 


r o = *'[ C + B) ’ 

_ _ (P_ _ O' (C + B) _ C\C +B) *< 

1 1 ~ x*(6' — B) x« (C« — B'j *» ‘ 2 hO* ‘ 


Da diese AusdrUcke von r u und »•, von gleicheni oder ent- 
gegengesetztem Vorzeichen sind, je nachdem h negativ oder 
positiv ist, so entnehraen wir daraus Folgendes: 

IIeue, auulyt. Geometries J Rtume*. 2. Aufl. 2*J 
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Die Plnnetenbahn ist eine Ellipse oder Hyper- 
bel oder Parabel, je nachdem die Constantc h der 
lcbendigeu Kraft negativ oder positiv ist oder ver- 
se Ii wind et. 


Durcli Addition oder Multiplication der Qleichungen (30) 
ergiebt sicli nun: 

, on . X« C> 

( 3I ) r o + r t = a* ' 


und aus der ersten von diesen Gleichungen die grosse Axe a 
der Planetenbalin, in welcher die reellen Brennpunkte liegen: 


(32) 



Urn das dritte Keplcrsche Gesetz abzuleiteu, niiissen wir 
uns auf den Fall der elliptischen Bewegung des Planeten 
uni die Sonne beschriinkeu. 

Da die Gleichung (9) der lebendigen Kraft aussagt, dass 
der Planet in gleicher Entfernung von der Sonne auch gleiche 
Gesehwindigkeit hat, so ruuss von demselben die eine dureh 
die grosse Axe getheilte Hiilfte der Balm in derselben Zeit T 
durehlaufen werden, als die andere. Wir erhalten demnaeh 
die lialbe Umlaufszeit T des Planeten aus der Gleichung (14): 



wobei wir bemerken, dass auf Grund von (31) der Nenner 
des Bruehes unter dein Integralzeiclien fiir die beiden Werthe 
(30) r u und r, von r verschwindet. Dieses ist auch unmittel- 
Jjar zu erkennen. Denn da r„ der kleinste und r, der 
grbsste Kadiusveetor der Planetenbalin ist, so mUssen diesel- 
ben der Gleichung (13) geniigen, wenu man in ihr r = 0 
setzt. 
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Um das bestimmte Integral (33) auf cLn schon bekanntes 
auriickzufiihren , differentiiren wir den Ausdruck p(2 hr 1 -)- 2 xV 
— (?) ein Mai wirklich, das andere Mai nur andeutungsweise. 
Integriren wir dann wieder, so erhalten wir: 


2A ^ 

J F(2/tr* + 2x’r — C*) ,/ F(8ftr* + 2x 


x«r — O’) 


uud daraus: 


(34) 


V(2 hr* + 2 x‘r — C l ) 


Viihr* -f 2x*r — G"*) 


r. 

-/ 

r Q 

_«• /* 

2,1 ./ F(2/»r‘ 


dr 

* + 2x*r — <7») 


Der VVerth dieses Integrales liisst sich leicbt abnehmnn 
aus dein Werthe des ilbnlichcn Integrals (65) in der zwei- 
undzwanzigsten Vorlesnng, welclien wir dort ohne Integration 
(lurch blosse geometrische Betrachtungen abgeleitet haben: 

x = <H 

J K-(«” -pi) («'" + *) ’ 

— if 

Denn dividiren wir diese Ulcichung durch ]/ A, so ninimt 
dieselbe die Form an: 


(35) 


l 

it /* dl 

V- A~J V(.U*+BX+C) ’ 
X, 


wenn die Grenzen des Integrales die Werthe von A bedeuten, 
fiir welche der Nenner des Bruchcs outer dem Integralzeichen 
verschwindet. 

Verwerthen wir diese lntegralformel fiir den vorliegen- 
den Fall (34), so linden wir die lialbo Umlaufszeit des Pla- 
neteu: 


(36) 


T== - 


X* 

•111' 


V-ih 


t 


Eliminiren wir cndlich aus (36) und (32) die Integrations- 
constante h der lebendigen Kraft, so erhalten wir: 

29 * 
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(37) 


r* _ ** 

«» x ! ’ 


cine Gleichung, welche unter der Aunahme, dass die An- 
ziehungskraft x‘ der Sonne von einem Planeten zu dem ande- 
ren sick niclit andert, das dritte Kepler'schc Gesetz beweiset: 


Die Quadrate der Uinlaufszeiten der Planeten 
uni die Sonne verlialten sich wie die Kubeu der 
grossen Axen der Planetenbahnen. 


Wir haben in dem Yorhergelienden die Kcpler’schen Ge- 
setze bewiesen unter der Annahtne des Newton’schen Gesetzes 
der Anziehung und unter andereu Annahmen, die in der 
Natur nicbt begriindet sind. Indem wir die, der Natur wider- 
strebenden Annahmen fallen lessen, fassen wir unsere Auf- 
gabe jetzt so: „Es soil die Bewegung der Sonne und des 
Planeten festgestellt werden unter der einzigen Annahme des 
Newtpnschen Gesetzes der Anziehung. 

Das D’Alembert’sche Princip giebt sofort die Differential- 
gleichungen , welche das vorgelegte Problem losen : 

_ u'M { _ X) ,, _ _ ^M(n-Y) y. _ _ p'M (t-Z ) 

? r i ' > H r i > i> — jj 

,^QS X"^r ~ x > Y” — »*(_?- zJi' 

\ ) ^ ) ^3 ) ^>3 } 

Es bedeuten bier X, Y, Z die Coordinaten der Sonne 
mit der Masse M; ?,»;,£ die Coordinaten des Planeten mit 
der Masse m, und g die Anziehungskraft zweier Massenein- 
lieiten in der Einheit der Entfernung. Die Coordinaten sind 
bezogen auf ein festes Coordinutensystem. 

Um nun die relative Bewegung des Planeten um die 
Sonne, welche die Kepler’scben Gesetze zum Grunde legen, 
zu ermitteln, fiihren wir ein paralleles Coordinutensystem ein, 
dessen Anfangspunkt die Sonne ist, unbekilmmert darum, ob 
die Sonne sich auch bewegt. YVenn wir die Coordinaten des 
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Planeten in diesem, mit der Sonne fortschreitenden Coordi- 
natensysteme mit x,y,z bezeichuen, so haben wir: 

(39)... | - X = x, i] — Y = y , t — Z — *, 

nnd aus den Difterenzen der Gleichungen (38) erhalteu wir 
folgende Differentialgleichungen filr die relative Bewegnng 
des Planeten: 

x"= n\M+m)*, , y ”=— *"= g 7 ( M+m )-*, 


(40) 


r = K(** + y 7 + *’)• 


Die Uebereinstimmung dieser Differentialgleichungen mit 
deu Differentialgleichungen (1) unseres Fundamental probleuies 
dient als Beweis dafiir, dass der Planet sich um die 
Sonne gerade so bewegt, wie er sich bewegen wilrde, 
wenn die Sonne, als fester Punkt, den Planeten nach 
dem Newton’schen Gesetzc anzSgc. 

Daraus folgen nun die Kepler’schen Gesetze auch fiir den 
vorliegenden Fall der freien Bewegung beider Himraelskorper. 
Die einzige Ausnahme macht das dritte Kepler’sclie Gesetz. 
Denn, um die Gleichheit der Differentialgleichungen (40) und 
der Differentialgleichungen (1) vollkommen zu mac-hen, milsseu 
wir setzen: 


(41) 


ft J (3f + m) , 


wodurch die Gleichung (37), welche das dritte Kepler'sche 
Gesetz beweiset, ilbergeht in: 


(42) 


r* 


: p'{M + w 


Der rechte Theil dieser Gleichung ist aber nicht, wie in 
dem Fundamentalproblerae angenommen wurde, cine constante 
Grosse von einem Planeten zum anderen. Er ist nur dann 
constant, wenn der zweite Planet dieselbe Masse m hat, als 
der erste, und in diesem Falle trifft das dritte Kepler’sche 
Gesetz genau zn, im anderen Falle nicht. Das dritte Kep- 
ler'sche Gesetz trifft nur in so weit zu, als die Masse m des 
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Planeten gegen die grosse Masse M der Sonne in der Glei- 
chung (42) vernaehliissiget werden kauu. Da nun dieses 
Gcsetz seine Correction in der Gleichung (42) hut, so sielit 
man ungefiihr ein, wie es den Astronomen moglich wird, durch 
Zeitmessung und Liingenmessung aus der Gleichung (42) die 
Verhaltnisse der Massen der Planeten und der Sonne festzu- 
stellen. 

Kehren wir nun zu unserem Probleme zuriick und zu den 
I)ifferentialgleichungen(38), welchc, auf ein festes Coordinaten- 
system bezogen, das Problem losen. Sie verlangen zwolf Inte- 
grationen. Sechs von diesen Integrationen werden wir voll- 
fiihren durch Anwendung eines Principes, welches die ana- 
lytische Meehanik die Erhaltung des Schwerpunktes nennt. 
Die sechs anderen Integrationen sollen dann zurtickgefilhrt 
werden auf die sechs, in unserer Fundameutalaufgabe schon 
gelcisteten Integrationen. 

Zu diesem Zweckc flihren wir die Coordinaten a, b, c 
des Schwerpunktes der beiden Massen ein durch die Glei- 
chungen : 


(43) 


m{ + MX _ mri + MY , MZ _ 

m + M m + M m + M ~ C ’ 


mit dem Bemerken, dass dieselben noch unbekaiuite Functio- 
nen der Zeit sind. Miiltipliciren wir nun die drei ersten 
Gleichungen (38) mit m und addiren die darunter stehenden, 
mit M multiplicirten Gleichungen, so erhalten wir: 


(44) fl"=0, 6"= 0, c"= 0 , 


und durch Integration: 

(45) a = «< + «,, b = pt- f-0,, c = yt + y,-,. 

Gleichungen, welche aussagen, dass der Schwerpunkt 
der Sonne und des Planeten sich mit gloichformiger 
Geschwindigkeitin einergeradenLinie fortbewegt. 

Wir ffihren femer ein paralleles Coordinaten system ein, 
dessen Anfangspunkt in dem sich bewegenden Schwerpuukte 
liegt. In diesem Systeme sind die Coordinaten x, y, s des 
Planeten und die Coordinaten X, , l r , , Z x der Sonne bestimmt 
durch die Gleichungen: 
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f4f x .r = % — a, 1/ = r] —!>, z =£—<•, 

X, = X - a ■, Y,= Y-b, Z, = Z - c. 

In demselben Coordinatensysteme drflcken sich nun mit 
Riicksieht auf (44) die drei ersten Gleichungen (38) so aus: 

.< fi'Mix — Xy) „ _ (L*M{y - Y t ) - ?'M(z-Z x \ 

[r]* > y — ' [rj> > £ [rf ’ 

(47) [r] = V{(* - X,) 2 + {y - r,) 2 + (* - ^,) 2 } 

und, da der Coordinatenanfangspunkt der Schwerpunkt des 
Systemes ist, so habcn wir: 


(48) m x -f- M X, = 0, my -f- MY X = 0, ms -f- 717 Z, = 0. 


Setzen wir die, sich aus diesen Gleichungen ergebenden 
Sonuencoordinateu X, , Y t , Z { in die Gleichungen (47) , so 
ergeben sich daraus die Differentialgleichungen der Bewegung 
des Planeten in Riicksicht auf ein, mit dem Schwerpunkte 
der Sonnen- und Planeten -Masse fortschreitendes Coordinaten- 
system : 


— ti'M x 


(>+S 


y = 


y 

r 3 ; 


(49) 


- u'M 
r — ('(*> + 9 ' + *’). 


Z = 7 - 


fi'M 

0 +»’ 


z 

r i > 


Dieses sind aber wieder Differentialgleichungen, welche 
auf die Differentialgleichungen (1) zurilekkommen, wenn man 
setzt: 



Es beweiset dieses, dass der Planet sich urn den 
Schwerpunkt von Sonne und Planet gerade so be- 
wegt, wie er sich bewegen wiirde, wenn der Schwer- 
punkt, als fester Punkt, den Planeten uach dem 
Newton'schen Gesetze anzbge. 

Die relative Bewegung des Planeten um den Schwerpunkt 
driickt sich nun aus in den vier Gleichungen (24) , (23), mit 
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<ler Bezeielniung (18), in tier letzten Oleichuug (1) und in 
dt?r Gleichung (14). Verlangt man die absolute Bewegung 
in Kiicksicht auf das zu Aufaug aiigcnomniene, l'este Coordi- 
nate nsy stem, so hat nmn ausserdem noch die drei ersten Glei- 
chungen (4f>) und die Gleichung (45) herbeizuzieheu. 

Von den zuletzt hervorgehobenen Sfttzen stellt der eine die Bewe- 
guug des Planeten uni die Sonne feet, das ist, ura einen Punkt, der 
den Kadiusvector in detn bestimmten Verhaltnisse von U: 1 theilt; der 
andere giebt die Bewegung des Planeten um den Schwerpunkt , das ist, 
um einen Punkt, der den Radiusvector in dcin bestimmten Verhaltnisse 
der Masscn von Sonne und Planet theilt. 

Hierau Hchliesst sich nun die weitere Frage nacli der Bewegung des 
Planeten um einen Punkt, der den Kadiusvector in einera beliebig ge- 
gebeuen Verhaltnisse theilt. Bewegt sich uiu diesen Punkt der Planet 
auch so, wie in den beiden hervorgehobenen Fallen? 


AoA M\ 


Digitized by Google 



Digitized by Googli 


Digitized by Google 




